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Wst¦p

Niniejsza rozprawa doktorska zostaªa po±wi¦cona problematyce jednostajnej zbie»no±ci poje-
dynczych oraz podwójnych szeregów trygonometrycznych. Motywacj¡ do jej napisania byªa
ch¦¢ uogólnienia oraz rozszerzenia dotychczas znanych w literaturze wyników dotycz¡cych
tej problematyki. Punktem wyj±cia do jej napisania staªy si¦ klasyczne wyniki po±wi¦cone
tej problematyce, które pojawiªy si¦ na pocz¡tku XX wieku. Podaj¡ one charakteryzacj¦
jednostajnej zbie»no±ci pojedynczych oraz podwójnych szeregów trygonometrycznych, gdzie
istotnym zaªo»eniem byªa monotoniczno±¢ wspóªczynników tych szeregów. Pierwsza praca
zwi¡zana z t¡ problematyk¡ pochodzi z 1916 roku i zostaªa napisana przez brytyjskich ma-
tematyków T. W. Chaundy'ego i A. E. Jolli�e'a [1]. Przedstawione zostaªy w niej wyniki
dotycz¡ce jednostajnej zbie»no±ci pojedynczych szeregów sinusów, które opieraj¡ si¦ na za-
ªo»eniu, »e wspóªczynniki tych szeregów s¡ monotoniczne. Analogiczny wynik dla przypadku
pojedynczych szeregów cosinusów zostaª zaprezentowany w monogra�i A. Zygmunda [54],
która pochodzi z 1959 roku. Nast¦pnie, w 1966 roku I. E. �ak i A. A. �neider [48] uzy-
skali podobny wynik dotycz¡cy jednostajnej zbie»no±ci podwójnych szeregów sinusów przy
zaªo»eniu, »e wspóªczynniki tych szeregów tworz¡ podwójny ci¡g nierosn¡cy.

Znacz¡cym momentem w badaniach nad problemem zwi¡zanym z jednostajn¡ zbie»no-
±ci¡ szeregów sinusów byªa praca autorstwa L. Leindlera [27] z 2001 roku, w której wprowa-
dzona zostaªa klasa pojedynczych ci¡gów o ograniczonej resztowej wariacji. Praca ta mia-
ªa wpªyw na zintensy�kowanie bada« nad uogólnieniem klasycznych wyników jednostajnej
zbie»no±ci dla szeregów pojedynczych oraz podwójnych poprzez zast¡pienie ci¡gów mono-
tonicznych ci¡gami o ograniczonych wariacjach. Wynikiem tych bada« byªo wprowadzenie
nowych klas ci¡gów o ograniczonych wariacjach, których wykorzystanie pozwoliªo na uogól-
nienie klasycznych wyników. Dla szeregów pojedynczych, nowe klasy ci¡gów o ograniczonych
wariacjach zostaªy wprowadzone oraz badane, mi¦dzy innymi w pracach: [5] ÷ [7], [8], [10],
[19] ÷ [27], [29] ÷ [33], [35] ÷ [18], [49] ÷ [53]. Warto wspomnie¢ równie» o wynikach uzyska-
nych przez B.Szala w pracy [37] z roku 2011, w której rozszerzyª on klasy ci¡gów o ograni-
czonych wariacjach poprzez wykorzystanie w de�nicji tych klas sumy ró»nic wyrazów ci¡gów
o dowolnym kroku r ∈ N zast¦puj¡c ró»nic¦ o kroku 1. W tym samym roku S. Tikhonov w
pracy [45] oraz L. Leindler w pracy [20] wprowadzili klas¦ ci¡gów pojedynczych o ograniczo-
nych p-tych wariacjach. W rozprawie zostanie zde�niowana nowa szersza klasa pojedynczych
ci¡gów o ograniczonych p-tych wariacjach, która jest mody�kacj¡ klasy zde�niowanej przez
S. Tikhonova oraz L. Leindlera poprzez wykorzystanie sumy ró»nic wyrazów ci¡gów o dowol-
nym kroku r. Klasa ta zostanie u»yta w rozprawie do uogólnienia i rozszerzenia klasycznych
wyników jednostajnej zbie»no±ci pojedynczych szeregów trygonometrycznych.

Pierwsza klasa podwójnych ci¡gów o ograniczonych wariacjach zostaªa wprowadzona
przez P. Kórusa oraz F. F. Móricza w pracy [11], która ukazaªa si¦ w 2009 roku. W ar-
tykule tym rozszerzono wynik I. E. �ak i A. A. �neider dotycz¡cy jednostajnej zbie»no±ci
podwójnych szeregów sinusów dla nowo zde�niowanej klasy ci¡gów. Ponadto, w roku 2011
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Jednostajna zbie»no±¢ szeregów trygonometrycznych o wspóªczynnikach tworz¡cych ci¡gi o

ograniczonych p-tych wariacjach

P. Kórus w pracy [12] po raz kolejny uogólniª wspomniane wcze±niej twierdzenia na szersz¡
klas¦ ci¡gów o ograniczonych wariacjach, jak równie» przedstawiª analogiczne twierdzenie
dla szeregów mieszanych. Nast¦pnie, K. Duzinkiewicz w pracy [4] i we wspólnej pracy z B.
Szalem [3] wprowadzili now¡ klas¦ podwójnych ci¡gów o ograniczonych wariacjach poprzez
wykorzystanie sumy ró»nic wyrazów ci¡gów o kroku r ∈ N. Wykorzystali oni nast¦pnie t¦
klas¦ do uogólnienia wspomnianych wcze±niej wyników dotycz¡cych jednostajnej zbie»no-
±ci podwójnych szeregów sinusów i podwójnych szeregów mieszanych. W rozprawie zostanie
wprowadzona nowa szersza klasa podwójnych ci¡gów o ograniczonych p-tych wariacjach, któ-
ra zostanie u»yta do uogólnienia i rozszerzenia dotychczas znanych w literaturze wyników
jednostajnej zbie»no±ci podwójnych szeregów sinusów oraz podwójnych szeregów mieszanych.

Niniejsza rozprawa doktorska skªada si¦ z trzech rozdziaªów. W rozdziale pierwszym
zostan¡ zaprezentowane wybrane klasy pojedynczych ci¡gów jak równie» podwójnych ci¡-
gów o ograniczonych wariacjach. Na pocz¡tku podrozdziaªu 1.1 zde�niowana zostanie nowa
klasa ci¡gów o ograniczonych p-tych wariacjach pochodz¡ca z pracy [17], która jest wy-
padkow¡ klas wprowadzonych przez B. Szala w artykuªach [37], [41] oraz S. Tikhonova i
E. Li�yanda w pracach [29], [30]. Nast¦pnie w tym podrozdziale zostan¡ omówione najwa»-
niejsze klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach oraz zale»no±ci mi¦dzy nimi, z uwzgl¦dnie-
niem nowo wprowadzonej klasy ci¡gów. Wyniki tego podrozdziaªu pochodz¡ z pracy [17].
Podrozdziaª 1.2 zawiera zestawienie klas podwójnych ci¡gów o ograniczonych wariacjach.
Schemat tego podrozdziaªu b¦dzie analogiczny jak dla pojedynczych ci¡gów, czyli na po-
cz¡tku zde�niowana b¦dzie nowa klasy podwójnych ci¡gów o ograniczonych p-tych waria-
cjach, a nast¦pnie przedstawione zostan¡ zale»no±ci mi¦dzy t¡ klas¡ oraz klasami dotychczas
rozwa»anymi w literaturze. Rezultaty tego podrozdziaªu pochodz¡ z pracy [14].

W rozdziale drugim przedstawione zostan¡ wyniki jednostajnej zbie»no±ci pojedynczych
szeregów trygonometrycznych. W podrozdziale 2.1 zaprezentowane zostan¡ twierdzenia po-
mocnicze, które b¦d¡ wykorzystane do dowodów wyników z podrozdziaªu 2.2 dotycz¡cych
jednostajnej zbie»no±ci pojedynczych szeregów trygonometrycznych. Rezultaty tego rozdzia-
ªu byªy zaprezentowane na mi¦dzynarodowej konferencji "Function Spaces", która odbyªa
si¦ w Krakowie w 2018 roku i pochodz¡ one z prac [16], [17].

Rozdziaª trzeci b¦dzie zawiera¢ wyniki dotycz¡ce jednostajnej zbie»no±ci podwójnych sze-
regów trygonometrycznych. Analogicznie jak dla pojedynczych szeregów, w podrozdziale 3.1
zawarte b¦d¡ twierdzenia pomocnicze, które wykorzystane zostan¡ w dowodach gªównych
twierdze« tego rozdziaªu. W podrozdziale 3.2 oraz 3.3 przedstawione zostan¡ twierdzenia
podaj¡ce warunek konieczny oraz dostateczny jednostajnej zbie»no±ci odpowiednio dla po-
dwójnych szeregów sinusów oraz podwójnych szeregów mieszanych. Wyniki tego rozdziaªu
zostaªy zawarte w pracach [14], [15].

W tym miejscu chciaªbym zªo»y¢ serdeczne podzi¦kowania mojemu promotorawi
Panu dr hab. Bogdanowi Szalowi za cierpliwo±¢, wyrozumiaªo±¢ oraz cenne rady i wska-
zówki, które przyczyniªy si¦ do powstania niniejszej rozprawy doktorskiej. Dodatkowo mo-
jemu promotorowi oraz wszystkim wspóªpracownikom z �rmy Atlasus, a w szczególno±ci
Monice Halasz-Kawaªkowskiej oraz Markowi Michalskiemu chciaªbym podzi¦kowa¢ za wyro-
zumiaªo±¢ oraz umo»liwienie ª¡czenia pracy zawodowej z prac¡ naukow¡. Osobne podzi¦ko-
wania nale»¡ si¦ mojej »onie Marcie za cierpliwo±¢ oraz nieustanne wsparcie.
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Rozdziaª 1

Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

Klasyczne wyniki dotycz¡ce jednostajnej zbie»no±ci pojedynczych oraz podwójnych szeregów
trygonometrycznych opieraj¡ si¦ na zaªo»eniu, »e wspóªczynniki tych szeregów
tworz¡ ci¡gi monotoniczne. Pierwszy wynik dotycz¡cy tej problematyki w przypadku poje-
dynczych szeregów sinusów zostaª przedstawiony w pracy T. W. Chaundy'ego
i A. E. Jolli�e'a ([1]), natomiast w przypadku podwójnych szeregów sinusów w pracy
I. E. �aka i A. A. �neidera ([48]). Wyniki te byªy nast¦pnie uogólnianie poprzez osªabienie
warunku monotoniczno±ci ci¡gów, mi¦dzy innymi przez zast¡pienie ci¡gów monotonicznych
ci¡gami o ograniczonych wariacjach. W tym rozdziale rozprawy doktorskiej zostan¡ zde�nio-
wane podstawowe klasy pojedynczych oraz podwójnych ci¡gów o ograniczonych wariacjach
oraz przedstawione zale»no±ci mi¦dzy tymi klasami.

1.1 Pojedyncze ci¡gi o ograniczonych wariacjach

W tym podrozdziale wprowadzone zostan¡ klasy pojedynczych ci¡gów o ograniczonych wa-
riacjach, których wykorzystanie w istotny sposób uogólniªo klasyczne wyniki dotycz¡ce jed-
nostajnej zbie»no±ci pojedynczych szeregów trygonometrycznych. Zaczniemy ten podrozdziaª
od wprowadzenia podstawowych oznacze«. Niech MS (ang. Monotone Sequences) oznacza
klas¦ pojedynczych ci¡gów nierosn¡cych {ck}∞k=1. Natomiast dla dowolnej liczby r ∈ N niech

∆rck := ck − ck+r.
Ponadto b¦dziemy zapisywa¢ I1(n) ≪ I2(n) je»eli istnieje dodatnia staªa C niezale»na
od n taka, »e I1(n) ¬ CI2(n).

1.1.1 Wiadomo±ci wst¦pne

We wspólnej pracy z B. Szalem [17] zde�niowana zostaªa nast¦puj¡ca klasa pojedynczych
ci¡gów o ograniczonych p-tych wariacjach:

De�nicja 1. [17] Niech δ = {δk}∞k=1 b¦dzie ci¡giem o wyrazach nieujemnych, r liczb¡ natu-
raln¡ oraz p dodatni¡ liczb¡ rzeczywist¡. Ci¡g liczb zespolonych c = {ck}∞k=1 nazywa¢ b¦dzie-
my (p, δ, r)�general monotone lub oznacza¢ c ∈ GM(p, δ, r), je±li istnieje dodatnia staªa C
zale»na tylko od {ck}∞k=1, taka, »e warunek(2n−1∑

k=n

|∆rck|p
) 1
p

¬ Cδn
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Rozdziaª 1. Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

jest speªniony dla wszystkich n ∈ N.

Dodatkowo zde�niujmy nast¦puj¡c¡ klas¦ ci¡gów:

De�nicja 2. Niech δ = {δk}∞k=1 b¦dzie ci¡giem o wyrazach nieujemnych, r liczb¡ naturaln¡
oraz p liczb¡ rzeczywist¡. Ci¡g liczb zespolonych c = {ck}∞k=1 b¦dziemy nazywa¢ (p, δ, r)�rest
bounded variation i oznacza¢ c ∈ RBV (p, δ, r), je±li istnieje dodatnia staªa C zale»na tylko
od {ck}∞k=1, taka, »e warunek ( ∞∑

k=n

|∆rck|p
) 1
p

¬ Cδn

jest speªniony dla wszystkich n ∈ N.

Wprost z de�nicji powy»szych klas wynika nast¦puj¡ca zale»no±¢ mi¦dzy tymi klasami:

RBV (p, δ, r) ⊆ GM(p, δ, r).

Warto zauwa»y¢, »e dla p = 1 klasy GM(1, δ, r) i RBV (1, δ, r) zostaªy wprowadzone przez
B. Szala odpowiednio w pracach [37], [41]. W artykuªach tych B. Szal jako pierwszy wyko-
rzystaª ró»nice wyrazów ci¡gu c = {ck}∞k=1 o kroku r postaci |ck − ck+r| dla dowolnego
r ∈ N. Byªo to istotne rozszerzenie klas ci¡gów o ograniczonych wariacjach dotychczas wy-
st¦puj¡cych w literaturze, które bazowaªy na ró»nicy wyrazów ci¡gu c = {ck}∞k=1 o kroku 1
postaci |ck − ck+1|. Z kolei powy»sze klasy dla r = 1 oraz p = 1 zostaªy wprowadzone przez
S. Tikhonova w pracy [45] oraz L. Leindlera w pracy [20].
Dodatkowo, warto zauwa»y¢, »e dla przypadku r = 1 klasy GM(p, δ, 1) oraz RBV (p, δ, 1)
zostaªy wprowadzone przez S. Tikhonova oraz E. Li�yanda w pracach [29], [30].

W dalszej cz¦±ci pracy dla dowolnego ci¡gu liczb zespolonych {ck}∞k=1 takiego, »e ck → 0,
gdy k →∞, rozwa»a¢ b¦dziemy nast¦puj¡ce przykªady ci¡gów δ = δn dla n ∈ N:

1δn = 1δ = |cn| ,
2δn = 2δ = max

n¬k¬n+N
|ck|, dla pewnej liczby N ∈ N,

3δn = 3δ =
1
k

[λn]∑
k=[n/λ]

|ck| dla pewnej liczby rzeczywistej λ  2,

4δn = 4δ =
1
n

(
sup
m[nλ]

2m∑
k=m

|ck|
)

dla pewnej liczby rzeczywistej λ  2,

oraz

5δn(q) = 5δ(q) =
1
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

i

6δn(q) = 6δ(q) =
1
n
max

b(n)¬m¬λb(n)
m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q
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Rozdziaª 1. Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

dla dowolnych liczb rzeczywistych q > 0, λ  2, dowolnego ci¡gu {b(k)}∞k=1 ⊂ R0+ = [0,+∞)
d¡»¡cego monotonicznie do niesko«czono±ci. W dalszej cz¦±ci pracy pisz¡c 5δn b¦dziemy mieli
na my±li 5δn(1), analogiczne oznaczenie b¦dziemy wykorzystywa¢ dla ci¡gu 6δn(q).

Warto zauwa»y¢, »e wykorzystuj¡c ci¡g 1δn i kªad¡c p = 1 oraz r = 1 w De�nicji 2,
otrzymujemy klas¦ ci¡gów o ograniczonej resztowej wariacji RBV (1, 1δ, 1), która zostaªa
wprowadzona w pracy L. Leindlera ([27]), gdzie oznaczona byªa RBV S (ang. Rest Bounded
variation Sequence). Byªa to pierwsza praca, która zapocz¡tkowaªa rozwa»ania na temat klas
ci¡gów o ograniczonych wariacjach oraz wykorzystanie takich klas do rozszerzenia klasycz-
nych wyników dotycz¡cych jednostajnej zbie»no±ci szeregów trygonometrycznych.
Ponadto klasyGM(1, 1δ, 1), GM(1, 2δ, 1), GM(1, 3δ, 1), GM(1, 4δ, 1), GM(1, 5δ, 1),GM(1, 3δ, 2)
rozwa»ane byªy w pracach: [45] , [18], [44] z λ > 1, oraz równolegle w pracy [53] z λ  2,
[10], [10], [37] i oznaczone w nich odpowiednio GM , GBV S, MVBV S, SBV S, SBV S2 i
GM(δ, r).
Warto tak»e wspomnie¢, »e klasa GM(1, 1δ, 1) byªa rozwa»ana równie» w pracach [7], [46].
Ponadto w pracy [2] klasa ta zostaªa wykorzystana do dowodu zawierania si¦ pewnych prze-
strzeni funkcyjnych.

1.1.2 Relacje mi¦dzy klasami

Poka»emy teraz, »e nowo wprowadzona klasa GM(p, δ, r) jest w istotny sposób szersza od do
tej pory rozpatrywanych w literaturze klas ci¡gów o ograniczonych wariacjach. Na pocz¡tek
wprowadzimy wyniki pomocnicze, które zostan¡ wykorzystane w dowodach zale»no±ci mi¦dzy
klasami ci¡gów o ograniczonych wariacjach.

Lemat 1. [9] Je±li c = {ck}∞k=1 jest ci¡giem o wyrazach nieujemnych oraz 0 < α ¬ β <∞,
wtedy ( ∞∑

k=1

cβk

) 1
β

¬
( ∞∑
k=1

cαk

) 1
α

.

Lemat 2. [34] Je±li c = {ck}∞k=1 jest ci¡giem o wyrazach nieujemnych, 0 < q1 ¬ q2 < ∞
oraz ν  n, wtedy

(
1

ν − n+ 1

ν∑
k=n

cq1k

) 1
q1

¬
(

1
ν − n+ 1

ν∑
k=n

cq2k

) 1
q2

.

W pracach [10], [18], [53], [27], [45], [44] pokazano nast¦puj¡ce zale»no±ci:

MS ⫋ RBV (1, 1δ, 1) ⫋ GM(1, 1δ, 1) ⫋ GM(1, 2δ, 1) ⫋ GM(1, 3δ, 1) ⫋ GM(1, 4δ, 1)
⫋ GM(1, 5δ, 1).
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Rozdziaª 1. Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

Powy»sze zale»no±ci mo»na zobrazowa¢ na poni»szym gra�e:

Rysunek 1.1: Zale»no±ci mi¦dzy klasami MS, RBV (1, 1δ, 1), GM(1, 1δ, 1), GM(1, 2δ, 1), GM(1, 3δ, 1),
GM(1, 4δ, 1), GM(1, 5δ, 1).

Ponadto, korzystaj¡c z de�nicji ci¡gów 5δ(q) i 6δ(q) otrzymujemy:

GM(p, 6δ(q), r) ⊆ GM(p, 5δ(q), r)

dla r ∈ N, q > 0 i p > 0.

Wykorzystuj¡c Lemat 1 otrzymujemy nast¦puj¡c¡ zale»no±¢:

GM(1, δ, 1) ⊆ GM(p, δ, 1),

dla p  1 i dowolnego ci¡gu δ.
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Rozdziaª 1. Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

Powy»sz¡ zale»no±¢ ilustruje poni»szy graf:

Rysunek 1.2: Zale»no±ci mi¦dzy klasami GM(1, δ, 1) i GM(p, δ, 1).

Poka»emy teraz, »e wprowadzona klasa ci¡gów GM(p, δ, r) jest w sposób istotny szersza
od klas dotychczas rozpatrywanych w literaturze. Poni»sze twierdzenia zostaªy przedstawione
we wspólnej pracy z B. Szalem [17].

Twierdzenie 1. [17] Niech q > 0, r ∈ N oraz niech 0 < p1 ¬ p2. Wtedy

(i) GM(p1, 5δ(q), r) ⊆ GM(p2, 5δ(q), r),

(ii) GM(p1, 6δ(q), r) ⊆ GM(p2, 6δ(q), r),

(iii) Istnieje ci¡g {ck}∞k=1, który nale»y do klasy GM(p2, 5δ(q), r) oraz nie nale»y do klasy
GM(p1, 5δ(q), r), gdzie k

b(k) = O(1), 1 ¬ p1 < p2 oraz q  1.

(iv) Istnieje ci¡g {ck}∞k=1, który nale»y do klasy GM(p2, 6δ(q), r) oraz nie nale»y do klasy
GM(p1, 6δ(q), r), gdzie k

b(k) = O(1), 1 ¬ p1 < p2 oraz q  1.

Dowód. (i) Niech ci¡g {ck}∞k=1 ∈ GM(p1, 5δ(q), r). Wykorzystuj¡c Lemat 1 otrzymujemy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p2
) 1
p2

¬
(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p1
) 1
p1

¬ C
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

,

co oznacza, »e {ck}∞k=1 ∈ GM(p2, 5δ(q), r).
(ii) Niech teraz {ck}∞k=1 ∈ GM(p1, 6δ(q), r). W podobny sposób jak w dowodzie cz¦±ci (i)
uzyskujemy, »e

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p2
) 1
p2

¬
(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p1
) 1
p1

¬ C
n
max

b(n)¬m¬λb(n)
m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

.

St¡d {ck}∞k=1 ∈ GM(p2, 6δ(q), r).
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(iii) Niech

ck =


1
k2
, je±li 2r ∤ k,
1

(k−r)2 +
1

k2k
1
p2
, je±li 2r|k. (1.1)

Na pocz¡tek poka»emy, »e {ck}∞k=1 ∈ GM(p2, 5δ(q), r). Niech

An = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz 2r|k},
Bn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1, 2r ∤ k oraz 2r ∤ k + r},
Cn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz 2r|k + r}

oraz n  8r. Dla dowolnego n ∈ N istniej¡ takie liczby naturalne p i q, »e

n ¬ 2rp ¬ n+ 2r − 1

oraz
2n− 2r + 1 ¬ 2rq ¬ 2n.

Zaªó»my, »e

C ′n = {k ∈ N : 2rp ¬ k ¬ 2rq − 1 oraz 2r|k + r}.

Z faktu, »e C ′n ⊆ Cn otrzymujemy

=
Cn 

=
C ′n =

2rq − 1− 2rp+ 1
2r

=
2r (q − p)
2r

= q − p

 2n− 2r + 1
2r

− n+ 2r − 1
2r

>
n− 4r
2r
 n
4r
.

(1.2)

dla n  8r. Zatem wykorzystuj¡c elementarne przeksztaªcenia otrzymujemy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r |p2
) 1
p2

=

 ∑
k∈An
|ck − ck+r|p2 +

∑
k∈Bn
|ck − ck+r|p2 +

∑
k∈Cn
|ck − ck+r|p2

 1
p2

=

 ∑
k∈An
| 1
(k − r)2

+
1

k2k
1
p2

− 1
(k + r)2

|p2 +
∑
k∈Bn
| 1
k2
− 1
(k + r)2

|p2

+
∑
k∈Cn
| 1
k2
− 1
k2
− 1

(k + r)2(k + r)
1
p2

|p2
 1
p2

=

 ∑
k∈An

(
4rk

(k − r)2(k + r)2
1

k2k
1
p2

)p2
+
∑
k∈Bn

(
(k + r)2 − k2

k2(k + r)2

)p2

+
∑
k∈Cn

 1

(k + r)2+
1
p2

p2
1
p2

¬

 ∑
k∈An

(
4kr
1
4k
2k2
+
1

k
2+ 1
p2

)p2
+
∑
k∈Bn

(
2kr + r2

k2(k + r)2

)p2
+
∑
k∈Cn

 1

(k + r)2+
1
p2

p2
1
p2

¬

 ∑
k∈An

(
16r
k2k
+
1

k
2+ 1
p2

)p2
+
∑
k∈Bn

(
2r

k2(k + r)

)p2
+
∑
k∈Cn

 1

(k + r)2+
1
p2

p2
1
p2

10
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¬

 ∑
k∈An

(
16r

k
2+ 1
p2

+
1

k
2+ 1
p2

)p2
+
∑
k∈Bn

(
2r

k
2+ 1
p2

)p2
+
∑
k∈Cn

(
1

k
2+ 1
p2

)p2 1
p2

¬ (16r + 1)
(2n−1∑
k=n

(
1

k
2+ 1
p2

)p2) 1
p2

¬ (16r + 1) 1
n
2+ 1
p2

n
1
p2

¬ 17r
n2
. (1.3)

Niech teraz

Dm = {k ∈ N : m ¬ k ¬ 2m, 2r|k},
Em = {k ∈ N : m ¬ k ¬ 2m− 1, 2r ∤ k}.

Korzystaj¡c z Lematu 2 dla q  1 otrzymujemy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p2
) 1
p2

¬ 417r
n

2n−1∑
k=n

1
k2
¬ 68r
n
sup
mb(n)

2m∑
k=m

1
k2
¬ 68r
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

( 1
k2

)q) 1q

¬ 68r
n
sup
mb(n)

m1−
1
q

 ∑
k∈Dm

(
1

(k − r)2
+
1

k
2+ 1
p2

)q
+
∑
k∈Em

( 1
k2

)q 1q

¬ 68r
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

.

Zatem {ck}∞k=1 ∈ GM(p2, 5δ(q), r). Poka»emy teraz, »e {ck}∞k=1 /∈ GM(p1, 5δ(q), r). Wyko-
rzystuj¡c (1.2) otrzymujemy, »e dla n  8r

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p1
) 1
p1



 ∑
k∈Cn

1

(k + r)2p1+
p1
p2

 1
p1

 1

(2n+ r)2+
1
p2

 ∑
k∈Cn
1

 1
p1

 1

(4r)2+
1
p2

(
n

4r

) 1
p1 1

n
2+ 1
p2

=
1

(4r)2+
1
p2
+ 1
p1

n
1
p1

n
2+ 1
p2

. (1.4)

Z drugiej strony, mamy

1
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

=
1
n
sup
mb(n)

m

 1
m

 ∑
k∈Dm

(
1

(k − r)2
+
1

k
2+ 1
p2

)q
+

∑
k∈Em

( 1
k2

)q 1q

¬ 1
n
sup
mb(n)

m

 1
m

 ∑
k∈Dm

(
1
(12k)

2
+
1
k2

)q
+

∑
k∈Em

( 1
k2

)q 1q

=
1
n
sup
mb(n)

m

 1
m

 ∑
k∈Dm

5q

k2q
+

∑
k∈Em

1
k2q

 1q ¬ 5
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

( 2m∑
k=m

1
k2q

)) 1
q

¬ 5
n
sup
mb(n)

m
( 2
m2q

) 1
q

= 5
2
1
q

n
sup
mb(n)

m
1
m2
≪ 1
n2
.
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Zatem nierówno±¢ (2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p1
) 1
p1

¬ c
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

nie mo»e by¢ speªniona, je±li n→∞. To ko«czy dowód cz¦±ci (iii).
(iv) Teraz udowodnimy, »e {ck}∞k=1 ∈ GM(p2, 6δ(q), r). Niech

Dm = {k ∈ N : m ¬ k ¬ 2m, 2r|k},
Em = {k ∈ N : m ¬ k ¬ 2m− 1, 2r ∤ k}.

Korzystaj¡c z (1.3) oraz z Lematu 2 dla q  1 otrzymujemy(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p2
) 1
p2

¬ 417r
n

2n−1∑
k=n

1
k2
¬ 68r
n

max
b(n)¬m¬λb(n)

2m∑
k=m

1
k2

¬ 68r
n

max
b(n)¬m¬λb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

( 1
k2

)q) 1q

¬ 68r
n

max
b(n)¬m¬λb(n)

m1−
1
q

 ∑
k∈Dm

(
1

(k − r)2
+
1

k
2+ 1
p2

)q
+
∑
k∈Em

( 1
k2

)q 1q

¬ 68r
n

max
b(n)¬m¬λb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

.

Zatem {ck}∞k=1 ∈ GM(p2, 6δ(q), r). Poka»emy teraz, »e {ck}∞k=1 /∈ GM(p1, 6δ(q), r). Wykonu-
j¡c elementarne szacowania otrzymujemy

1
n
max

b(n)¬m¬λb(n)

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

=
1
n
max

b(n)¬m¬λb(n)

 1
m

 ∑
k∈Dm

(
1

(k − r)2
+
1

k
2+ 1
p2

)q
+

∑
k∈Em

( 1
k2

)q 1q

¬ 1
n
max

b(n)¬m¬λb(n)

 1
m

 ∑
k∈Dm

(
1
(12k)

2
+
1
k2

)q
+

∑
k∈Em

( 1
k2

)q 1q

=
1
n
max

b(n)¬m¬λb(n)

 1
m

 ∑
k∈Dm

5q

k2q
+

∑
k∈Em

1
k2q

 1q

¬ 5
n
max

b(n)¬m¬λb(n)

(
1
m

( 2m∑
k=m

1
k2q

)) 1
q

¬ 5
n
max

b(n)¬m¬λb(n)

( 2
m2q

) 1
q

= 5
2
1
q

n
max

b(n)¬m¬λb(n)
m
1
m2
≪ 1
n2
.

Wykorzystuj¡c (1.4) oraz powy»sze oszacowania mo»emy stwierdzi¢, »e nierówno±¢

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p1
) 1
p1

¬ c
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

12
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nie mo»e by¢ speªniona, je±li n→∞.
To ko«czy dowód cz¦±ci (iv) oraz caªego twierdzenia.

Zale»no±ci mi¦dzy klasami okre±lonymi w powy»szym twierdzeniu ilustruje poni»szy graf:

Rysunek 1.3: Zale»no±ci mi¦dzy klasami GM(p1, δ, r) oraz GM(p2, δ, r), gdzie 0 < p1 < p2, r ∈ N i δ = 5δ
lub δ = 6δ.

Poka»emy teraz, »e klasa GM(p, δ, r) jest istotnie szersza ni» klasa GM(p, δ, 1) rozwa»ana
przez S. Tikhonova oraz E. Li�yand w pracach [29] i [30].

Twierdzenie 2. [17] Niech p  1, q > 0, r1, r2 ∈ N, r1 ¬ r2.

(i) Je±li r1|r2, to GM(p, 5δ(q), r1) ⊆ GM(p, 5δ(q), r2),

(ii) Je±li r1|r2, to GM(p, 6δ(q), r1) ⊆ GM(p, 6δ(q), r2),

(iii) Istnieje ci¡g {ck}∞k=1, który nale»y do klasy GM(p, 5δ(q), r2) oraz nie nale»y do klasy
GM(p, 5δ(q), r1), gdzie n

b(n) = O(1), r1 < r2 oraz q  1,

(iv) Istnieje ci¡g {ck}∞k=1, który nale»y do klasy GM(p, 6δ(q), r2) oraz nie nale»y do klasy
GM(p, 6δ(q), r1), gdzie n

b(n) = O(1), r1 < r2 oraz q  1.

Dowód. (i) Niech {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r1). Je±li r1|r2, to r2 = αr1, gdzie α ∈ N. Wyko-
rzystuj¡c nierówno±¢ Höldera dla p > 1 otrzymujemy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r2|p
) 1
p

=
(2n−1∑
k=n

∣∣∣∣∣
α−1∑
l=0

(
ck+lr1 − ck+(l+1)r1

)∣∣∣∣∣
p) 1p

¬
(2n−1∑
k=n

(
α−1∑
l=0

∣∣∣ck+lr1 − ck+(l+1)r1∣∣∣
)p) 1p

¬

2n−1∑
k=n

(α−1∑
l=0

∣∣∣ck+lr1 − ck+(l+1)r1∣∣∣p
) 1
p
(
α−1∑
l=0

1
p
p−1

)1− 1
p


p

1
p

13
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=

2n−1∑
k=n

(α−1∑
l=0

∣∣∣ck+lr1 − ck+(l+1)r1∣∣∣p
) 1
p

α1−
1
p


p

1
p

=
(2n−1∑
k=n

(
α−1∑
l=0

∣∣∣ck+lr1 − ck+(l+1)r1∣∣∣p αp−1
)) 1

p

= α1−
1
p

(2n−1∑
k=n

(
α−1∑
l=0

∣∣∣ck+lr1 − ck+(l+1)r1∣∣∣p
)) 1

p

= α1−
1
p

(
α−1∑
l=0

(2n−1∑
k=n

∣∣∣ck+lr1 − ck+(l+1)r1 ∣∣∣p
)) 1

p

= α1−
1
p

α−1∑
l=0

2n+lr1−1∑
k=n+lr1

|ck − ck+r1|
p

 1p . (1.5)

Korzystaj¡c z (1.5) oraz De�nicji 1 mamy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r2|p
) 1
p

¬ α1−
1
p


α−1∑
l=0

 C

n+ lr1
sup

mb(n+lr1)
m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q


p

1
p

¬ αC 1
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

.

Zatem {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r2).
(ii) Analogicznie, jak w dowodzie cz¦±ci (i), wykorzystuj¡c (1.5) oraz De�nicj¦ 1 otrzymu-
jemy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r2|p
) 1
p

¬ α1−
1
p


α−1∑
l=0

 C

n+ lr1
max

b(n+lr1)¬m¬λb(n+lr1)
m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q


p

1
p

¬ αC 1
n

max
b′(n)¬m¬λb′(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

,

gdzie dla n ∈ N b′(n) = b(n+ l0r1) i l0 ∈ {0, ..., α− 1} jest takie, »e

max
b(n+l0r1)¬m¬λb(n+l0r1)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

= max
l∈{0,1,...,α−1}

max
b(n+lr1)¬m¬λb(n+lr1)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

.

Zatem {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 6δ(q), r2), co ko«czy dowód cz¦±ci (ii).
(iii) Zaªó»my, »e

ck =
2 + αk
k2

, gdzie αk =
{
−1, gdy r1|k,
1, gdy r1 ∤ k.

(1.6)

Poka»emy, »e {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r2) oraz {ck}∞k=1 /∈ GM(p, 5δ(q), r1). Niech

An := {k : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz r2|k},
Bn := {k : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz r2 ∤ k}. (1.7)
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Wykorzystuj¡c Lemat 1 oraz Lemat 2 dla q  1 otrzymujemy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r2|p
) 1
p

=

 ∑
k∈An
+
∑
k∈Bn

 |ck − ck+r2|p
 1p

=

 ∑
k∈An

∣∣∣∣∣ 1k2 − 1
(k + r2)2

∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Bn

∣∣∣∣∣ 3k2 − 3
(k + r2)2

∣∣∣∣∣
p
 1p

¬
(
3p
2n−1∑
k=n

∣∣∣∣∣(k + r2)2 − k2(k + r2)2k2

∣∣∣∣∣
p) 1p
= 3

(2n−1∑
k=n

∣∣∣∣∣(2r2k) + r22(k + r2)2k2

∣∣∣∣∣
p) 1p

¬ 6r2
(2n−1∑
k=n

( 1
k3

)p) 1p
¬ 6r2

2n−1∑
k=n

1
k3
¬ 6r2
n

2n∑
k=n

ck. (1.8)

Stosuj¡c (1.8) oraz wykonuj¡c elementarne szacowania otrzymujemy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r2|p
) 1
p

¬ 6r2
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

,

co oznacza, »e {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r2).
Poka»emy teraz, »e {ck}∞k=1 /∈ GM(p, 5δ(q), r1). Wykorzystuj¡c (1.7) mamy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r1|p
) 1
p



 ∑
k∈An
|ck − ck+r1|p

 1p 
 ∑
k∈An
| 1
k3
− 3
(k + r1)2

|p
 1p

=

 ∑
k∈An
|(k + r1)

2 − 3k2

(k + r1)2k2
|p
 1p =

 ∑
k∈An

∣∣∣∣∣−2k2 + 2kr1 + r21(k + r1)2k2

∣∣∣∣∣
p
 1p .

Je±li n  5r1, to 2n2 − 2nr1 − r21  (n+ r1)2. W zwi¡zku z tym dla n  5r1 otrzymujemy

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r1|p
) 1
p



 ∑
k∈An

(
2k2 − 2kr1 − r21
(k + r1)2k2

)p 1p  1
(2n)2

(
n

2r1

) 1
p

=
1

22+
1
p r
1
p

1

n−2+
1
p . (1.9)

Z drugiej strony mamy

1
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

¬ 1
n
31+

1
q sup
mb(n)

1
m
≪ 1
n2
.

Zatem nierówno±¢ (2n−1∑
k=n

|ck − ck+r1|p
) 1
p

¬ C
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

nie mo»e by¢ speªniona, je±li n→∞. To ko«czy dowód cz¦±ci (iii).
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(iv) Wykorzystuj¡c (1.8) otrzymujemy(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r2|p
) 1
p

¬ 6r2
n

max
b(n)¬m¬λb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

,

co oznacza, »e {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 6δ(q), r2). Ponadto, wykorzystuj¡c (1.9) oraz oszacowanie

1
n
max

b(n)¬m¬λb(n)
m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

¬ 1
n
31+

1
q max
b(n)¬m¬λb(n)

1
m
≪ 1
n2

mo»emy stwierdzi¢, »e nierówno±¢(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r1|p
) 1
p

¬ C
n
max

b(n)¬m¬λb(n)
m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q
) 1
q

nie mo»e by¢ speªniona, je±li n→∞.
Ko«czy to dowód cz¦±ci (iv) jak i caªego twierdzenia.

Zale»no±¢ mi¦dzy klasami, które zostaªy udowodnione w powy»szym twierdzeniu ilustruje
poni»szy graf:

Rysunek 1.4: Zale»no±ci mi¦dzy klasami GM(p, δ, r1) i GM(p, δ, r2), gdzie p > 0, r1|r2, r1 < r2 i δ = 5δ lub
δ = 6δ.

Twierdzenie 3. [17] Niech p > 0, q  1 oraz r1, r2 ∈ N. Je±li r1 ∤ r2, r2 ∤ r1 i n
b(n) = O(1),

wtedy klasy

GM(p, 5δ(q), r1) i GM(p, 5δ(q), r2)

oraz

GM(p, 6δ(q), r1) i GM(p, 6δ(q), r2)

nie s¡ porównywalne.
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Dowód. Poka»emy, »e klas GM(p, 5δ(q), r1) i GM(p, 5δ(q), r2) nie s¡ porównywalne. Niech

ak =
2 + αk
k2
, gdzie αk =

{
−1, gdy r1|k,
1, gdy r1 ∤ k

oraz

bk =
2 + γk
k2
, gdzie γk =

{
−1, gdy r2|k,
1, gdy r2 ∤ k.

W dowodzie Twierdzenia 2 pokazali±my, i»

{ak}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r1) oraz {ak}∞k=1 /∈ GM(p, 5δ(q), r2),

a tak»e, »e

{bk}∞k=1 /∈ GM(p, 5δ(q), r1) oraz {bk}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r2).

To ko«czy dowód dla klasGM(p, 5δ(q), r1) i GM(p, 5δ(q), r2) . Dowód dla klasGM(p, 6δ(q), r1)
i GM(p, 6δ(q), r2) mo»na przeprowadzi¢ analogicznie.

Twierdzenie 4. [17] Niech p > 0, r ∈ N oraz 0 < q1 ¬ q2. Wtedy

GM(p, 5δ(q1), r) ⊆ GM(p, 5δ(q2), r)

oraz
GM(p, 6δ(q1), r) ⊆ GM(p, 6δ(q2), r).

Dowód. Poka»emy, »e GM(p, 5δ(q1), r) ⊆ GM(p, 5δ(q2), r).
Niech {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q1), r). Wykorzystuj¡c de�nicj¦ klasy oraz Lemat 2 otrzymujemy(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p
) 1
p

¬ 1
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q1
) 1
q1

¬ 1
n
sup
mb(n)

m

(
1
m

2m∑
k=m

|ck|q2
) 1
q2

.

Zatem {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q2), r), czyli GM(p, 5δ(q1), r) ⊆ GM(p, 5δ(q2), r). Dowód dla klas
GM(p, 6δ(q1), r) i GM(p, 6δ(q2), r) mo»na przeprowadzi¢ analogicznie.

1.2 Podwójne ci¡gi o ograniczonych wariacjach

W tym podrozdziale wprowadzone zostan¡ klasy podwójnych ci¡gów o ograniczonych wa-
riacjach, których zastosowanie w istotny sposób rozszerzyªy klasyczne wyniki dotycz¡ce jed-
nostajnej zbie»no±ci podwójnych szeregów trygonometrycznych. Zaczniemy ten podrozdziaª
od wprowadzenia podstawowych oznacze«. Niech dla dowolnej liczby r ∈ N:

∆r0cj,k := cj,k − cj+r,k,
∆0rcj,k := cj,k − cj,k+r,
∆rrcj,k := ∆r0 (∆0rcj,k) = cj,k − cj+r,k − cj,k+r + cj+r,k+r.

Podwójny ci¡g {cj,k}∞j,k=1 ⊂ R0+ nazywamy nierosn¡cym, je±li dla j, k = 1, 2, ...:

∆10cj,k  0, ∆10cj,k  0, ∆10cj,k  0.

Klas¦ wszystkich podwójnych ci¡gów nierosn¡cych oznacza¢ b¦dziemyMDS (ang. Monotone
Double Sequences).
Ponadto, b¦dziemy zapisywa¢ I1(m,n) ≪ I2(m,n), gdzie m,n ∈ N, je»eli istnieje dodatnia
staªa C, niezale»na od m oraz n, taka, »e I1(m,n) ¬ CI2(m,n).
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Rozdziaª 1. Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

1.2.1 Wprowadzenie

Zaczniemy ten podrozdziaª od sformuªowania de�nicji nowej klasy podwójnych ci¡gów o
ograniczonych wariacjach, która zostaªa wprowadzona we wspólnej pracy z B. Szalem ([14]).

De�nicja 3. [14] Mówimy, »e podwójny ci¡g liczb zespolonych c := {cj,k}∞j,k=1 nale»y do
klasy DGM(p, α, β, γ, r), je±li istnieje dodatnia staªa C oraz liczba caªkowita λ  1, zale»ne
tylko od {cj,k}∞j,k=1, dla których zachodz¡ nast¦puj¡ce nierówno±ci:

2m−1∑
j=m

|∆r0cjn|p
 1p ¬ Cαm m  λ, n  1,

(2n−1∑
k=n

|∆0rcm,k|p
) 1
p

¬ Cβn n  λ,m  1,

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆rrcj,k|p
 1p ¬ Cγmn m,n  λ,

gdzie α := {αj,k}∞j,k=1, β := {βj,k}
∞
j,k=1, γ := {γj,k}

∞
j,k=1 s¡ podwójnymi ci¡gami o wyrazach

nieujemnych, r ∈ N oraz p > 0.

Warto zauwa»y¢, »e dla przypadku p = 1 klasa DGM(1, α, β, γ, r) zostaªa zde�niowana przez
B. Szala oraz K. Duzinkiewicza w pracy [3]. Natomiast klasa DGM(1, α, β, γ, 1) zostaªa
wprowadzona przez Leindlera w pracy [28].

W dalszej cz¦±ci pracy, dla dowolnego ci¡gu liczb zespolonych {cj,k}∞j,k=1 takiego, »e
cj,k → 0, gdy j + k →∞, b¦dziemy rozpatrywa¢ nast¦puj¡ce trójki ci¡gów (α, β, γ):

1) 1αm,n = 1α = 1
m

[λm]∑
j=[m/λ]

|cj,n| dla m  λ, n  1,

1βm,n = 1β = 1n
[λn]∑
k=[n/λ]

|cm,k| dla n  λ,m  1,,

1γm,n = 1γ = 1
mn

[λm]∑
j=[m/λ]

[λn]∑
k=[n/λ]

|cj,k| dla m,n  λ,

2) 2αm,n = 2α = 1
m

(
max

b1(m)¬M¬λb1(m)

2M∑
j=M
|cj,n|

)
dla m  λ, n  1,

2βm,n = 2β =
1
n

(
max

b2(n)¬M¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cm,k|
)

dla n  λ,m  1, (1.10)

2γm,n = 2γ = 1
mn

(
sup

M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N
|cj,k|

)
dla m,n  λ,

3) 3αm,n = 3α = 1
m

(
sup
Mb(m)

2M∑
j=M
|cj,n|

)
dla m  λ, n  1,

3βm,n = 3β =
1
n

(
sup
Nb(n)

2N∑
k=N

|cm,k|
)

dla n  λ,m  1, (1.11)
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3γm,n = 3γ = 1
mn

(
sup

M+Nb(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N
|cj,k|

)
dla m,n  λ,

gdzie liczba naturalna λ  2, ci¡gi {b1(l)}∞l=1, {b2(l)}∞l=1, {b3(l)}∞l=1 ⊂ R+0 d¡»¡ do niesko«-
czono±ci (niekoniecznie monotonicznie) oraz ci¡g {b(l)}∞l=1 ⊂ R+0 d¡»y monotonicznie do
niesko«czono±ci.

Warto zauwa»y¢, »e klasa DGM(1, 1α, 1β, 1γ, 1) zostaªa zde�niowana w pracy [11], w któ-
rej oznaczona byªa jakoMVBVDS. Ponadto klasyDGM(1, 2α, 2β, 2γ, 1) iDGM(1, 3α, 3β, 3γ, 1)
zostaªy wprowadzone w artykule [12] i byªy oznaczone odpowiednio przez SBV DS1 i SBV DS2.
Dodatkowo nale»y zaznaczy¢, »e klasy DGM(1, 1α, 1β, 1γ, 2), DGM(1, 2α, 2β, 2γ, 2) oraz
DGM(1, 3α, 3β, 3γ, 2) rozwa»ane byªy w pracy [3].

1.2.2 Zale»no±ci mi¦dzy klasami

W tej cz¦±ci rozprawy poka»emy, »e klasa DGM(p, α, β, γ, r) jest w istotny sposób szersza od
klas podwójnych ci¡gów o ograniczonych wariacjach, które byªy dotychczas rozpatrywane w
literaturze. Podrozdziaª ten zaczniemy od przedstawienia inkluzji, które byªy udowodnione
w pracach [12] i [11]:

MDS ⫋ DGM(1, 1α, 1β, 1γ, 1) ⫋ DGM(1, 2α, 2β, 2γ, 1) ⫋ DGM(1, 3α, 3β, 3γ, 1)
⫋ DGM(1, 3α, 3β, 3γ, 2).

Powy»sze zale»no±ci mo»na zobrazowa¢ na poni»szym gra�e:

Rysunek 1.5: Zale»no±ci mi¦dzy klasami MDS,DGM(1, 1α, 1β, 1γ, 1), DGM(1, 2α, 2β, 2γ, 1),
DGM(1, 3α, 3β, 3γ, 1), DGM(1, 3α, 3β, 3γ, 2).

Ponadto, korzystaj¡c z (1.10) i (1.11) otrzymujemy nast¦puj¡c¡ zale»no±¢:

DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r) ⫋ DGM(p, 3α, 3β, 3γ, r)

dla p > 0 i r ∈ N.
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Poni»sze twierdzenia zostaªy wykazane we wspólnej pracy z B. Szalem ([14]).

Twierdzenie 5. [14] Niech r ∈ N oraz niech 0 < p1 ¬ p2. Wtedy

(i) DGM(p1, 2α, 2β, 2γ, r) ⊆ DGM(p2, 2α, 2β, 2γ, r),

(ii) Istnieje ci¡g {cm,n}∞m,n=1, który nale»y do klasy DGM(p2, 2α, 2β, 2γ, r) oraz nie nale»y
do klasy DGM(p1, 2α, 2β, 2γ, r), gdzie n

bi(n)
= O(1) dla i ∈ {1, 2, 3} oraz 1 ¬ p1 < p2.

Dowód. (i) Niech {cm,n}∞m,n=1 ∈ DGM(p1, 2α, 2β, 2γ, r). Wykorzystuj¡c Lemat 1 otrzymuje-
my 2m−1∑

j=m

|cj,k − cj+r,k|p2
 1
p2

¬

2m−1∑
j=m

|cj,k − cj+r,k|p1
 1
p1

¬ C
m

max
b1(m)¬M¬λb1(m)

2M∑
j=M

cj,k,

(2n−1∑
k=n

|cj,k − cj,k+r|p2
) 1
p2

¬
(2n−1∑
k=n

|cj,k − cj,k+r|p1
) 1
p1

¬ C
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

cj,k,

oraz2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆rrcj,k|p2
 1
p2

¬

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆rrcj,k|p1
 1
p1

¬ C
mn

sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k,

co oznacza, »e {cm,n}∞m,n=1 ∈ DGM(p2, 2α, 2β, 2γ, r).
(ii) Niech

cm,n = aman, gdzie an =


1
n2
, gdy 2r ∤ n,
1

(n−r)2 +
1

n2n
1
p2
, gdy 2r|n (1.12)

oraz p1 < p2.
Na pocz¡tek poka»emy, »e {cm,n}∞m,n=1 ∈ DGM(p2, 2α, 2β, 2γ, r). Niech dla n ∈ N

An = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz 2r|k}, ,
Bn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1, 2r ∤ k oraz 2r ∤ k + r},
Cn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz 2r|k + r},

oraz n  8r. Dalej dla j ∈ N otrzymujemy

(2n−1∑
k=n

|cj,k − cj,k+r |p2
) 1
p2

=

 ∑
k∈An
|cj,k − cj,k+r|p2 +

∑
k∈Bn
|cj,k − cj,k+r|p2 +

∑
k∈Cn
|cj,k − cj,k+r|p2

 1
p2

=

 ∑
k∈An

∣∣∣∣∣
(
1

(k − r)2
+
1

k2k
1
p2

− 1
(k + r)2

)
aj

∣∣∣∣∣
p2

+
∑
k∈Bn

∣∣∣∣∣
(
1
k2
− 1
(k + r)2

)
aj

∣∣∣∣∣
p2

+
∑
k∈Cn

∣∣∣∣∣∣
 1
k2
− 1
k2
− 1

(k + r)2(k + r)
1
p2

 aj
∣∣∣∣∣∣
p2

1
p2

=

 ∑
k∈An

((
4rk

(k − r)2(k + r)2
+
1

k2k
1
p2

)
aj

)p2
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+
∑
k∈Bn

(
(k + r)2 − k2

k2(k + r)2
aj

)p2
+
∑
k∈Cn

 1

(k + r)2+
1
p2

aj

p2
1
p2

¬

 ∑
k∈An

((
4kr
1
4k
2k2
+
1

k
2+ 1
p2

)
aj

)p2
+
∑
k∈Bn

(
2kr + r2

k2(k + r)2
aj

)p2
+
∑
k∈Cn

 1

(k + r)2+
1
p2

aj

p2
1
p2

¬

 ∑
k∈An

((
16r
k2k
+
1

k
2+ 1
p2

)
aj

)p2
+
∑
k∈Bn

(
2r

k2(k + r)
aj

)p2
+
∑
k∈Cn

 1

(k + r)2+
1
p2

aj

p2
1
p2

¬

 ∑
k∈An

((
16r

k
2+ 1
p2

+
1

k
2+ 1
p2

)
aj

)p2
+
∑
k∈Bn

(
2r

k
2+ 1
p2

aj

)p2
+
∑
k∈Cn

(
1

k
2+ 1
p2

aj

)p2 1
p2

¬ (16r + 1)

 ∑
k∈An

(
1

k
2+ 1
p2

aj

)p2
+
∑
k∈Bn

(
1

k
2+ 1
p2

aj

)p2
+
∑
k∈Cn

(
1

k
2+ 1
p2

aj

)p2 1
p2

¬ (16r + 1)
(2n−1∑
k=n

(
1

k
2+ 1
p2

aj

)p2) 1
p2

¬ (16r + 1) 1
n
2+ 1
p2

n
1
p2 aj ¬

17r
n2
aj.

Niech teraz dla n ∈ N

Dn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1, 2r|k},
En = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1, 2r ∤ k}.

Wtedy dla dowolnego m ∈ N(2n−1∑
k=n

|cm,k − cm,k+r |p2
) 1
p2

¬ 417r
n

2n−1∑
k=n

1
k2
am ¬

68r
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

1
k2
am

¬ 68r
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

 ∑
k∈Dn

(
1

(k − r)2
+
1

k
2+ 1
p2

)
am +

∑
k∈En

1
k2
am


¬ 68r
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cm,k|.

W analogiczny sposób otrzymujemy, »e dla dowolnego n ∈ N mamy2m−1∑
j=m

|cj,n − cj+r,n|p2
 1
p2

¬ 68r
m

max
b1(m)¬M¬λb1(m)

2M∑
j=M

|cj,n|.

Ponadto2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆rrcj,k |p2
) 1
p2

=

 ∑
j∈Am

∑
k∈An
|∆rrcj,k|p2 +

∑
j∈Bm

∑
k∈An
|∆rrcj,k|p2 +

∑
j∈Cm

∑
k∈An
|∆rrcj,k|p2

+
∑
j∈Am

∑
k∈Bn
|∆rrcj,k|p2 +

∑
j∈Bm

∑
k∈Bn
|∆rrcj,k|p2 +

∑
j∈Cm

∑
k∈Bn
|∆rrcj,k|p2

+
∑
j∈Am

∑
k∈Cn
|∆rrcj,k|p2 +

∑
j∈Bm

∑
k∈Cn
|∆rrcj,k|p2 +

∑
j∈Cm

∑
k∈Cn
|∆rrcj,k|p2

 1
p2
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¬

 ∑
j∈Am

∑
k∈An
|∆rrcj,k|p2

 1
p2

+

 ∑
j∈Bm

∑
k∈An
|∆rrcj,k|p2

 1
p2

+

 ∑
j∈Cm

∑
k∈An
|∆rrcj,k|p2

 1
p2

+

 ∑
j∈Am

∑
k∈Bn
|∆rrcj,k|p2

 1
p2

+

 ∑
j∈Bm

∑
k∈Bn
|∆rrcj,k|p2

 1
p2

+

 ∑
j∈Cm

∑
k∈Bn
|∆rrcj,k|p2

 1
p2

+

 ∑
j∈Am

∑
k∈Cn
|∆rrcj,k|p2

 1
p2

+

 ∑
j∈Bm

∑
k∈Cn
|∆rrcj,k|p2

 1
p2

+

 ∑
j∈Cm

∑
k∈Cn
|∆rrcj,k|p2

 1
p2

= S1 + S2 + S3 + S4 + S5 + S6 + S7 + S8 + S9.

Wykonuj¡c elementarne przeksztaªcenia otrzymujemy

S1 =

 ∑
j∈Am

∑
k∈An
|cj,k − cj+r,k − cj,k+r + cj+r,k+r|p2

 1
p2

=

 ∑
j∈Am

∑
k∈An

∣∣∣∣∣
(
1

(k − r)2
+
1

k2k
1
p2

)  1
(j − r)2

+
1

j2j
1
p2



−
(
1

(k − r)2
+
1

k2k
1
p2

)
1

(j + r)2
− 1
(k + r)2

 1
(j − r)2

+
1

j2j
1
p2

+ 1
(j + r)2 (k + r)2

∣∣∣∣∣∣
p2

1
p2

=

 ∑
j∈Am

∑
k∈An

( 1
(k − r)2

+
1

k2k
1
p2

− 1
(k + r)2

) 1
(j − r)2

+
1

j2j
1
p2

− 1
(j + r)2

p2
1
p2

¬

 ∑
j∈Am

∑
k∈An

(
16r
k2k
+
1

k2k
1
p2

)p2  16r
kj2j
+
1

j2j
1
p2

p2
1
p2

¬ (16r + 1)2
2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

 1

k
2+ 1
p2

1

j
2+ 1
p2

p2
1
p2

¬ (16r + 1)2 1
n
2+ 1
p2

n
1
p2
1

m
2+ 1
p2

m
1
p2 ¬ (17r)

2

n2m2
.

W podobny sposób uzyskujemy, »e

Sq ¬
(17r)2

n2m2

dla q = 2, 3, 4, ..., 9. Wykonuj¡c elementarne szacowania otrzymujemy2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆rrcj,k |p2
) 1
p2

¬ 144(17r)
2

nm

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

1
k2
1
j2
¬ 41616r

2

nm
sup

M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

1
k2
1
j2

¬ 41616r
2

nm
sup

M+Nb3(m+n)

 ∑
j∈Dm

∑
k∈Dn

(
1

(k − r)2
+
1

k
2+ 1
p2

) 1
(j − r)2

+
1

j
2+ 1
p2


+

∑
j∈Dm

∑
k∈En

1
k2

 1
(j − r)2

+
1

j
2+ 1
p2

+ ∑
j∈Em

∑
k∈Dn

1
j2

(
1

(k − r)2
+
1

k
2+ 1
p2

)
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+
∑
j∈Em

∑
k∈En

1
j2k2

 ¬ 41616r2
nm

sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

|cj,k|.

Zatem {cm,n}∞m,n=1 ∈ DGM(p2, 2α, 2β, 2γ, r).
Poka»emy teraz, »e {cm,n}∞m,n=1 /∈ DGM(p1, 2α, 2β, 2γ, r), gdzie

n
b2(n)
= O(1). Wykorzystuj¡c

(1.2) otrzymujemy, »e dla dowolnego n  8r oraz j ∈ N

(2n−1∑
k=n

|cj,k − cj,k+r |p1
) 1
p1



 ∑
k∈Cn

1

(k + r)2p1+
p1
p2

aj

 1
p1

 aj

(2n+ r)2+
1
p2

 ∑
k∈Cn
1

 1
p1

 aj

(4r)2+
1
p2

(
n

4r

) 1
p1 1

n
2+ 1
p2

=
aj

(4r)2+
1
p2
+ 1
p1

n
1
p1

n
2+ 1
p2

.

Z drugiej strony, wykorzystuj¡c n
b2(n)
= O(1), otrzymujemy, »e dla dowolnego j ∈ N

1
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cj,k| =
1
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

 ∑
k∈Dm

(
1

(k − r)2
+
1

k
2+ 1
p2

)
aj +

∑
k∈Em

1
k2
aj


¬ 1
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

 ∑
k∈Dm

(
1
(12k)

2
+
1
k2

)
aj +

∑
k∈Em

1
k2
aj


=
1
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

 ∑
k∈Dm

5
k2
aj +

∑
k∈Em

1
k2
aj

 ¬ 5
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

1
k2
aj

¬ 5
n
aj max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2
N
≪ 1
n2
aj.

Zatem nierówno±¢ (2n−1∑
k=n

|cj,k − cj,k+r|p1
) 1
p1

¬ C
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cj,k|

nie mo»e by¢ speªniona, je±li n→∞.
To ko«czy dowód cz¦±ci (ii) oraz caªego twierdzenia.
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Rozdziaª 1. Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

Wykorzystuj¡c powy»sze twierdzenie mo»emy stwierdzi¢, »e klasa DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r) jest
istotnie szersza ni» klasa DGM(1, 2α, 2β, 2γ, r) wprowadzona przez B. Szala oraz K. Duzin-
kiewicza w pracy [3], co mo»na zobrazowa¢ na poni»szym rysunku:

Rysunek 1.6: Zale»no±ci mi¦dzy klasami DGM(p1, 2α, 2β, 2γ, r), DGM(p2, 2α, 2β, 2γ, r), gdzie 1 ¬ p1 < p2
oraz r ∈ N.

Twierdzenie 6. [14] Niech p  1, r1, r2 ∈ N, oraz niech r1 ¬ r2.

(i) Je±li r1|r2, to DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r1) ⊆ DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r2),

(ii) Istnieje ci¡g {cm,n}∞m,n=1, który nale»y do klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r2) oraz nie nale»y
do klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r1), gdzie n

bi(n)
= O(1) dla i ∈ {1, 2, 3} oraz r1 < r2.

Dowód. Niech {cj,k}∞j,k=1 ∈ DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r1). Je±li r1 | r2, to r2 = αr1, gdzie α ∈ N.
Zaªó»my, »e dla dowolnego m ∈ N, b′1(m) = b1(m+ l0r1), gdzie l0 ∈ {0, 1, ..., α−1} jest takie,
»e dla n ∈ N

max
b1(m+l0r1)¬M¬λb1(m+l0r1)

2M∑
j=M

|cj,n| = max
l∈{0,1,...,α−1}

max
b1(m+lr1)¬M¬λb1(m+lr1)

2M∑
j=M

|cj,n| .

Wykorzystuj¡c nierówno±¢ Höldera z p > 1 otrzymujemy, »e dla dowolnego n ∈ N
2m−1∑
j=m

|∆r20cj,n|
p

) 1
p

=

2m−1∑
j=m

∣∣∣∣∣
α−1∑
l=0

(
cj+lr1,n − cj+(l+1)r1,n

)∣∣∣∣∣
p
 1p

= α1−
1
p

α−1∑
l=0

2m+r1−1∑
j=m+lr1

|cj,n − cj+r1,n|
p

 1p

¬ α1−
1
p

α−1∑
l=0

 C

m+ lr1
max

b1(m+lr1)¬M¬λb1(m+lr1)

2M∑
j=M

|cj,n|

p
1
p

¬ αC
m

max
b′1(m)¬M¬λb′1(m)

2M∑
j=M

|cj,n| .
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Rozdziaª 1. Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

Analogicznie dla dowolnego m ∈ N dostajemy nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

(2n−1∑
k=n

|∆0r2cm,k|
p

) 1
p

¬ αC
n

max
b′2(n)¬N¬λb′2(n)

2N∑
k=N

|cm,k| ,

gdzie ci¡g b′2 jest zde�niowany analogicznie jak ci¡g b′1. Ponadto wykorzystuj¡c nierówno±¢
Höldera dla p > 1 otrzymujemy2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆r2r2cj,k|
p

) 1
p

=

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

∣∣∣∣∣
α−1∑
l=0

(
cj+lr1,k+lr1 − cj+(l+1)r1,k − cj+lr1,k+(l+1)r1

+cj+(l+1)r1,k+(l+1)r1
)∣∣∣p) 1p

¬ α1−
1
p

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

(
α−1∑
l=0

∣∣∣cj+lr1,k+lr1 − cj+(l+1)r1,k − cj+lr1,k+(l+1)r1
+cj+(l+1)r1,k+(l+1)r1

∣∣∣p)) 1p = α1− 1p
α−1∑
l=0

2m+lr1−1∑
j=m+lr1

2n+lr1−1∑
k=n+lr1

|∆r1r1cj,k|
p

 1p

¬ α1−
1
p

α−1∑
l=0

 C

(n+ lr1)(m+ lr1)
sup

M+Nb3(m+n+2lr1)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

|cj,k|

p
1
p

¬ α C
nm

sup
M+Nb′3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

|cj,k| ,

gdzie dla dowolnego k ∈ N, b′3(k) = b3(k + 2l0r1).
Zatem, {cj,k}∞j,k=1 ∈ DGM(p, 1α, 1β, 2γ, r2).
(ii) Niech

cj,k = ajak =
2 + αn
j2
2 + αn
k2

, gdzie αn =
{
1, gdy r2 ∤ n,
−1, gdy r2|n.

dla j, k ∈ N (1.13)

Poka»emy, »e {cj,k}∞j,k=1 ∈ DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r2) oraz {cj,k}
∞
j,k=1 /∈ DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r1).

Niech dla dowolnego n ∈ N

An = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz r2|k},
Bn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz r2 ∤ k}.

Wykorzystuj¡c Lemat 1 otrzymujemy, »e, dla dowolnego k ∈ N
2m−1∑
j=m

|cj,k − cj+r2,k|
p

) 1
p

=

 ∑
j∈Am

∣∣∣∣∣
(
1
j2
− 1
(j + r2)2

)
ak

∣∣∣∣∣
p

+
∑
j∈Bm

∣∣∣∣∣
(
3
j2
− 3
(j + r2)2

)
ak

∣∣∣∣∣
p
 1p

=

3p 2m−1∑
j=m

∣∣∣∣∣ 2r2j + r22(j + r2)2j2
ak

∣∣∣∣∣
p
 1p ¬ 3

2m−1∑
j=m

(
2r2(j + r2)
(j + r2)2j2

ak

)p 1p ¬ 6r2
2m−1∑
j=m

(
1
j3
ak

)p 1p

¬ 6r2
2m−1∑
j=m

1
j3
ak ¬

6r2
m

2m−1∑
j=m

|cj,k| ¬
6r2
m

max
b1(m)¬M¬λb1(m)

2M∑
j=M

|cj,k| .
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Rozdziaª 1. Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

Analogicznie otrzymujemy, »e dla dowolnego j ∈ N zachodzi nierówno±¢

(2n−1∑
k=n

|cj,k − cj,k+r2|
p

) 1
p

¬ 6r2
n

max
b(2n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cj,k| .

Dalej, wykorzystuj¡c Lemat 1 otrzymujemy2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆r2r2cj,k|
p

) 1
p

=

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|cj,k − cj+r2,k − cj,k+r2 + cj+r2,k+r2|
p

 1p

=

 ∑
j∈Am

∑
k∈An

∣∣∣∣∣ 1j2k2 − 1
(j + r2)2k2

− 1
j2(k + r2)2

+
1

(j + r2)2(k + r2)2

∣∣∣∣∣
p

+
∑
j∈Am

∑
k∈Bn

∣∣∣∣∣ 3j2k2 − 3
(j + r2)2k2

− 3
j2(k + r2)2

+
3

(j + r2)2(k + r2)2

∣∣∣∣∣
p

+
∑
j∈Bm

∑
k∈An

∣∣∣∣∣ 3j2k2 − 3
(j + r2)2k2

− 3
j2(k + r2)2

+
3

(j + r2)2(k + r2)2

∣∣∣∣∣
p

+
∑
j∈Bm

∑
k∈Bn

∣∣∣∣∣ 9j2k2 − 9
(j + r2)2k2

− 9
j2(k + r2)2

+
9

(j + r2)2(k + r2)2

∣∣∣∣∣
p
 1p

¬ 9

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

∣∣∣∣∣(j + r2)2(k + r2)2 − j2(k + r2)2 − k2(j + r2)2 + j2k2j2k2(j + r2)2(k + r2)2

∣∣∣∣∣
p
 1p

= 9

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

∣∣∣∣∣r22 (4jk + 2jr + 2kr2 + r2)j2k2(j + r2)2(k + r2)2

∣∣∣∣∣
p
 1p

¬ 9

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

(
4r22(k + r2)(j + r2)
j2k2(j + r2)2(k + r2)2

)p 1p ¬ 36r22
2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

(
1
j3k3

)p 1p

¬ 36r
2
2

mn

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

cj,k ¬
36r22
mn

sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

|cj,k| ,

co oznacza, »e {cj,k}∞j,k=1 ∈ DGM(p, 2α, 2β, 2γ, , r2).
Poka»emy teraz, »e {cj,k}∞j,k=1 /∈ DGM(p, 2α, 2β, 2γ, , r1), gdzie

n
b2(n)
= O(1). Dla dowolnego

m ∈ N mamy

(2n−1∑
k=n

|cm,k − cm,k+r1|
p

) 1
p



 ∑
k∈An
|cm,k − cm,k+r1|

p

 1p 
 ∑
k∈An

∣∣∣∣∣
(
1
k3
− 3
(k + r1)2

)
am

∣∣∣∣∣
p
 1p

=

 ∑
k∈An

∣∣∣∣∣(k + r1)2 − 3k2(k + r1)2k2
am

∣∣∣∣∣
p
 1p =

 ∑
k∈An

∣∣∣∣∣−2k2 + 2kr1 + r21(k + r1)2k2
am

∣∣∣∣∣
p
 1p .

Je±li n  5r1, to 2n2 − 2nr1 − r21  (n+ r1)2. Zatem, dla n  5r1 oraz m ∈ N otrzymujemy

(2n−1∑
k=n

|cm,k − cm,k+r1|p
) 1
p



 ∑
k∈An

( 1
k2
am

)p 1p  1
(2n)2

(
n

2r2

) 1
p

am =
1

22+
1
p r
1
p

2

n−2+
1
pam.
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Rozdziaª 1. Klasy ci¡gów o ograniczonych wariacjach

Z drugiej strony, wykorzystuj¡c n
b2(n)
= O(1), otrzymujemy, »e dla dowolnego m ∈ N

1
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cm,k| ¬
am
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

1
k2
≪ 1
n2
am.

Zatem, nierówno±¢

(2n−1∑
k=n

|cm,k − cm,k+r1|p
) 1
p

¬ C
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cm,k|

nie mo»e by¢ speªniona je±li n→∞.
Ko«czy to dowód cz¦±ci (ii) oraz caªego twierdzenia.

Zale»no±ci z powy»szego twierdzenia mo»na zobrazowa¢ na poni»szym gra�e:

Rysunek 1.7: Zale»no±ci mi¦dzy klasami DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r1), DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r2), gdzie p  1,
r1, r2 ∈ N, r1 < r2 i r1|r2.
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Rozdziaª 2

Zbie»no±¢ jednostajna pojedynczych sze-

regów trygonometrycznych

W rozdziale tym przedstawione zostan¡ wyniki pochodz¡ce ze wspólnych prac z
B. Szalem ([16], [17]) dotycz¡ce jednostajnej zbie»no±ci pojedynczych szeregów trygonome-
trycznych.
Zaczniemy od sformuªowania wyników pomocniczych.

2.1 Twierdzenia pomocnicze

Dla dowolnego r ∈ N oraz k = 0, 1, 2... oznaczmy przez

Dk,r(x) =
sin

(
k + r2

)
x

2 sin rx2
, D̃k,r(x) =

cos
(
k + r2

)
x

2 sin rx2

j¡dro oraz sprz¦»one j¡dro typu Dirichleta.

Przedstawiony zostanie teraz lemat, wykazany przez B. Szala w pracach: [37], [41], który
odgrywa kluczow¡ rol¦ w dowodach twierdze« zawartych w tej rozprawie formuªuj¡cych
warunki dostateczne jednostajnej zbie»no±ci szeregów trygonometrycznych.

Lemat 3. ([37], [41]) Niech r,m, n ∈ N, l ∈ Z oraz {ck}∞k=1 ⊂ C. Je»eli x ̸= 2lπ
r
, wtedy dla

m  n
m∑
k=n

ck sin(kx) = −
m∑
k=n

∆rckD̃k,r(x) +
m+r∑
k=m+1

ckD̃k,−r(x)−
n+r−1∑
k=n

ckD̃k,−r(x) (2.1)

oraz
m∑
k=n

ck cos(kx) =
m∑
k=n

∆rckDk,r(x)−
m+r∑
k=m+1

ckDk,−r(x) +
n+r−1∑
k=n

ckDk,−r(x) (2.2)

Kolejne lematy tego podrozdziaªu pochodz¡ z prac [16] i [17].

Lemat 4. [17] Niech r,m, n ∈ N, l ∈ Z i {ck}∞k=1 ⊂ C. Je»eli x ̸= 2lπ
r
, wtedy dla m  n

m∑
k=n

cke
ikx =

−i
2 sin

(
rx
2

)
 m∑
k=n

∆rcke
−i(k+ r2)x −

m+r∑
k=m+1

e−i(k−
r
2)x +

n+r−1∑
k=n

e−i(k−
r
2)x
 .
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Rozdziaª 2. Zbie»no±¢ jednostajna pojedynczych szeregów trygonemetrycznych

Dowód. Wykorzystuj¡c Lemat 3 otrzymujemy

m∑
k=n

cke
ikx =

m∑
k=n

ck cos(kx) + i
m∑
k=n

ck sin(kx) =
(
m∑
k=n

∆rak
sin(k + r2)x− i cos(k +

r
2)x

2 sin( rx2 )

−
m+r∑
k=m+1

ck
sin(k − r2)x− i cos(k −

r
2)x

2 sin( rx2 )
+
n+r+1∑
k=n

ck
sin(k − r2)x− i cos(k −

r
2)x

2 sin( rx2 )


=

−i
2 sin( rx2 )

 m∑
k=n

∆rake
−i(k+ r2)x −

m+r∑
k=m+1

cke
−i(k− r2)x +

n+r+1∑
k=n

cke
−i(k− r2)x

 ,
co ko«czy dowód.

Lemat 5. [16] Niech n,N ∈ N, wtedy dla p  1∫ n+N
n+N

1
p

1
k ln k

dk ¬ ln p.

Dowód. Powy»sza nierówno±¢ jest prawdziwa dla p = 1. Rozwa»my funkcj¦ postaci
f(p) =

(
n+N

1
p

)p
, gdzie p > 0. Ró»niczkuj¡c powy»sz¡ funkcj¦ otrzymujemy

f ′(p) = p
(
n+N

1
p

)p−1 1
p
N
1
p
−1 =

(
n+N

1
p

)p−1
N
1
p
−1  0 dla dowolnego p > 0.

Oznacza to, »e funkcja f jest niemalej¡ca ze wzgl¦du na p.
Zatem

n+N = f(1) ¬ f(p) =
(
n+N

1
p

)p
dla p  1. (2.3)

St¡d
ln (n+N) ¬ ln

(
n+N

1
p

)p
. (2.4)

Korzystaj¡c z (2.4) otrzymujemy

∫ n+N
n+N

1
p

1
k ln k

dk =
∫ ln(n+N)
ln(n+N)

1
p

1
t
dt = ln(ln(n+N))− ln(ln(n+N

1
p )) = ln

 ln(n+N)
ln
(
n+N

1
p

)


= ln

p ln (n+N)
ln
(
n+N

1
p

)p
 ¬ ln p,

co ko«czy dowód.

Lemat 6. [17] Niech {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 6β(q), r) b¦dzie ci¡giem o wyrazach

nieujemnych, p, q  1, r ∈ N oraz b(n)
n
= O(1). Wtedy

n
1
p
+ 1
q
−1cn ≪

2λb(n)∑
k=b(n)

ck +
2n+r−1∑
k=n+r

ck. (2.5)

Dowód. Zaªó»my, »e {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 6β(q), r). Je±li n ¬ r, to nierówno±¢ (2.5) jest praw-
dziwa.
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Niech teraz n > r. Dla n+ r ¬ v ¬ 2n oraz p  1 wykorzystuj¡c Lemat 2 otrzymujemy(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p
) 1
p


(
v−1∑
k=n

|ck − ck+r|p
) 1
p

= (v − n)
1
p

(
1
v − n

v−1∑
k=n

|ck − ck+r|p
) 1
p

 (v − n)
1
p
1
v − n

v−1∑
k=n

|ck − ck+r|  (v − n)
1
p
−1|
v−1∑
k=n

ck −
v+r−1∑
k=n+r

ck|

 (v − n)
1
p
−1
(
n+r−1∑
k=n

ck −
v+r−1∑
k=v

ck

)
.

Zatem wykorzystuj¡c Lemat 1 dla q  1 dostajemy

cn ¬
n+r+1∑
k=n

ck ¬ (v − n)1−
1
p

(2n−1∑
k=n

|ck − ck+r|p
) 1
p

+
v+r−1∑
k=v

ck

¬ C(v − n)
1− 1
p

n
max

b(n)¬m¬λb(n)
m

(
1
m

2m∑
k=m

cqk

) 1
q

+
v+r−1∑
k=v

ck

¬ C(v − n)
1− 1
p

n
max

b(n)¬m¬λb(n)
m1−

1
q

2m∑
k=m

ck +
v+r−1∑
k=v

ck.

St¡d, dla n+ r ¬ v ¬ 2n mamy

v
1
p
+ 1
q
−2cn ¬

Cv
1
p
+ 1
q
−2(v − n)1−

1
p

n
max

b(n)¬m¬λb(n)
m1−

1
q

2m∑
k=m

ck + v
1
p
+ 1
q
−2
v+r−1∑
k=v

ck. (2.6)

Dodaj¡c strony nierówno±ci (2.6) dla v = n+ r, n+ r + 1, ..., 2n otrzymujemy
2n∑
v=n+r

v
1
p
+ 1
q
−2cn ¬ C

2n∑
v=n+r

v
1
p
+ 1
q
−2(v − n)1−

1
p

n
max

b(n)¬m¬λb(n)
m1−

1
q

2m∑
k=m

ck +
2n∑
v=n+r

v
1
p
+ 1
q
−2
v+r−1∑
k=v

ck.

Je±li n > r, to

2n
1
p
+ 1
q
−1 

2n∑
v=n+r

v
1
p
+ 1
q
−2  2

1
p
+ 1
q
−1

r + 1
n
1
p
+ 1
q
−1.

Zatem wykorzystuj¡c zaªo»enie, »e b(n)
n
= O(1), uzyskujemy

2
1
p
+ 1
q
−1

r + 1
n
1
p
+ 1
q
−1cn ≪ n

1
q
−1 max
b(n)¬m¬λb(n)

m1−
1
q

2m∑
k=m

ck + n
1
p
+ 1
q
−2

2n∑
v=n+r
(cv + cv+1 + ...+ cv+r−1)

≪
(
b(n)
n

)1− 1
q

max
b(n)¬m¬λb(n)

2m∑
k=m

ck + n
1
p
+ 1
q
−2r

2n+r−1∑
k=n+r

ck ≪
2λb(n)∑
k=b(n)

ck +
2n+r−1∑
k=n+r

ck,

co ko«czy dowód.

2.2 Zbie»no±¢ jednostajna pojedynczych szeregów sinu-

sów i cosinusów

W dalszej cz¦±ci rozprawy rozwa»a¢ b¦dziemy nast¦puj¡ce szeregi trygonometryczne:
∞∑
k=1

ck sin(kx), (2.7)
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∞∑
k=1

dk cos(kx), (2.8)

∞∑
k=1

wke
ikx. (2.9)

Pierwszy wynik dotycz¡cy jednostajnej zbie»no±ci pojedynczego szeregu sinusów zostaª przed-
stawiony przez T. W. Chaundy'ego i A. E. Jolli�e'a w pracy [1]. Mo»na go sformuªowa¢ w
nast¦puj¡cy sposób:

Twierdzenie 7. [1] Je»eli {ck}∞k=1 ∈ MS, to szereg (2.7) jest jednostajnie zbie»ny wtedy i
tylko wtedy, gdy

kck → 0, gdy k →∞. (2.10)

W nast¦pnych latach Twierdzenie 7 byªo uogólniane dla klas wprowadzonych w Rozdziale 1.
Dla klasy ci¡gów RBV (1, 1δ, 1) wynik ten zostaª wykazany przez L. Leindlera w pracy [27].
S. Tikhonov uogólniª ten rezultat w pracy [45] dla klasy ci¡gów GM (1, 1δ, 1) oraz w pracy
[44] dla klasy ci¡gów GM (1, 3δ, 1). Podobny wynik dla klasy ci¡gów GM (1, 3δ, 1) otrzymali
S. P. Zhou, P. Zhou i D. S. Yu w pracy [53]. W artykule [18] R. Le oraz S. Zhou uogól-
nili Twierdzenie 7 dla klasy ci¡gów GM (1, 2δ, 1). P. Kórus w pracy [10] uogólniª powy»sze
twierdzenie dla klasy ci¡gów GM (1, 4δ, 1) oraz GM (1, 5δ, 1). Ponadto B. Szal w artykule
[37] rozszerzyª wynik otrzymany przez T. W. Chaundy'ego i A. E. Jolli�e'a na klas¦ ci¡gów
GM (1, 3δ, 2), który zostaª nast¦pnie uogólniony w pracy [4] przez K. Duzinkiewicza dla klasy
ci¡gów GM (1, 5δ, 2).

Natomiast, pierwszy wynik dotycz¡cy jednostajnej zbie»no±ci pojedynczego szeregu co-
sinusów zostaª przedstawiony w monogra�i A. Zygmunda ([54]). Mo»na go sformuªowa¢ w
nast¦puj¡cy sposób

Twierdzenie 8. [54] Je»eli {dk}∞k=1 ∈MS, to szereg (2.8) jest jednostajnie zbie»ny wtedy i
tylko wtedy, gdy

∞∑
k=1

dk <∞.

Wynik ten, przez nast¦pne lata, byª uogólniany dla klas ci¡gów wprowadzonych w
Rozdziale 1. Dla klasy ci¡gów RBV (1, 1δ, 1) powy»sze twierdzenie zostaªo wykazane przez
L. Leindlera w pracy [27]. S. Tikhonov rozszerzyª ten rezultat na klas¦ ci¡gów GM (1, 1δ, 1)
i GM (1, 3δ, 1) odpowiednio w pracach [45] i [44]. W artykule [13] P. Kórus uogólniª Twier-
dzenie 8 dla klasy GM (1, 5δ, 1), a K. Duzinkiewicz w pracy [4] dla klasy GM (1, 5δ, 2).

Poni»sze twierdzenia s¡ gªównymi wynikami tego rozdziaªu. Prezentuj¡ one odpowiednio
warunki konieczne i dostateczne zbie»no±ci jednostajnej szeregów (2.7) oraz (2.8), których
wspóªczynniki tworz¡ ci¡gi nale»¡ce odpowiednio do klas GM (p, 6δ, r) oraz GM (p, 5δ, r).
Twierdzenia te zostaªy wykazane w pracach [16] oraz [17].

Twierdzenie 9. [17] Niech {ck}∞k=1, {dk}∞k=1 ∈ GM(p, 6δ(q), r) b¦d¡ ci¡gami o wyrazach

nieujemnych, gdzie r ∈ N, p, q  1 oraz b(n)
n
= O(1). Je±li

(i) szereg (2.7) jest zbie»ny jednostajnie, to n
1
p
+ 1
q
−1cn → 0 gdy n→∞,

(ii) szereg (2.8) jest zbie»ny jednostajnie, to n
1
p
+ 1
q
−1dn → 0 gdy n→∞.
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Dowód. (i) Niech ϵ > 0. Wykorzystuj¡c jednostajn¡ zbie»no±¢ szeregu (2.7) otrzymujemy,
»e istnieje liczba naturalna Nϵ taka, »e∣∣∣∣∣

N∑
k=n

ck sin(kx)

∣∣∣∣∣ < ε,
dla ka»dego N  n  Nϵ i x ∈ R. Niech dla dowolnego n ∈ N

x1(n) =
π

4(n+ r)
,

x2(n) =
π

4λb(n)
.

Szacuj¡c wielko±¢ kx1(n) oraz kx2(n) odpowiednio dla n+r ¬ k ¬ 2n+r−1 i b(n) ¬ k ¬ 2λb(n)
otrzymujemy

π

4
¬ kx1(n) ¬

(2n+ r − 1)π
4(n+ r)

<
π

2
,

π

4λ
¬ kx2(n) ¬

π

2
.

St¡d, otrzymujemy

sin(
π

2
) > sin (kx1(n)) = sin

(
kπ

4(n+ r)

)
 sin(π

4
) dla n+ r ¬ k ¬ 2n+ r − 1,

sin(
π

2
)  sin (kx2(n)) = sin

(
kπ

4λb(n)

)
 sin( π

4λ
) dla b(n) ¬ k ¬ 2λb(n).

Zatem:

ε >
2n+r−1∑
k=n+r

ck sin (kx1(n))  sin
(
π

4

) 2n+r−1∑
k=n+r

ck

oraz

ε >
2λb(n)∑
k=b(n)

ck sin (kx2(n))  sin
(
π

4λ

) 2λb(n)∑
k=b(n)

ck.

Wykorzystuj¡c Lemat 6 otrzymujemy

n
1
p
+ 1
q
−1cn ≪

2λb(n)∑
k=b(n)

ck +
2n+r−1∑
k=n+r

ck < ϵ

(
1
sin(π4 )

+
1

sin( π4λ)

)
,

czyli n
1
p
+ 1
q
−1bn → 0 gdy n→∞. Co ko«czy dowód cz¦±ci (i) twierdzenia.

(ii) Korzystaj¡c z jednostajnej zbie»no±ci szeregu (2.8) otrzymujemy, »e dla dowolnego ε > 0
istnieje liczba naturalna Nϵ taka, »e∣∣∣∣∣

N∑
k=n

dk cos(kx)

∣∣∣∣∣ < ε,
dla dowolnego N  n M oraz x ∈ R. Bior¡c x = 0 dostajemy

2n+r−1∑
k=n+r

dk < ε
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oraz
2λb(n)∑
k=b(n)

dk < ε.

Wykorzystuj¡c Lemat 6 otrzymujemy

n
1
p
+ 1
q
−1dn < 2ε,

czyli n
1
p
+ 1
q
−1dn → 0 gdy n→∞.

To ko«czy dowód cz¦±ci (ii) oraz caªego twierdzenia.

Nale»y zaznaczy¢, »e wstawiaj¡c w Twierdzeniu 9 odpowiednio p = 1, q = 1, r = 2 otrzy-
mujemy wynik K. Duzinkiewicza z pracy [4], a w konsekwencji inkluzji z podrozdziaªu 1.1.2
wszystkie wcze±niejsze rezultaty podaj¡ce warunek konieczny zbie»no±ci jednostajnej poje-
dynczego szeregu sinusów i cosinusów.

Sformuªowane zostanie teraz twierdzenie podaj¡ce warunek dostateczny jednostajnej
zbie»no±ci szeregu (2.7) pochodz¡ce ze wspólnej pracy z B. Szalem [16].

Twierdzenie 10. [16] Niech {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r), q  1, p > 1, r ∈ N oraz

∞∑
k=1

ck sin
(
2lπ
r
k

)
<∞ (2.11)

dla r  3 i dowolnego l ∈
{
1, ..., [ r2 ]− 1

}
, gdy r jest liczb¡ parzyst¡ oraz l ∈

{
1, ..., [ r2 ]

}
, gdy

r jest liczb¡ nieparzyst¡. Je±li

n lnn |cn| → 0 gdy n→∞, (2.12)

to szereg (2.7) jest zbie»ny jednostajnie.

Dowód. Niech ϵ > 0. Wykorzystuj¡c warunek (2.12) oraz (2.11) otrzymujemy:

n lnn |cn| < ε

oraz ∣∣∣∣∣
∞∑
k=n

ck sin(k
2lπ
r
)

∣∣∣∣∣ < ε,∣∣∣∣∣
n+N∑
k=n

ck sin(k
2lπ
r
)

∣∣∣∣∣ < ε (2.13)

dla dowolnego n > Nε i N ∈ N, gdzie l ∈
{
1, ..., [ r2 ]− 1

}
, gdy r jest liczba parzyst¡ oraz

l ∈
{
1, ..., [ r2 ]

}
, gdy r jest liczb¡ nieparzyst¡. Oznaczmy przez

τn (x) =
∞∑
k=n

ck sin(kx).

Poka»emy, »e
|τn (x)| ≪ ε (2.14)
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zachodzi dla dowolnego n  max{Nε, 2} oraz x ∈ R.
Poniewa» τn (0) = 0 i τn (π) = 0 wystarczy pokaza¢, »e (2.14) jest speªnione dla 0 < x < π.
Na pocz¡tek poka»emy, »e nierówno±¢ (2.14) jest speªniona dla x = 2lπ

r
, gdzie l jest liczb¡

caªkowit¡, tak¡, »e 0 < 2l < r dla r  3. Wykorzystuj¡c (2.13) otrzymujemy∣∣∣∣∣τn
(
2lπ
r

)∣∣∣∣∣ < ε.
Poka»emy teraz, »e nierówno±¢ (2.14) jest speªniona dla 2lπ

r
< x ¬ 2lπ

r
+ π
r
, gdzie 0 ¬ 2l < r.

Niech N
1
p := N

1
p (x)  r b¦dzie liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e

2lπ
r
+

π

(N + 1)
1
p

< x ¬ 2lπ
r
+
π

N
1
p

. (2.15)

Wtedy

τn (x) =
n+N

1
p−1∑

k=n

ck sin(kx) +
n+N∑
k=n+N

1
p

ck sin(kx) +
∞∑

k=n+N+1

ck sin(kx)

= τ (1)n (x) + τ
(2)
n (x) + τ

(3)
n (x) .

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f (x) = sin(kx) w przedziale[
2lπ
r
, x
]
otrzymujemy, »e dla dowolnego k istnieje liczba yk ∈

(
2lπ
r
, x
)
taka, »e

sin(kx)− sin
(
k
2lπ
r

)
= k cos(kyk)

(
x− 2lπ

r

)
.

Zatem

τ (1)n (x) =
n+N

1
p−1∑

k=n

kck cos(kyk)
(
x− 2lπ

r

)
+
n+N

1
p−1∑

k=n

ck sin
(
k
2lπ
r

)
= τ (1.1)n (x) + τ (1.2)n (x).

Korzystaj¡c z (2.13) otrzymujemy ∣∣∣τ (1.2)n (x)
∣∣∣ < ε. (2.16)

Dalej, z (2.15) oraz (2.12) mo»emy wywnioskowa¢, »e

∣∣∣τ (1.1)n (x)
∣∣∣ ¬(x− 2lπ

r

)
n+N

1
p−1∑

k=n

k |ck| ¬
(
x− 2lπ

r

)
n+N

1
p−1∑

k=n

k ln k
ln k
|ck|

<

(
x− 2lπ

r

)
n+N

1
p−1∑

k=n

ε

ln k
¬ πε
ln 2
. (2.17)

Wykorzystuj¡c Lemat 5 mamy

∣∣∣τ (2)n (x)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
n+N∑
k=n+N

1
p

ck sin(kx)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
n+N∑
k=n+N

1
p

k ln k
k ln k

|ck| ≪ ε
∫ n+N
n+N

1
p

1
k ln k

dk ¬ ε ln p. (2.18)
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Je±li {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r), to wykorzystuj¡c Lemat 3, otrzymujemy

∣∣∣τ (3)n (x)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

ck sin(kx)

∣∣∣∣∣∣
¬
∞∑
j=0

∣∣∣∣∣∣ −1
2 sin (rx/2)


2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

(ck − ck+r) cos
(
k +
r

2

)
x

+
2j+1(n+N+1)+r−1∑
k=2j+1(n+N+1)

ck cos
(
k − r
2

)
x−

2j(n+N+1)+r−1∑
k=2j(n+N+1)

ck cos
(
k − r
2

)
x


∣∣∣∣∣∣

¬ 1
2 |sin (rx/2)|

∞∑
j=0


2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

|ck − ck+r|+
2j+1(n+N+1)+r−1∑
k=2j+1(n+N+1)

|ck|

+
2j(n+N+1)+r−1∑
k=2j(n+N+1)

|ck|

 .
Dalej, stosuj¡c nierówno±¢ Hölder'a z p > 1, nierówno±¢ r

π
x−2l ¬

∣∣∣sin rx2 ∣∣∣ (gdy x ∈ [2lπr , 2lπr + πr ]
oraz 0 ¬ 2l < r

)
, (2.15) i (2.12), otrzymujemy

∣∣∣τ (3)n (x)∣∣∣ ¬ 1
r
π
x− 2l

∞∑
j=0


2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

|ck − ck+r|p

1
p
2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

1

1−
1
p

+
2j(n+N+1)+r−1∑
k=2j(n+N+1)

|ck|+
2j+1(n+N+1)+r−1∑
k=2j+1(n+N+1)

|ck|


¬ (N + 1)

1
p

r

∞∑
j=0

C (2
j(n+N + 1))1−

1
p

2j(n+N + 1)
sup

mb(2j(n+N+1))
m

(
1
m

2m−1∑
k=m

|ck|q
) 1
q

+
2j(n+N+1)+r−1∑
k=2j(n+N+1)

|ck|+
2j+1(n+N+1)+r−1∑
k=2j+1(n+N+1)

|ck|


=
(N + 1)

1
p

r

∞∑
j=0

 C

(2j(n+N + 1))
1
p

sup
mb(2j(n+N+1))

m1−
1
q

(2m−1∑
k=m

(
k ln k |ck|
k ln k

)q) 1q

+
2j(n+N+1)+r−1∑
k=2j(n+N+1)

k ln k |ck|
k ln k

+
2j+1(n+N+1)+r−1∑
k=2j+1(n+N+1)

k ln k |ck|
k ln k


<
ε(N + 1)

1
p

r

∞∑
j=0

 C

(2j(n+N + 1))
1
p

sup
mb(2j(n+N+1))

m1−
1
q

(2m−1∑
k=m

(1
k

)q) 1q

+
2j(n+N+1)+r−1∑
k=2j(n+N+1)

1
k
+
2j+1(n+N+1)+r−1∑
k=2j+1(n+N+1)

1
k


¬ ε(N + 1)

1
p

r

∞∑
j=0

 C

(2j(n+N + 1))
1
p

sup
mb(2j(n+N+1))

(
m1−

1
qm−1m

1
q

)
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+
3
2
r
(
2j(n+N + 1)

)− 1
p

}

<
ε(N + 1)

1
p

r

∞∑
j=0

{(
2j(n+N + 1)

)− 1
p

(
C +
3
2
r
)}

¬
ε(N + 1)

1
p

(
C + 32r

)
r ((n+N + 1))

1
p

∞∑
j=0

(
1

2
1
p

)j

¬
ε
(
C + 32r

)
r

1

1− 2
1
p

. (2.19)

Poka»emy teraz, »e nierówno±¢ (2.14) jest speªniona dla 2lπ
r
+ π
r
¬ x < 2(l+1)π

r
, gdzie

0 < 2 (l + 1) ¬ r.
Niech M

1
p :=M

1
p (x)  r b¦dzie liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e

2 (l + 1) π
r

− π
M

1
p

¬ x < 2 (l + 1) π
r

− π

(M + 1)
1
p

. (2.20)

Wtedy

τn (x) =
n+M

1
p−1∑

k=n

ck sin(kx) +
n+M∑
k=n+M

1
p

ck sin(kx) +
∞∑

k=n+M+1

ck sin(kx)

= τ (4)n (x) + τ
(5)
n (x) + τ

(6)
n (x) .

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f (x) = sin(kx) w przedziale[
x, 2(l+1)π

r

]
otrzymujemy, »e dla dowolnego k istnieje liczba zk ∈

(
x, 2(l+1)π

r

)
taka, »e

sin
(
k
2 (l + 1) π
r

)
− sin(kx) = k cos(kzk)

(
2 (l + 1) π
r

− x
)
.

St¡d

τ (4)n (x) =
n+M

1
p−1∑

k=n

kck cos(kzk)
(
2 (l + 1) π
r

− x
)
+
n+M

1
p−1∑

k=n

ck sin
(
k
2 (l + 1) π
r

)
= τ (4.1)n (x) + τ (4.2)n (x).

Z (2.13) mamy ∣∣∣τ (4.2)n (x)
∣∣∣ < ε. (2.21)

Korzystaj¡c z (2.20) oraz (2.12) dostajemy

∣∣∣τ (4.1)n (x)
∣∣∣ ¬ (2 (l + 1) π

r
− x

)
n+M

1
p−1∑

k=n

k |ck| ¬
π

M
1
p

n+M
1
p−1∑

k=n

k ln k
ln k
|ck| ¬

πε

ln 2
. (2.22)

Z Lematu 5 otrzymujemy

∣∣∣τ (5)n (x)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
n+M∑
k=n+M

1
p

ck sin(kx)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
n+M∑
k=n+M

1
p

k ln k
k ln k

|ck| ¬ ε
n+M∫
n+M

1
p

1
k ln k

dk ¬ ε ln p. (2.23)
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Je±li {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r), to stosuj¡c Lemat 3, dostajemy

∣∣∣τ (6)n (x)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

2j+1(n+M+1)−1∑
k=2j(n+M+1)

ck sin(kx)

∣∣∣∣∣∣
¬
∞∑
j=0

∣∣∣∣∣∣ −1
2 sin (rx/2)


2j+1(n+M+1)−1∑
k=2j(n+M+1)

(ck − ck+r) cos
((
k +
r

2

)
x
)

+
2j+1(n+M+1)+r−1∑
k=2j+1(n+M+1)

ck cos
(
k − r
2

)
x−

2j(n+M+1)+r−1∑
k=2j(n+M+1)

ck cos
((
k − r
2

)
x
)

∣∣∣∣∣∣
¬ 1
2 |sin (rx/2)|

∞∑
j=0


2j+1(n+M+1)−1∑
k=2j(n+M+1)

|ck − ck+r|+
2j+1(n+M+1)+r−1∑
k=2j+1(n+M+1)

|ck|

+
2j(n+M+1)+r−1∑
k=2j(n+M+1)

|ck|

 .
Dalej, stosuj¡c nierówno±¢ Hölder'a z p > 1, nierówno±¢ 2 (l + 1) − rc

π
x ¬

∣∣∣sin rx2 ∣∣∣(
gdy x ∈

[
2lπ
r
+ π
r
, 2(l+1)π

r

]
oraz 0 < 2 (l + 1) ¬ r

)
, (2.15) i (2.12), otrzymujemy

∣∣∣τ (6)n (x)∣∣∣ ¬ 1
2(l + 1)− rc

π
x

∞∑
j=0


2j+1(n+M+1)−1∑
k=2j(n+M+1)

|ck − ck+r|p

1
p
2j+1(n+M+1)−1∑
k=2j(n+M+1)

1

1−
1
p

+
2j(n+M+1)+r−1∑
k=2j(n+M+1)

|ck|+
2j+1(n+M+1)+r−1∑
k=2j+1(n+M+1)

|ck|


¬ (M + 1)

1
p

r

∞∑
j=0

C (2
j(n+M + 1))1−

1
p

2j(n+M + 1)
sup

mb(2j(n+M+1))
m

(
1
m

2m−1∑
k=m

|ck|q
) 1
q

+
2j(n+M+1)+r−1∑
k=2j(n+M+1)

|ck|+
2j+1(n+M+1)+r−1∑
k=2j+1(n+M+1)

|ck|


=
(M + 1)

1
p

r

∞∑
j=0

 C

(2j(n+M + 1))
1
p

sup
mb(2j(n+M+1))

m1−
1
q

(2m−1∑
k=m

(
k ln k |ck|
k ln k

)q) 1q

+
2j(n+M+1)+r−1∑
k=2j(n+M+1)

k ln k |ck|
k ln k

+
2j+1(n+M+1)+r−1∑
k=2j+1(n+M+1)

k ln k |ck|
k ln k

 .
<
ε(M + 1)

1
p

r

∞∑
j=0

 C

(2j(n+M + 1))
1
p

sup
mb(2j(n+M+1))

m1−
1
q

(2m−1∑
k=m

(1
k

)q) 1q

+
2j(n+M+1)+r−1∑
k=2j(n+M+1)

1
k
+
2j+1(n+M+1)+r−1∑
k=2j+1(n+M+1)

1
k


∣∣∣τ (6)n (x)∣∣∣ < ε(M + 1)

1
p

r

∞∑
j=0

 C

(2j(n+M + 1))
1
p

sup
mb(2j(n+M+1))

(
m1−

1
qm−1m

1
q

)
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+r
(
2j(n+M + 1)

)− 1
p +
1
2
r
(
2j(n+M + 1)

)− 1
p

}

¬ ε(M + 1)
1
p

r

∞∑
j=0

{(
2j(n+M + 1)

)− 1
p

(
C +
3
2
r
)}

¬
ε(M + 1)

1
p

(
C + 32r

)
r ((n+M + 1))

1
p

∞∑
j=0

(
1

2
1
p

)j
¬
ε
(
C + 32r

)
r

1

1− 2
1
p

. (2.24)

�¡cz¡c uzyskane oszacowania: (2.16), (2.17), (2.18), (2.19), (2.21), (2.23), (2.22), (2.24) otrzy-
mujemy, »e szereg (2.7) jest zbie»ny jednostajnie. To ko«czy dowód twierdzenia.

Przedstawiona zostanie teraz uwaga, która pokazuje, »e (2.10) nie mo»e by¢ warunkiem
dostatecznym zbie»no±ci szeregu (2.7), gdy {ck}∞k=1 ∈ GM (p, 5δ, 3) dla p > 1.

Uwaga 11. [16] Istnieje x0 ∈ R oraz ci¡g {ck}∞k=1, który nale»y do klasy GM(p, 5δ, 3) dla
p > 1 oraz nie nale»y do klasy GM(1, 5δ, 3) i speªnia warunek (2.10), dla którego szereg (2.7)
jest rozbie»ny w x0.

Dowód. Niech p > 1 oraz niech dla dowolnego n ∈ N

cn =



3
n ln(n+1) , je±li n = 1 (mod 3),
1

n ln(n+1) , je±li n = 2 (mod 3),
1

n ln(n+1) , je±li n = 0 (mod 3) i n ̸= 0 (mod 6),
1

(n−3) ln(n−2) +
1

n
1+ 1p ln(n+1)

, je±li n = 0 (mod 6).

Oczywi±cie ci¡g {cn}∞n=1 speªnia warunek (2.10).
Na pocz¡tek poka»emy, »e {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ, 3). Niech

An = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz k = 1 (mod 3)},
Bn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz k = 1 (mod 3)},
Cn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz k = 0 (mod 3) oraz k ̸= 0 (mod 6)},
Dn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz k = 0 (mod 6)}. (2.25)

Wykorzystuj¡c (2.25), otrzymujemy

{2n−1∑
k=n

|ck − ck+3|p
} 1
p

=

 ∑
k∈An
|ck − ck+3|p +

∑
k∈Bn
|ck − ck+3|p +

∑
k∈Cn
|ck − ck+3|p

+
∑
k∈Dn
|ck − ck+3|p


1
p

=

 ∑
k∈An

∣∣∣∣∣ 3
k ln(k + 1)

− 3
(k + 3) ln(k + 4)

∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Bn

∣∣∣∣∣ 1
k ln(k + 1)

− 1
(k + 3) ln(k + 1)

∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Cn

∣∣∣∣∣∣ 1
k ln(k + 1)

− 1
k ln(k + 1)

− 1

(k + 3)1+
1
p ln(k + 4)

∣∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Dn

∣∣∣∣∣∣ 1
(k − 3) ln(k − 2)

+
1

k1+
1
p ln(k + 1)

− 1
(k + 3) ln(k + 4)

∣∣∣∣∣∣
p

1
p
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¬

 ∑
k∈An
3p
∣∣∣∣∣ 1
k ln(k + 1)

− 1
(k + 3) ln(k + 4)

∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Bn

∣∣∣∣∣ 1
k ln(k + 1)

− 1
(k + 3) ln(k + 1)

∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Cn

∣∣∣∣∣∣ 1

(k + 3)1+
1
p ln(k + 4)

∣∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Dn

∣∣∣∣∣∣ 1
(k − 3) ln(k − 2)

− 1
(k + 3) ln(k + 4)

+
1

k1+
1
p ln(k + 1)

∣∣∣∣∣∣
p

1
p

.

Korzystaj¡c z twierdzenia Lagrange'a o warto±ci ±redniej i wykonuj¡c elementarne prze-
ksztaªcenia, mamy

{2n−1∑
k=n

|ck − ck+3|p
} 1
p

¬

 ∑
k∈An
3p
(

6
k2 ln(k + 1)

)p
+
∑
k∈Bn

(
6

k2 ln(k + 1)

)p

+
∑
k∈Cn

 1

k1+
1
p ln(k + 1)

p + ∑
k∈Dn

 48
k2 ln(k + 1)

+
1

k1+
1
p ln(k + 1)

p
1
p

¬ 49


2n−1∑
k=n

 1

k1+
1
p ln(k + 1)

p
1
p

¬ 49 1

n1+
1
p ln(n+ 1)

n
1
p = 49

1
n ln(n+ 1)

¬ 147 1
n

2n∑
k=n

|cn| ¬
147
n
sup
mb(n)

2m∑
k=m

|ck|.

Zatem {ck}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ, 3).
Poka»emy teraz, »e {ck}∞k=1 /∈ GM(1, 5δ, 3). Korzystaj¡c z de�nicji ci¡gu {ck}

∞
k=1 otrzymuje-

my

2n−1∑
k=n

|ck − ck+3| 
∑
k∈Cn
|ck − ck+3| =

∑
k∈Cn

∣∣∣∣∣∣ 1
k ln(k + 1)

− 1
k ln(k + 1)

− 1

(k + 3)1+
1
p ln(k + 4)

∣∣∣∣∣∣
=

∑
k∈Cn

1

(k + 3)1+
1
p ln(k + 4)

 1

(2n+ 2)1+
1
p ln(2n+ 3)

n

12
 1

48(2n+ 2)
1
p ln(2n+ 3)

.

Z drugiej strony mamy
1
n
sup
mb(n)

2m∑
k=m

|ck| ¬
1
n
.

Zatem dla p > 1 nierówno±¢

2n−1∑
k=n

|ck − ck+3| ¬
C

n
sup
mb(n)

2m∑
k=m

|ck|

nie mo»e by¢ speªniona, gdy n→∞.
Poka»emy teraz, »e szereg (2.7) jest rozbie»ny w x0 = 23π

6N+5∑
k=1

ck sin(kx0) = c1 sin(
2
3
π) + c2 sin(2

2
3
π) + c3 sin(3

2
3
π) + c4 sin(4

2
3
π) + c5 sin(5

2
3
π)
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+
N∑
k=1

5∑
l=0

c6k+l sin((6k + l)
2
3
π) =

N∑
k=0

(
c6k+1 sin((6k + 1)

2
3
π)

+ c6k+2 sin((6k + 2)
2
3
π) + c6k+3 sin((6k + 3)

2
3
π) + c6k+4 sin((6k + 4)

2
3
π)

+ c6k+5 sin((6k + 5)
2
3
π)
)
=
N∑
k=0

(
c6k+1 sin(4kπ +

2
3
π) + c6k+2 sin(4kπ +

4
3
π)

+c6k+3 sin(4kπ + 2π) + c6k+4 sin(4kπ +
8
3
π) + c6k+5 sin(4kπ +

10
3
π)
)

=
N∑
k=0

(
c6k+1 sin(

2
3
π) + c6k+2 sin(

4
3
π) + c6k+4 sin(

2
3
π) + c6k+5 sin(

4
3
π)
)

=
N∑
k=0

(
c6k+1 sin(

2
3
π) + c6k+2

(
− sin(2

3
π)
)
+ c6k+4 sin(

2
3
π) + c6k+5

(
− sin(2

3
π)
))

= sin(
2
3
π)
N∑
k=0

[(c6k+1 − c6k+2) + (c6k+4 − c6k+5)]

= sin(
2
3
π)
N∑
k=0

[(
3

(6k + 1) ln(6k + 2)
− 1
(6k + 2) ln(6k + 3)

)

+
(

3
(6k + 4) ln(6k + 5)

− 1
(6k + 5) ln(6k + 6)

)]

 sin(2
3
π)
N∑
k=0

[(
3

(6k + 2) ln(6k + 2)
− 1
(6k + 2) ln(6k + 2)

)

+
(

3
(6k + 5) ln(6k + 5)

− 1
(6k + 5) ln(6k + 5)

)]

= sin(
2
3
π)
N∑
k=0

(
2

(6k + 2) ln(6k + 2)
+

2
(6k + 5) ln(6k + 5)

)

 4 sin(2
3
π)
N∑
k=0

1
(6k + 5) ln(6k + 5)

→∞, gdy N →∞. (2.26)

To ko«czy dowód.

Zostanie teraz sformuªowane twierdzenie podaj¡ce warunek dostateczny jednostajnej
zbie»no±ci szeregu (2.8) pochodz¡ce ze wspólnej pracy z B. Szalem [16].

Twierdzenie 12. [16] Niech szereg {dk}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r), q  1, p > 1, r ∈ N oraz

∞∑
k=1

dk cos
(
2lπ
r
k

)
<∞, (2.27)

dla dowolnego l ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
. Je±li

n lnn |dn| → 0 gdy n→∞, (2.28)

to szereg (2.8) jest zbie»ny jednostajnie.
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Dowód. Niech ϵ > 0. Wykorzystuj¡c warunek (2.28) oraz (2.27) otrzymujemy:

n lnn |dn| < ε (2.29)

oraz ∣∣∣∣∣
∞∑
k=n

dk cos(k
2lπ
r
)

∣∣∣∣∣ < ε,∣∣∣∣∣
n+N∑
k=n

dk cos(k
2lπ
r
)

∣∣∣∣∣ < ε (2.30)

dla dowolnego n > Nε i N ∈ N, gdzie l ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
. Oznaczmy przez

τn (x) =
∞∑
k=n

dk cos(kx).

Poka»emy, »e
|τn (x)| ≪ ε (2.31)

dla dowolnego n  max{Nε, 2} oraz x ∈ R.
Na pocz¡tek poka»emy, »e nierówno±¢ (2.31) jest speªniona dla x = 2lπ

r
, gdzie l jest liczb¡

caªkowit¡, tak¡, »e 0 ¬ 2l ¬ r. Wykorzystuj¡c (2.30) otrzymujemy∣∣∣∣∣τn
(
2lπ
r

)∣∣∣∣∣ < ε.
Poka»emy teraz, »e nierówno±¢ (2.31) jest speªniona dla 2lπ

r
< x ¬ 2lπ

r
+ π
r
, gdzie 0 ¬ 2l < r.

Niech N
1
p := N

1
p (x)  r b¦dzie liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e

2lπ
r
+

π

(N + 1)
1
p

< x ¬ 2lπ
r
+
π

N
1
p

. (2.32)

Wtedy

τn (x) =
n+N

1
p−1∑

k=n

dk cos(kx) +
n+N∑
k=n+N

1
p

dk cos(kx) +
∞∑

k=n+N+1

dk cos(kx)

= τ (1)n (x) + τ
(2)
n (x) + τ

(3)
n (x) .

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f (x) = cos(kx) w przedziale[
2lπ
r
, x
]
otrzymujemy, »e dla dowolnego k istnieje liczba yk ∈

(
2lπ
r
, x
)
taka, »e

cos(kx)− cos
(
k
2lπ
r

)
= −k sin(kyk)

(
x− 2lπ

r

)
.

Wykorzystuj¡c powy»sz¡ to»samo±¢ dostajemy

τ (1)n (x) = −
n+N

1
p−1∑

k=n

kdk sin(kyk)
(
x− 2lπ

r

)
+
n+N

1
p−1∑

k=n

dk cos
(
k
2lπ
r

)
= τ (1.1)n (x) + τ (1.2)n (x).
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Korzystaj¡c z (2.30) otrzymujemy ∣∣∣τ (1.2)n (x)
∣∣∣ < ε. (2.33)

Dalej, z (2.32) oraz (2.28) mamy

∣∣∣τ (1.1)n (x)
∣∣∣ ¬(x− 2lπ

r

)
n+N

1
p−1∑

k=n

k |dk| ¬
(
x− 2lπ

r

)
n+N

1
p−1∑

k=n

k ln k
ln k
|dk|

<

(
x− 2lπ

r

)
n+N

1
p−1∑

k=n

ε

ln k
¬ πε
ln 2
. (2.34)

Wykorzystuj¡c Lemat 5 mamy

∣∣∣τ (2)n (x)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
n+N∑
k=n+N

1
p

dk cos(kx)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
n+N∑
k=n+N

1
p

k ln k
k ln k

|dk| ≪ ε
∫ n+N
n+N

1
p

1
k ln k

dk ¬ ε ln p. (2.35)

Je±li {dk}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r), to wykorzystuj¡c Lemat 3, otrzymujemy

∣∣∣τ (3)n (x)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

dk cos(kx)

∣∣∣∣∣∣
¬
∞∑
j=0

∣∣∣∣∣∣ 1
2 sin (rx/2)


2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

(dk − dk+r) sin
(
k +
r

2

)
x

−
2j+1(n+N+1)+r−1∑
k=2j+1(n+N+1)

dk sin
(
k − r
2

)
x+

2j(n+N+1)+r−1∑
k=2j(n+N+1)

dk sin
(
k − r
2

)
x


∣∣∣∣∣∣

¬ 1
2 |sin (rx/2)|

∞∑
j=0


2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

|dk − dk+r|+
2j+1(n+N+1)+r−1∑
k=2j+1(n+N+1)

|dk|

+
2j(n+N+1)+r−1∑
k=2j(n+N+1)

|dk|

 .
Dalej, analogicznie jak w (2.19), stosuj¡c nierówno±¢ Hölder'a z p > 1, nierówno±¢
r
π
x− 2l ¬

∣∣∣sin rx2 ∣∣∣ (gdy x ∈ [2lπr , 2lπr + πr ] oraz 0 ¬ 2l < r), (2.32) i (2.28), otrzymujemy
∣∣∣τ (3)n (x)∣∣∣ ¬ 1

r
π
x− 2l

∞∑
j=0


2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

|dk − dk+r|p

1
p
2j+1(n+N+1)−1∑
k=2j(n+N+1)

1

1−
1
p

+
2j(n+N+1)+r−1∑
k=2j(n+N+1)

|dk|+
2j+1(n+N+1)+r−1∑
k=2j+1(n+N+1)

|dk|


¬
ε
(
C + 32r

)
r

1

1− 2
1
p

. (2.36)

Poka»emy teraz, »e nierówno±¢ (2.31) jest speªniona dla 2lπ
r
+ π
r
¬ x < 2(l+1)π

r
, gdzie

0 < 2 (l + 1) ¬ r.
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Niech M
1
p :=M

1
p (x)  r b¦dzie liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e

2 (l + 1) π
r

− π
M

1
p

¬ x < 2 (l + 1) π
r

− π

(M + 1)
1
p

. (2.37)

Wtedy

τn (x) =
n+M

1
p−1∑

k=n

dk cos(kx) +
n+M∑
k=n+M

1
p

dk cos(kx) +
∞∑

k=n+M+1

dk cos(kx)

= τ (4)n (x) + τ
(5)
n (x) + τ

(6)
n (x) .

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f (x) = cos(kx) w przedziale[
x, 2(l+1)π

r

]
otrzymujemy, »e dla dowolnego k istnieje liczba zk ∈

(
x, 2(l+1)π

r

)
taka, »e

cos
(
k
2 (l + 1) π
r

)
− cos(kx) = −k sin(kzk)

(
2 (l + 1) π
r

− x
)
.

Wykorzystuj¡c powy»sze otrzymujemy

τ (4)n (x) =−
n+M

1
p−1∑

k=n

kdk sin(kzk)
(
2 (l + 1) π
r

− x
)
+
n+M

1
p−1∑

k=n

dk cos
(
k
2 (l + 1) π
r

)
= τ (4.1)n (x) + τ (4.2)n (x).

Z (2.30) mamy ∣∣∣τ (4.2)n (x)
∣∣∣ < ε. (2.38)

Korzystaj¡c z (2.37) oraz (2.28) dostajemy

∣∣∣τ (4.1)n (x)
∣∣∣ ¬ (2 (l + 1) π

r
− x

)
n+M

1
p−1∑

k=n

k |dk| ¬
π

M
1
p

n+M
1
p−1∑

k=n

k ln k
ln k
|dk| <

πε

ln 2
. (2.39)

Korzystaj¡c z Lematu 5 otrzymujemy

∣∣∣τ (5)n (x)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
n+M∑
k=n+M

1
p

dk cos(kx)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
n+M∑
k=n+M

1
p

k ln k
k ln k

|dk| < ε
n+M∫
n+M

1
p

1
k ln k

dk ¬ ε ln p. (2.40)

Je±li {dk}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ, r), to wykorzystuj¡c Lemat 3, otrzymujemy

∣∣∣τ (6)n (x)∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

2j+1(n+M+1)−1∑
k=2j(n+M+1)

dk sin(kx)

∣∣∣∣∣∣
¬ 1
2 |sin (rx/2)|

∞∑
j=0


2j+1(n+M+1)−1∑
k=2j(n+M+1)

|dk − dk+r|+
2j+1(n+M+1)+r−1∑
k=2j+1(n+M+1)

|dk|

+
2j(n+M+1)+r−1∑
k=2j(n+M+1)

|dk|

 .
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Dalej, analogicznie jak w (2.24), stosuj¡c nierówno±¢ 2 (l + 1)− rc
π
x ¬

∣∣∣sin rx2 ∣∣∣, nierówno±¢
Hölder'a z p > 1,

(
gdy x ∈

[
2lπ
r
+ π
r
, 2(l+1)π

r

]
oraz 0 < 2 (l + 1) ¬ r

)
, (2.15) i (2.12), otrzy-

mujemy

∣∣∣τ (6)n (x)∣∣∣ ¬ 1
2(l + 1)− rc

π
x

∞∑
j=0


2j+1(n+M+1)−1∑
k=2j(n+M+1)

|dk − dk+r|p

1
p
2j+1(n+M+1)−1∑
k=2j(n+M+1)

1

1−
1
p

+
2j(n+M+1)+r−1∑
k=2j(n+M+1)

|dk|+
2j+1(n+M+1)+r−1∑
k=2j+1(n+M+1)

|dk|


<
ε
(
C + 32r

)
r

1

1− 2
1
p

. (2.41)

�¡cz¡c uzyskane oszacowania: (2.33), (2.34), (2.35), (2.36), (2.38), (2.39), (2.40), (2.41) otrzy-
mujemy, »e szereg (2.8) jest zbie»ny jednostajnie. Co ko«czy dowód twierdzenia.

Poni»sza uwaga pokazuje, »e warunek (2.27) nie gwarantuje zbie»no±ci bezwzgl¦dnej sze-

regu
∞∑
k=1
dk. Zatem w tym przypadku nie mo»na zastosowa¢ kryteriumWeierstrassa zbie»no±ci

szeregów funkcyjnych.

Uwaga 13. Je»eli szereg
∞∑
k=1
dk jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, to warunek (2.27) jest speªniony.

Ponadto, odwrotna implikacja nie jest prawdziwa.

Dowód. Niech r ∈ N i l ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
, oraz dk = akbk dla k ∈ N, gdzie

ak =
1

k ln(k + 1) ln(ln(k + 1))
, (2.42)

bk =
{
1, gdy k = 2ri+ 1, ..., 2ri+ r,
−1, gdy k = 2ri+ r + 1, ..., 2ri+ 2r, dla i ∈ N ∪ {0}.

Pierwsza implikacja jest prawdziwa, poniewa»
∣∣∣cos(2lπ

r
k)
∣∣∣ ¬ 1 dla dowolnego k ∈ N. Poka»e-

my teraz, »e odwrotna implikacja nie jest prawdziwa.
Niech n ∈ N. Wtedy istnieje liczba m ∈ N taka, »e 2rm ¬ n ¬ 2r(m+ 1) oraz∣∣∣∣∣
n∑
k=1

bk cos(
2lπ
r
k)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
2rm∑
k=1

bk cos(
2lπ
r
k)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣

n∑
k=2rm+1

bk cos(
2lπ
r
k)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

2r∑
i=1

b2r(k−1)+i cos
(
2lπ
r
(2r(k − 1) + i)

)∣∣∣∣∣+
n∑

k=2rm+1

1

=

∣∣∣∣∣∣
m∑
k=1

 r∑
i=1

b2r(k−1)+i cos(
2lπ
r
i) +

2r∑
i=r+1

b2r(k−1)+i cos(
2lπ
r
i)

∣∣∣∣∣∣+ (n− 2rm)
=

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

r∑
i=1

(
cos(
2lπ
r
i)− cos(2lπ

r
i)
)∣∣∣∣∣+ n− 2rm ¬ 2r.

Zatem wykorzystuj¡c kryterium Dirichleta zbie»no±ci szeregów otrzymujemy, »e
∞∑
k=1

akbk cos(
2lπ
r
k) <∞, bo {ak}∞k=1 jest malej¡cy i ak → 0, gdy k →∞.
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Ponadto
n∑
k=1

|dk| =
n∑
k=1

1
k ln(k + 1) ln(ln(k + 1))

→∞, gdy n→∞.

To ko«czy dowód.

Analogicznie wykorzystuj¡c ci¡g (2.42) mo»na pokaza¢, »e warunek (2.11) dla r  3 nie
gwarantuje zbie»no±ci jednostajnej szeregu

∞∑
k=1
ck.

Twierdzenia 10 i 12 podaj¡ warunki dostateczne zbie»no±ci jednostajnej odpowiednio sze-
regu sinusów i szeregu cosinusów, gdy wspóªczynniki tych szeregów tworz¡ ci¡gi nale»¡ce do
klasy GM(p, 5δ(q), r) dla q  1, p > 1, r ∈ N i stanowi¡ uogólnienia wcze±niejszych wyników
dotycz¡cych tej problematyki. Nale»y zaznaczy¢, »e zostaªy one uzyskane przy dodatkowych
warunkach odpowiednio (2.11), (2.12) i (2.27), (2.28). Konieczno±¢ zaªo»e« (2.11) oraz (2.27)
zostaªa uzasadniona ju» w pracy B. Szala [37]. Natomiast Uwaga 11 uzasadnia celowo±¢ wa-
runków (2.12) i (2.28). Nale»y zaznaczy¢, »e zarówno warunki (2.11), (2.27) jak i warunki
(2.12), (2.28) nie pozwalaj¡ na zastosowanie kryterium Weierstrassa.

Sformuªowane zostanie teraz twierdzenie podaj¡ce warunek dostateczny jednostajnej
zbie»no±ci szeregu (2.9) pochodz¡ce ze wspólnej pracy z B. Szalem [16].

Twierdzenie 14. [16] Niech {wk}∞k=1 ∈ GM(p, 5δ(q), r), q  1, p > 1, r ∈ N oraz

∞∑
k=1

wke
( 2lπr k)i <∞

dla dowolnego l ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
. Je±li

n lnn |wn| → 0 gdy n→∞,

to szereg (2.9) jest zbie»ny jednostajnie.

Dowód. Dowód tego twierdzenia mo»na przeprowadzi¢ podobnie jak dowód twierdzenia 10
lub 12 z t¡ ró»nic¡, »e zamiast Lematu 3 nale»y wykorzysta¢ Lemat 4.
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Rozdziaª 3

Zbie»no±¢ jednostajna podwójnych szere-

gów trygonometrycznych

W rozdziale tym zostan¡ przedstawione wyniki pochodz¡ce ze wspólnych prac z
B. Szalem ([14], [15]), dotycz¡ce jednostajnej zbie»no±ci podwójnych szeregów trygonome-
trycznych.
Na pocz¡tek wprowad¹my podstawowe de�nicje zwi¡zane z t¡ problematyk¡.
Mówimy, »e szereg podwójny

∞∑
j=1

∞∑
k=1

aj,k

liczb zespolonych jest zbie»ny regularnie, je±li ci¡g sum

m∑
j=1

n∑
k=1

aj,k

jest zbie»ny do sko«czonej granicy, gdy m oraz n d¡»¡ do niesko«czono±ci niezale»nie od
siebie, jak równie» szeregi kolumn

∞∑
j=1

aj,n, n = 1, 2, ...,

i szeregi wierszy

∞∑
k=1

am,k, m = 1, 2, ...,

s¡ zbie»ne, tzn. dla ka»dego ϵ > 0 istnieje dodatnia liczba m0 = m0(ϵ) taka, »e nierówno±¢∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

aj,k

∣∣∣∣∣∣ < ϵ
jest speªniona dla ka»dego m,n,M,N , gdzie m+ n > m0, 1 ¬ m ¬M oraz 1 ¬ n ¬ N .
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3.1 Twierdzenia pomocnicze

W podrozdziale tym zostan¡ sformuªowane i wykazane lematy, które b¦d¡ wykorzystane w
dowodzie gªównych wyników kolejnych podrozdziaªów.

Lemat 7. [14] Niech {cj,k}∞j,k=1 ⊂ C, oraz niech m,n, µ, ν ∈ N b¦d¡ takie, »e ν  n oraz
µ  m. Wtedy dla p  1

 µ∑
j=m

ν∑
k=n

|∆rrcj,k|p
 1p  (ν − n+ 1) 1p−1 (µ−m+ 1) 1p−1 µ∑

j=m

ν∑
k=n

|∆rrcj,k| .

Dowód. Wykorzystuj¡c Lemat 2

 µ∑
j=m

ν∑
k=n

|∆rrcj,k|p
 1p  (ν − n+ 1) 1p

 µ∑
j=m

(
1

ν − n+ 1

ν∑
k=n

|∆rrcj,k|
)p 1p

 (ν − n+ 1)
1
p
−1 (µ−m+ 1)

1
p
−1

µ∑
j=m

ν∑
k=n

|∆rrcj,k| ,

co ko«czy dowód.

Lemat 8. [14] Je±li {cj,k}∞j,k=1 jest podwójnym ci¡giem o wyrazach nieujemnych nale»¡cym
do klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r) z p  1 oraz r ∈ N, to dla dowolnego m,n  max{λ, 2r}
speªniona jest nast¦puj¡ca nierówno±¢:

(mn)
1
p cm,n ≪ sup

M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k +
2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k +
2λb2(n)∑
k=b2(n)

2m+r−1∑
j=m+r

cj,k

+
2m+r−1∑
j=m+r

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k.

Dowód. Niech m,n  max{λ, 2r}. Je±li {cj,k}∞j,k=1 ∈ DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r) z p  1 oraz
r ∈ N, wtedy wykorzystuj¡c Lemat 2 dla dowolnego ν ∈ N orazm+r ¬ µ ¬ 2m otrzymujemy

r−1∑
l=0

cm+l,v =
µ−1∑
j=m

(∆r0cj,v) +
r−1∑
l=0

cµ+l,v

¬
µ−1∑
j=m

|∆r0cj,v|+
r−1∑
l=0

cµ+l,v ¬ (µ−m)1−
1
p

2m−1∑
j=m

|∆r0cj,v|p
 1p + r−1∑

l=0

cµ+l,v

¬ (µ−m)1−
1
p

C
m

max
b1(m)¬M¬λb1(m)

2M∑
j=M

cj,ν

+ r−1∑
l=0

cµ+l,v. (3.1)

W analogiczny sposób, dla dowolnego µ ∈ N oraz n+ r ¬ ν ¬ 2n otrzymujemy

r−1∑
l=0

cµ,n+l ¬ (ν − n)1−
1
p

(
C

m
max

b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

cµ,k

)
+
r−1∑
l=0

cµ,ν+l. (3.2)
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Ponadto, dla µ, ν takich, »e m+ r ¬ µ ¬ 2m oraz n+ r ¬ ν ¬ 2n otrzymujemy

µ−1∑
j=m

ν−1∑
k=n

∆rrcj,k =
µ−1∑
j=m

ν−1∑
k=n

((cj,k − cj+r,k)− (cj,k+r − cj+r,k+r))

=
ν−1∑
k=n

m+r−1∑
j=m

cj,k −
µ+r−1∑
j=µ

cj,k

−
m+r−1∑
j=m

cj,k+r −
µ+r−1∑
j=µ

cj,k+r


=
ν−1∑
k=n

m+r−1∑
j=m

(cj,k − cj,k+r)−
µ+r−1∑
j=µ

(cj,k − cj,k+r)


=
m+r−1∑
j=m

n+r−1∑
k=n

cj,k −
m+r−1∑
j=m

ν+r−1∑
k=ν

cj,k −
µ+r−1∑
j=µ

(
n+r−1∑
k=n

cj,k −
ν+r−1∑
k=ν

cj,k

)

= cm,n +
n+r−1∑
k=n+1

cm,k +
m+r−1∑
j=m+1

n+r−1∑
k=n

cj,k −
m+r−1∑
j=m

ν+r−1∑
k=ν

cj,k −
µ+r−1∑
j=µ

n+r−1∑
k=n

cj,k +
µ+r−1∑
j=µ

ν+r−1∑
k=ν

cj,k.

Wykorzystuj¡c Lemat 7 dostajemy

cm,n =
µ−1∑
j=m

ν−1∑
k=n

∆rrcj,k +
m+r−1∑
j=m

ν+r−1∑
k=ν

cj,k +
µ+r−1∑
j=µ

n+r−1∑
k=n

cj,k −
µ+r−1∑
j=µ

ν+r−1∑
k=ν

cj,k

−
m+r−1∑
j=m+1

n+r−1∑
k=n

cj,k −
n+r−1∑
k=n+1

cj,k

¬
µ−1∑
j=m

ν−1∑
k=n

∆rrcj,k +
m+r−1∑
j=m

ν+r−1∑
k=ν

cj,k +
µ+r−1∑
j=µ

n+r−1∑
k=n

cj,k

¬
µ−1∑
j=m

ν−1∑
k=n

|∆rrcj,k|+
m+r−1∑
j=m

ν+r−1∑
k=ν

cj,k +
µ+r−1∑
j=µ

n+r−1∑
k=n

cj,k

¬ (µ−m)1−
1
p (ν − n)1−

1
p

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆rrcj,k|p
 1p

+
m+r−1∑
j=m

ν+r−1∑
k=ν

cj,k +
µ+r−1∑
j=µ

n+r−1∑
k=n

cj,k

¬ (µ−m)1−
1
p (ν − n)1−

1
p
C

mn
sup

M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k

+
m+r−1∑
j=m

ν+r−1∑
k=ν

cj,k +
µ+r−1∑
j=µ

n+r−1∑
k=n

cj,k.

St¡d

(µν)
1
p
−1 cm,n ¬ (µν)

1
p
−1 (µ−m)1−

1
p (ν − n)1−

1
p
C

mn
sup

M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k

+ (µν)
1
p
−1
m+r−1∑
j=m

ν+r−1∑
k=ν

cj,k + (µν)
1
p
−1
µ+r−1∑
j=µ

n+r−1∑
k=n

cj,k. (3.3)
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Sumuj¡c nierówno±ci (3.3) dla µ = m+ r, ..., 2m oraz ν = n+ r, ..., 2n dostajemy

2m∑
µ=m+r

2n∑
ν=n+r

(µν)
1
p
−1 cm,n ¬ S1 + S2 + S3.

Wykorzystuj¡c (3.1) mamy

S2 =
2m∑

µ=m+r

2n∑
ν=n+r

(µν)
1
p
−1
ν+r−1∑
k=ν

r−1∑
j=0

cj+m,k

¬
2m∑

µ=m+r

2n∑
ν=n+r

(µν)
1
p
−1
ν+r−1∑
k=ν

(
(µ−m)1−

1
p
C

m
max

b1(m)¬M¬λb1(m)

2M∑
j=M

cj,k +
r−1∑
j=0

cµ+j,k

 .
Dalej, wykonuj¡c elementarne szacowania otrzymujemy

S2 ¬ C ((m+ r)(n+ r))
1
p
−1m−

1
p

2n∑
ν=n+r

2m∑
µ=m+r

ν+r−1∑
k=ν

max
b1(m)¬M¬λb1(m)

2M∑
j=M

cj,k

+
2m∑

µ=m+r

2n∑
ν=n+r

(µν)
1
p
−1
ν+r−1∑
k=ν

r−1∑
j=0

cµ+j,k

¬ Cm−
1
p ((m+ r)(n+ r))

1
p
−1 (m− r + 1)

2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n∑
ν=n+r

ν+r−1∑
k=ν

cj,k

+ ((m+ r)(n+ r))
1
p
−1

2m∑
µ=m+r

2n∑
ν=n+r

ν+r−1∑
k=ν

r−1∑
j=0

cµ+j,k

¬ Cn
1
p
−1
2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n∑
ν=n+r

(cj,ν + cj,ν+1 + ...+ cj,ν+r−1)

+ ((m+ r)(n+ r))
1
p
−1

2m∑
µ=m+r

2n∑
ν=n+r

r−1∑
j=0

(cµ+j,ν + cµ+j,ν+1 + ...+ cµ+j,ν+r−1)

¬ Crn
1
p
−1
2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k + r2 ((m+ r)(n+ r))
1
p
−1
2m+r−1∑
j=m+r

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k

¬ Cr
2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n+r−1∑
k=n+1

cj,k + r2
2m+r−1∑
j=m+r

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k. (3.4)

Analogicznie wykorzystuj¡c (3.2) zamiast (3.1) dostajemy

S3 =
2m∑

µ=m+r

2n∑
ν=n+r

(µν)
1
p
−1
µ+r−1∑
j=µ

r−1∑
k=0

cj,k+n ¬ Cr
2λb2(n)∑
k=b2(n)

2m+r−1∑
j=m+1

cj,k+r2
2m+r−1∑
j=m+r

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k. (3.5)

Szacuj¡c S1 otrzymujemy

S1 =
2m∑

µ=m+r

2n∑
ν=n+r

(µν)
1
p
−1 (µ−m)1−

1
p (ν − n)1−

1
p
C

mn
sup

M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k

¬ ((m+ r) (n+ r))
1
p
−1 (mn)1−

1
p (m− r + 1) (n− r + 1) C

mn
sup

M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k
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¬ C
(
m

m+ r

)1− 1
p
(
n

n+ r

)1− 1
p

sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k

¬ C sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k. (3.6)

Z drugiej strony, je±li m,n  2r to
2m∑

µ=m+r

2n∑
ν=n+r

(µν)
1
p
−1 cm,n  (2m2n)

1
p
−1 (m− r + 1) (n− r + 1) cm,n

 (mn)
1
p 4

1
p
−1 (m− r)(n− r)

mn
cm,n  (mn)

1
p 4

1
p
−2cm,n. (3.7)

Wykorzystuj¡c (3.4), (3.5), (3.6) oraz (3.7) otrzymujemy

(mn)
1
p cm,n ≪ sup

M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k +
2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k +
2λb2(n)∑
k=b2(n)

2m+r−1∑
j=m+r

cj,k

+
2m+r−1∑
j=m+r

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k.

To ko«czy dowód.

Lemat 9. [15] Niech {cj,k}∞j,k=1 ⊂ C, p  1 oraz niech {b (n)}∞n=1 b¦dzie ci¡giem rosn¡cym o
wyrazach nieujemnych takim, »e b(n)→∞, gdy n→∞ oraz

jkcj,k → 0 as j + k →∞. (3.8)

Je±li 2m−1∑
j=m

|∆r0cj,k|p
 1p ¬ C

m
max

b(m)¬M¬λb(m)

2M∑
j=M

|cj,n| dla m, k ∈ N,

to

m
1
p sup
kn
k
∞∑
j=n

|∆r0cj,k| → 0, gdy m+ n→∞ (3.9)

oraz je±li (2n−1∑
k=n

|∆0rcj,k|p
) 1
p

¬ C
n

max
b(n)¬N¬λb(n)

2N∑
k=N

|cj,k| dla n, j ∈ N,

to

n
1
p sup
jm
j
∞∑
k=n

|∆0rcj,k| → 0, gdy m+ n→∞. (3.10)

Dowód. Niech ε > 0. Wykorzystuj¡c nierówno±¢ Höldera z p > 1 oraz (3.8) otrzymujemy

sup
kn
k
∞∑
k=n

|∆r0cj,k| = sup
kn
k
∞∑
s=0

2s+1m−1∑
j=2sm

|∆r0cj,k|

¬ sup
kn
k
∞∑
s=0


2s+1m−1∑
j=2sm

|∆r0cj,k|p
 1p 2s+1m−1∑

j=2sm

1

1− 1p
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¬ sup
kn
k
∞∑
s=0

C

2sm

 max
b(2sm)¬M¬λb(2sm)

2M∑
j=M

|cj,k| (2sm)1−
1
p


<
Cε

m
1
p

sup
kn
k
∞∑
s=0

1

(2s)
1
p

 max
b(2sm)¬M¬λb(2sm)

2M∑
j=M

1
kj

 ¬ 2Cλε
m
1
p

∞∑
s=0

1

(2s)
1
p

≪ ε

m
1
p

.

Co implikuje (3.9). W analogiczny sposób, uzyskujemy, »e warunek (3.10) jest speªniony, co
ko«czy dowód.

Lemat 10. [15] Niech {cj,k}∞j,k=1 ⊂ C, p  1 oraz niech {b (n)}∞n=1 b¦dzie ci¡giem rosn¡cym
o wyrazach nieujemnych takim, »e b(n) → ∞, gdy n → ∞ i zachodzi warunek (3.8). Je±li
nierówno±¢2m−1∑

j=m

2m−1∑
k=m

|∆rrcj,k|p
 1p ¬ C

nm
sup

M+Nb(m+n)

2M∑
k=M

2N∑
j=N

|cj,k|, dla m,n ∈ N

jest speªniona, to

m
1
pn

1
p

∞∑
j=m

∞∑
k=n

|∆rrcj,k| → 0, gdy m+ n→∞. (3.11)

Dowód. Niech ε > 0. Wykorzystuj¡c nierówno±¢ Höldera z p > 1 oraz (3.8) otrzymujemy

∞∑
n=m

∞∑
n=m
|∆rrcj,k| =

∞∑
l=0

∞∑
s=0

2l+1m−1∑
j=2lm

2s+1n−1∑
k=2sn

|∆rrcj,k|

¬
∞∑
l=0

∞∑
s=0


2l+1m−1∑
j=2lm

2s+1n−1∑
k=2sn

|∆rrcj,k|p
 1p 2l+1m−1∑

j=2lm

2s+1n−1∑
k=2sn

1

1− 1p


¬
∞∑
l=0

∞∑
s=0

 C

2lm2sn
sup

M+Nb(2lm+2sn)

2M∑
k=M

2N∑
j=N

|cj,k|
(
2sm2ln

)1− 1
p


¬
∞∑
l=0

∞∑
s=0

 C

(2lm2sn)
1
p

sup
M+Nb(2lm+2sn)

2M∑
k=M

2N∑
j=N

kj|cj,k|
kj


<
Cε

(mn)
1
p

∞∑
l=0

∞∑
s=0

 1

(2l2s)
1
p

sup
M+Nb(2lm+2sn)

2M∑
k=M

2N∑
j=N

1
kj


¬ 4Cε
(mn)

1
p

∞∑
l=0

∞∑
s=0

 1

(2l2s)
1
p

≪ ε

m
1
pn

1
p

.

Zatem, warunek (3.11) jest speªniony, co ko«czy dowód.

Warto w tym miejscu zauwa»y¢, »e j¡dro oraz j¡dro sprz¦»one typu Dirichleta posiadaj¡
osobliwo±ci w punktach przedziaªu [0, π], a ich liczba jest zale»na od r. Z tego
powodu, w dowodach twierdze« podaj¡cych warunki dostateczne zbie»no±ci jednostajnej
szeregów trygonometrycznych, konieczne jest dokonanie podziaªu przedziaªu [0, π] na pod-
przedziaªy oraz wykorzystanie nierówno±ci przedstawionych w poni»szym lemacie.
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Lemat 11. Niech {ak}∞k=0 ⊂ C, l ∈ Z, r ∈ N oraz niech dane b¦d¡ liczby n,N ∈ N takie, »e

n ¬ N . Je±li x ∈
(
2lπ
r
, (2l+1)π

r

]
, to

∣∣∣∣∣
N∑
k=n

ak sin(kx)

∣∣∣∣∣ ¬ π

2 (rx− 2πl)

 N∑
k=n

|∆rak|+
N+r∑
k=N+1

|ak|+
n+r−1∑
k=n

|ak|

 (3.12)

i ∣∣∣∣∣
N∑
k=n

ak cos(kx)

∣∣∣∣∣ ¬ π

2 (rx− 2πl)

 N∑
k=n

|∆rak|+
N+r∑
k=N+1

|ak|+
n+r−1∑
k=n

|ak|

 , (3.13)

oraz je±li x ∈
(
(2l+1)π
r
, (2l+2)π

r

)
, to

∣∣∣∣∣
N∑
k=n

ak sin(kx)

∣∣∣∣∣ ¬ π

2 (2(l + 1)π − rx)

 N∑
k=n

|∆rak|+
N+r∑
j=N+1

|ak|+
n+r−1∑
j=n

|ak|

 (3.14)

i ∣∣∣∣∣
N∑
k=n

ak cos(kx)

∣∣∣∣∣ ¬ π

2 (2(l + 1)π − rx)

 N∑
k=n

|∆rak|+
N+r∑
j=N+1

|ak|+
n+r−1∑
j=n

|ak|

 . (3.15)

Dowód. Wykorzystuj¡c Lemat 3 uzyskujemy∣∣∣∣∣
N∑
k=n

ak sin(kx)

∣∣∣∣∣ ¬
N∑
k=n

|∆rak|
∣∣∣D̃k,r(x)∣∣∣+ N+r∑

k=N+1

|ak|
∣∣∣D̃k,−r(x)∣∣∣+ n+r−1∑

k=n

|ak|
∣∣∣D̃k,−r(x)∣∣∣

oraz∣∣∣∣∣
N∑
k=n

ak cos(kx)

∣∣∣∣∣ ¬
N∑
k=n

|∆rak| |Dk,r(x)|+
N+r∑
k=N+1

|ak| |Dk,−r(x)|+
n+r−1∑
k=n

|ak| |Dk,−r(x)| .

Je±li x ∈
(
2lπ
r
, (2l+1)π

r

]
, to korzystaj¡c z nierówno±ci

∣∣∣sin( rx2 )∣∣∣  rxπ − 2l otrzymujemy
∣∣∣D̃k,±r(x)∣∣∣ =

∣∣∣∣∣cos(k ±
r
2)x

2 sin(± rx2 )

∣∣∣∣∣ ¬ 1∣∣∣2 sin(± rx2 )∣∣∣ ¬
1

2
(
rx
π
− 2l

) (3.16)

oraz

|Dk,±r(x)| =
∣∣∣∣∣sin(k ±

r
2)x

2 sin(± rx2 )

∣∣∣∣∣ ¬ 1∣∣∣2 sin(± rx2 )∣∣∣ ¬
1

2
(
rx
π
− 2l

) . (3.17)

Z powy»szych oszacowa« mamy∣∣∣∣∣
N∑
k=n

ak sin(kx)

∣∣∣∣∣ ¬ π

2 (rx− 2lπ)

 N∑
k=n

|∆rak|+
N+r∑
k=N+1

|ak|+
n+r−1∑
k=n

|ak|


oraz ∣∣∣∣∣

N∑
k=n

ak cos(kx)

∣∣∣∣∣ ¬ π

2 (rx− 2πl)

 N∑
k=n

|∆rak|+
N+r∑
k=N+1

|ak|+
n+r−1∑
k=n

|ak|

 ,
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Analogicznie, je±li x ∈
(
(2l+1)π
r
, (2l+2)π

r

)
, to korzystaj¡c z nierówno±ci

∣∣∣sin( rx2 )∣∣∣  2(l+1)− rxπ
otrzymujemy∣∣∣∣∣

N∑
k=n

ak sin(kx)

∣∣∣∣∣ ¬ π

2
(
2(l + 1)− rx

π

)
 N∑
k=n

|∆rak|+
N+r∑
k=N+1

|ak|+
n+r−1∑
k=n

|ak|


oraz ∣∣∣∣∣

N∑
k=n

ak cos(kx)

∣∣∣∣∣ ¬ π

2 (2(l + 1)π − rx)

 N∑
k=n

|∆rak|+
N+r∑
j=N+1

|ak|+
n+r−1∑
j=n

|ak|

 .
To ko«czy dowód.

3.2 Zbie»no±¢ jednostajna podwójnych szeregów sinusów

Niech {cj,k}∞j,k=1 b¦dzie podwójnym ci¡giem liczb zespolonych. Rozwa»my podwójny szereg
sinusów postaci

∞∑
j=1

∞∑
k=1

cj,k sin (jx) sin (ky) . (3.18)

Pierwszy wynik dotycz¡cy jednostajnej zbie»no±ci podwójnych szeregów sinusów zostaª przed-
stawiony przez I. E. �aka oraz A. A. �neidera w pracy [48]. Mo»na go sformuªowa¢ w postaci
nast¦puj¡cego twierdzenia:

Twierdzenie 15. [48] Je»eli {cj,k}∞j,k=1 ∈ MDS, to szereg (3.18) jest zbie»ny regularnie
jednostajnie wzgl¦dem (x, y) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (3.8).

Twierdzenie to w kolejnych latach zostaªo uogólnione poprzez zast¡pienie ci¡gów monoto-
nicznych ci¡gami o ograniczonych wariacjach zde�niowanych w Rozdziale 1 tej rozprawy.
Dla klasy ci¡gów DGM(1, 1α, 1β, 1γ, 1) wynik ten zostaª udowodniony przez P. Kórusa oraz
F. Móricza w artykule [11], a w pracy [12] dla klasy ci¡gów DGM(1, 2α, 2β, 2γ, 1). W tej sa-
mej pracy P. Kórus udowodniª warunek dostateczny dla klasy ci¡gów DGM(1, 3α, 3β, 3γ, 1).
Dalej, L. Leindler w artykule [28] rozszerzyª wynik otrzymany przez I. E. �aka oraz A. A. �ne-
idera dla klasy ci¡gów DGM(1, α, β, γ, 1), gdzie α = αm,n = O(m−1), β = βm,n = O(m−1),
γ = γm,n = O(mn−1), gdy m + n → ∞. Ponadto Twierdzenie 15 zostaªo uogólnione przez
K. Duzinkiewicza oraz B. Szala w pracy [3] dla klasy ci¡gów DGM(1, 3α, 3β, 3γ, 2).

Poni»sze twierdzenia s¡ gªównymi wynikami tego rozdziaªu i podaj¡ one warunki koniecz-
ne oraz dostateczne jednostajnej regularnej zbie»no±ci szeregu (3.18), którego wspóªczynniki
nale»¡ do klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r). Zostaªy one udowodnione w pracach [14] i [15].

Twierdzenie 16. [14] Niech dany b¦dzie ci¡g o wyrazach nieujemnych {cj,k}∞j,k=1 nale»¡cy
do klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r), gdzie r ∈ N oraz p  1. Je±li szereg (3.18) jest zbie»ny
jednostajnie regularnie wzgl¦dem (x, y), to

(mn)
1
p cm,n → 0, (3.19)

gdy m+ n→∞.
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Dowód. Niech {cj,k}∞j,k=1 b¦dzie podwójnym ci¡giem o wyrazach nieujemnych oraz niech
ε > 0. Wykorzystuj¡c zaªo»enie, »e szereg (3.18) jest zbie»ny jednostajnie regularnie wzgl¦-
dem (x, y) otrzymujemy, »e istnieje liczba naturalna m0 = m0(ε) taka, »e nierówno±¢∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ < ε, (gdzie 1 ¬ m ¬M, 1 ¬ n ¬ N) (3.20)

jest speªniona dla dowolnego m,n,M,N ∈ N, gdy m+ n > m0 oraz dowolnego (x, y) ∈ R2.
Niech

x1(m) =
π

4(m+ r)
,

x2(m) =
π

4λb1(m)
,

x3(m) =
π

4m
,

y1(n) =
π

4(n+ r)
,

y2(n) =
π

4λb2(n)
,

y3(n) =
π

4n
.

Wtedy

sin(jx1(m))  sin(
π

4
), dla m+ r ¬ j ¬ 2m+ r − 1,

sin(jx2(m))  sin(
π

4λ
), dla b1(m) ¬ j ¬ 2λb1(m),

sin(jx3(m))  sin(
π

4
), dla m ¬ j ¬ 2m,

sin(ky1(n))  sin(
π

4
), dla n+ r ¬ k ¬ 2n+ r − 1,

sin(ky2(n))  sin(
π

4λ
), dla b2(n) ¬ k ¬ 2λb2(n),

sin(ky3(n))  sin(
π

4
), dla n ¬ k ¬ 2n.

Poniewa» ci¡gi {b1(l)}∞l=1, {b2(l)}
∞
l=1 {b3(l)}

∞
l=1 d¡»¡ do niesko«czono±ci, to istnieje liczba

naturalna m1, taka, »e dla dowolnych m,n speªniaj¡cych nierówno±¢ m+n > m1 prawdziwe
s¡ równie» nierówno±ci m + n > m0, b1(m) + n > m0, m + b2(n) > m0 i b3(m + n) > m0.
Wykorzystuj¡c powy»sze nierówno±ci, Lemat 8 oraz (3.20) otrzymujemy

4ε > sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k sin(jx3(M)) sin(ky3(N))

+
2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n+r−1∑
k=n+1

cj,k sin(jx2(m)) sin(ky1(n))

+
2m+r−1∑
j=m+r

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k sin(jx1(m)) sin(ky1(n))
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+
2λb2(n)∑
k=b2(n)

2m+r−1∑
j=m+1

cj,k sin(jx1(m)) sin(ky2(n))

 sin(π
4
)2 sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k + sin(
π

4
) sin(

π

4λ
)
2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n+r−1∑
k=n+1

cj,k

+ sin(
π

4
)2
2m+r−1∑
j=m+r

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k + sin(
π

4
) sin(

π

4λ
)
2λb2(n)∑
k=b2(n)

2m+r−1∑
j=m+1

cj,k

≫
(
sin(
π

4
) sin(

π

4λ
)
)
(mn)

1
p cm,n, gdy m+ n > m1 oraz m,n  max{λ, 2r}.

Je±li j → ∞ oraz k < max{λ, 2r} lub j < max{λ, 2r} oraz k → ∞, wtedy warunek (3.19)
wynika z jednostajnej zbie»no±ci szeregów pojedynczych (3.25) analogicznie jak w pracy
P. Kórusa oraz F. Móricza [11], co ko«czy dowód.

Poni»sza uwaga pokazuje, »e Twierdzenie 16 uogólnia wynik podaj¡cy warunek konieczny
jednostajnej zbie»no±ci podwójnego szeregu sinusów (3.18) uzyskany przez B. Szala oraz
K. Duzinkiewicza w pracy [3] dla klasy DGM (1, 2α, 2β, 2γ, 2), a w konsekwencji wszystkie
wcze±niejsze wyniki dotycz¡ce tej problematyki.

Uwaga 17. Podstawiaj¡c p = 1, r = 2 w Twierdzeniu 16 uzyskujemy wynik otrzymany przez
B. Szala oraz K. Duzinkiewicza w pracy [3].

Przedstawione zostanie teraz twierdzenie podaj¡ce warunek dostateczny jednostajnej re-
gularnej zbie»no±ci szeregu (3.18), którego wspóªczynniki nale»¡ do klasyDGM (p, 2α, 2β, 2γ, r).

Twierdzenie 18. [15] Niech ci¡g {cj,k}∞j,k=1 ⊂ C nale»y do klasy DGM (p, 2α, 2β, 2γ, r),
gdzie p > 1, r ∈ N. Zaªó»my, »e dla dowolnego r  3 szereg

∞∑
j=1

∞∑
k=1

cj,k sin
(
2l1π
r
j

)
sin

(
2l2π
r
k

)
(3.21)

jest zbie»ny regularnie, gdzie l1, l2 ∈
{
1, ..., [ r2 ]− 1

}
, gdy r jest liczb¡ parzyst¡ oraz

l1, l2 ∈
{
1, ..., [ r2 ]

}
, gdy r jest liczb¡ nieparzyst¡ oraz

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k| → 0, (3.22)

sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k| → 0, (3.23)

gdy m+ n→∞. Je±li

mn lnm lnn |cm,n| → 0, gdy m+ n→∞, (3.24)

to szereg (3.18) jest zbie»ny jednostajnie regularnie wzgl¦dem (x, y).

Dowód. Niech r ∈ N oraz p > 1. Analogicznie jak w Twierdzeniu 10 dostajemy, »e pojedyncze
szeregi:

∞∑
j=1

cj,n sin jx, n = 1, 2, . . . ,
∞∑
k=1

cm,k sin ky, m = 1, 2, . . . (3.25)
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s¡ jednostajnie zbie»ne, poniewa» dla dowolnego m,n ∈ N otrzymujemy, »e
{cj,n}∞j=1 ∈ GM(p, 2α, r) ⊆ GM(p, 3α, r) ≡ GM(p, 5δ, r), j ln jcj,n → 0, gdy j → ∞,
{cm,k}∞k=1 ∈ GM(p, 2β, r) ⊆ GM(p, 3β, r) ≡ GM(p, 5δ, r), k ln kcm,k → 0, gdy k → ∞
oraz

∞∑
j=1
cj,n sin

(
2l1π
r

)
< ∞ i

∞∑
k=1
cm,k sin

(
2l2π
r

)
< ∞ dla dowolnego r  3 i dowolnych

l1, l2 ∈ {1, ...,
[
r
2

]
}, gdy r jest liczb¡ parzyst¡ oraz l1, l2 ∈ {1, ...,

[
r
2

]
}, gdy r jest liczb¡

nieparzyst¡. Niech ϵ > 0. Poka»emy, »e dla dowolnych M  m > η(ε), N  n > η(ε) oraz
dla dowolnego (x, y) ∈ R2 zachodzi nierówno±¢∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣≪ ε, (3.26)

gdzie η = η(ε) > λ jest liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e dla dowolnego m,n > η i M  m oraz
N  n zachodzi∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(j
2l1π
r
) sin(k

2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣ < ε, gdzie l1, l2 speªniaj¡ zaªo»enia twierdzenia,

m
1
p sup
kn
k
∞∑
j=n

|∆r0cj,k| < ε, n
1
p sup
jm
j
∞∑
k=n

|∆r0cj,k| < ε,

m
1
pn

1
p

∞∑
j=m

∞∑
k=n

|∆rran| < ε mn lnm lnn |cm,n| < ε,

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k| < ε, sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k| < ε.

(3.27)

Powy»sze nierówno±ci wynikaj¡ bezpo±rednio z Lematu 9, Lematu 10, (3.21), (3.22) (3.23)
oraz (3.24).
Je±li x = 0 lub y = 0, oraz je±li x = π lub y = π nierówno±¢ (3.26) jest prawdziwa. Wyko-
rzystuj¡c (3.21) otrzymujemy, »e nierówno±¢ (3.26) jest speªniona je±li x = 2l1π

r
i y = 2l2π

r
,

gdzie r  3 i l1, l2 ∈
{
1, ..., [ r2 ]− 1

}
, gdy r jest liczb¡ parzyst¡, oraz l1, l2 ∈

{
1, ..., [ r2 ]

}
, gdy

r jest liczb¡ nieparzyst¡.

Zaªó»my, »e x ∈
(
2l1π
r
, (2l1+1)π

r

]
oraz y ∈

(
2l2π
r
, (2l2+1)π

r

]
, gdzie l1, l2 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ] − 1},

gdy r jest liczb¡ parzyst¡, oraz l1, l2 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ]}, gdy r jest liczb¡ nieparzyst¡. Niech

µ =
[

1
x− 2l1π

r

]p
oraz ν =

[
1

y− 2l2π
r

]p
. Wykorzystuj¡c elementarne przeksztaªcenia otrzymujemy

sin(jx) sin(ky) =
(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)(
sin(ky)− sin(k2l2π

r
)
)

+
(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)
sin(k
2l2π
r
)

+ sin(j
2l1π
r
)
(
sin(ky)− sin(k2l2π

r
)
)
+ sin(j

2l1π
r
) sin(k

2l2π
r
). (3.28)

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej odpowiednio do funkcji
f(x) = sin(jx) oraz f(y) = sin(ky) na przedziaªach

[
2l1π
r
, x
]
oraz

[
2l2π
r
, y
]
, uzyskujemy,
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»e dla dowolnego j, k ∈ N istniej¡ liczby zj ∈
(
2l1π
r
, x
)
oraz qk ∈

(
2l2π
r
, y
)
takie, »e

sin(jx)− sin(2l1π
r
) = j cos(jzj)(x−

2l1π
r
),

sin(ky)− sin(2l2π
r
) = k cos(kqk)(y −

2l2π
r
).

(3.29)

Rozwa»my teraz dziewi¦¢ nast¦puj¡cych przypadków:
Przypadek (a): η < m ¬ M ¬ µ oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (a) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:
(a1): m+ µ

1
p > M oraz n+ ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.27), (3.28) i (3.29) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)(
sin(ky)− sin(k2l2π

r
)
) ∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)
sin(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(j
2l1π
r
)
(
sin(ky)− sin(k2l2π

r
)
) ∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(j
2l1π
r
) sin(k

2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
<

(
x− 2l1π

r

)(
y − 2l2π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

|cj,kj cos(jzj)k cos(kqk)|

+
(
x− 2l1π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kj cos(jzj) sin(k2l2πr )
∣∣∣∣∣

+
(
y − 2l2π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kk cos(kqk) sin(j 2l1πr )
∣∣∣∣∣+ ε

¬ 1

µ
1
pν
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

jk ln j ln k |cj,k|

+
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+
1

ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|+ ε < 4ε.

(a2): m+ µ
1
p > M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) =
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) +
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

= S1 + S2.

Analogicznie jak w przypadku (a1) mamy

|S1| =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
1

µ
1
pν
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

j ln jk ln k |cj,k|
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+
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+
1

ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|+ ε < 4ε.

Wykorzystuj¡c Lemat 5, (3.27) i (3.29) otrzymujemy

|S2| =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k

(
j cos(jzj)

(
x− 2l1π

r

)
+ sin(j

2l1π
r
)
)
sin(ky)

∣∣∣∣∣∣
¬
(
x− 2l1π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

|cj,kj cos(jzj)|+
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

∣∣∣∣∣cj,k sin(j 2l1πr ) sin(ky)
∣∣∣∣∣

<
4ε

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

1
(k + 1) ln(k + 1)

+ 4 sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|
n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

1
(k + 1) ln(k + 1)

¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

k+1∫
k

1
x lnx

dx+ 4 sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|
n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

k+1∫
k

1
x lnx

dx

¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν∫
n+ν

1
p

1
k ln k

dk + 4ε
n+ν∫
n+ν

1
p

1
k ln k

dk ¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

ln p+ 4ε ln p

¬ 8ε ln p.

Zatem ∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ < ε (4 + 8 ln p) . (3.30)

(a3): m + µ
1
p ¬ M oraz n + ν

1
p > N . Analogicznie jak w (a2) otrzymujemy, »e nierówno±¢

(3.30) jest prawdziwa.
(a4): m+ µ

1
p ¬M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

=
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

+
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

= S3 + S4 + S5 + S6.
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Analogicznie jak w (a1) mamy

|S3| =

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 4ε.
Wykorzystuj¡c oszacowania z (a2), otrzymujemy

|S4| =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣
¬
(
y − 2l2π

r

)
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

|cj,k sin(jx)k cos(kqk)|+
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,k sin(jx) sin(k2l2πr )
∣∣∣∣∣

<
4ε

ν
1
p

m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

1
(j + 1) ln(j + 1)

+ 4 sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

1
(j + 1) ln(j + 1)

¬ 8ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

j+1∫
j

1
x lnx

dx ¬ 8ε
j+µ∫
j+µ

1
p

1
x lnx

dx ¬ 8ε ln p

oraz

|S5| =

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 8ε ln p.
Dalej, korzystaj¡c z Lematu 5, dostajemy

|S6| =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

|cj,k|

< 16ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

1
(j + 1) ln(j + 1)

1
(k + 1) ln(k + 1)

¬ 16ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

j+1∫
j

1
x lnx

dx
n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

k+1∫
k

1
y ln y

dy

¬ 16ε
n+ν∫
n+ν

1
p

m+µ∫
m+µ

1
p

1
x lnx

1
y ln y

dxdy ¬ 16ε ln2 p.

Przypadek (b): max{µ, η} < m ¬ M oraz η < n ¬ N ¬ ν. W tym przypadku mamy do
rozwa»enia dwa przypadki:
(b1): n+ ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.29) otrzymujemy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) =
N∑
k=n

(
k cos(kqk)

(
y − 2l2π

r

)
+ sin(k

2l2π
r
)
)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)
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=
(
y − 2l2π

r

)
N∑
k=n

k cos(kqk)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
N∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(k
2l2π
r
) sin(jx)

= S7 + S8.

Korzystaj¡c z Lematu 11 oraz (3.27) mamy

|S7| ¬
(
y − 2l2π

r

)
n+ν

1
p−1∑
k=n

k

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣
¬ 1
ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

k

2
(
rx
π
− 2l1

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|



¬ π(µ+ 1)
1
p

2rν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

k

 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|


¬ π

2ν
1
p r

n+ν
1
p−1∑
k=n

m 1p sup
kn
k
M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

jk ln j ln k |cj,k|+
m+r−1∑
j=m

jk ln j ln k |cj,k|


<
π

2ν
1
p r

n+ν
1
p−1∑
k=n

(ε+ rε+ rε) ¬ 3πε. (3.31)

Dalej, korzystaj¡c z Lematu 11, (3.27) oraz de�nicji klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r) dostajemy

|S8| ¬
n+ν

1
p−1∑
k=n

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ ¬
n+ν

1
p−1∑
k=n

1

2
(
rx
π
− 2l1

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|



¬ π(µ+ 1)
1
p

2r

n+ν
1
p−1∑
k=n

 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|


¬ π
2r

m 1p ∞∑
k=n

∞∑
s=0

2s+1m−1∑
j=2sm

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|


<
π

2r

m 1p ∞∑
k=n

∞∑
s=0

(2sm)1−
1
p

2s+1m−1∑
j=2sm

|∆r0cj,k|p
 1p + 2rε


¬ π
2r

m 1p ∞∑
k=n

∞∑
s=0

C

(2sm)
1
p

max
b1(2sm)¬M¬λb1(2sm)

2M∑
j=M

|cj,k|+ 2rε


¬ π
2r

C ∞∑
s=0

1

2
s
p

2λb1(2sm)∑
j=b1(2sm)

1
j ln j

(
sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|
)
+ 2rε


¬ πε
2r

C ∞∑
s=0

1

2
s
p

2λb1(2sm)∑
j=b1(2sm)

1
j ln j

+ 2rε

 ¬ πε
r

(
Cλ

∞∑
s=0

1

2
s
p
+ r

)
≪ ε. (3.32)

Zatem nierówno±¢ (3.26) jest speªniona.
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(b2): n+ ν
1
p ¬ N . Wtedy korzystaj¡c z (3.29) mamy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) =
n+ν

1
p−1∑
k=n

sin(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
N∑

k=n+ν
1
p

sin(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

=
n+ν

1
p−1∑
k=n

((
k cos(kqk)

(
y − 2l2π

r

))
+ sin(k

2l2π
r
)
)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

+
N∑

k=n+ν
1
p

sin(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

=
(
y − 2l2π

r

)
n+ν

1
p−1∑
k=n

k cos(kqk)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
n+ν

1
p−1∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(k
2l2π
r
) sin(jx)

+
N∑

k=n+ν
1
p

sin(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) = S9 + S10 + S11.

Analogicznie jak w (3.31) oraz (3.32) uzyskujemy, »e |S9| ¬ 3πε, |S10| ≪ ε. Wykorzystuj¡c
Lemat 5, Lemat 11, (3.27), de�nicj¦ klasy DGM (p, 2α, 2β, 2γ, r) oraz nierówno±¢ Höldera z
p > 1 otrzymujemy

|S11| ¬
N∑

k=n+ν
1
p

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣
¬

N∑
k=n+ν

1
p

1

2
(
rx
π
− 2l1

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|



¬ π(µ+ 1)
1
p

2r

N∑
k=n+ν

1
p

 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|



<
π

2r
m
1
p

∞∑
k=n

∞∑
s=0

(2sm)1−
1
p

2s+1m−1∑
j=2sm

|∆r0cj,k|p
 1p + 8πrε

2r

n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

1
(k + 1) ln(k + 1)

¬ π
2r
m
1
p

∞∑
k=n

∞∑
s=0

C

(2sm)
1
p

max
b1(2sm)¬M¬λb1(2sm)

2M∑
j=M

|cj,k|+ 4πε
n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

k+1∫
k

1
x lnx

dx

¬ Cπ
2r

∞∑
s=0

1

2
s
p

2λb1(2sm)∑
j=b1(2sm)

1
j ln j

(
sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|
)
+ 4πε

n+ν∫
n+ν

1
p

1
x lnx

dx

¬ Cπε
2r

∞∑
s=0

1

2
s
p

2λb1(2sm)∑
j=b1(2sm)

1
j ln j

+ 4πε ln p

¬ Cπε2λ
2r

∞∑
s=0

1

2
s
p
+ 4πε ln p≪ ε. (3.33)

St¡d nierówno±¢ (3.26) jest prawdziwa.
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Przypadek (c): η < m ¬M ¬ µ oraz max{η, ν} < n ¬ N . Jest to symetryczny odpowiednik
przypadku (b), wi¦c dowód jest analogiczny. Zatem nierówno±¢ (3.26) jest speªniona.
Przypadek (d): max{η, µ} < m ¬ M oraz max{η, ν} < n ¬ N . Wykorzystuj¡c Lemat 3
otrzymujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

sin(jx)
N∑
k=n

cj,k sin(ky)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

sin(jx)

− N∑
k=n

∆0rcj,kD̃k,r(y) +
N+r∑
k=N+1

|cj,k|
∣∣∣D̃k,−r(y)∣∣∣

−
n+r−1∑
k=n

cj,kD̃k,−r(y)
)∣∣∣∣∣

¬

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

∆rrcj,kD̃j,r(x)D̃k,r(y)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M+r∑
j=M+1

N∑
k=n

∆0rcj,kD̃j,−r(x)D̃k,r(y)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
m+r−1∑
j=m

N∑
k=n

∆0rcj,kD̃j,−r(x)D̃k,r(y)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N+r∑
k=N+1

∆r0cj,kD̃j,r(x)D̃k,−r(y)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

n+r−1∑
k=n

∆r0cj,kD̃j,r(x)D̃k,−r(y)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M+r∑
j=M+1

N+r∑
k=N+1

cj,kD̃j,−r(x)D̃k,−r(y)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
m+r−1∑
j=m

N+r∑
k=N+1

cj,kD̃j,−r(x)D̃k,−r(y)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M+r∑
j=M

n+r−1∑
k=n

cj,kD̃j,−r(x)D̃k,−r(y)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
m+r−1∑
j=m

n+r−1∑
k=n

cj,kD̃j,−r(x)D̃k,−r(y)

∣∣∣∣∣∣ .
Korzystaj¡c z (3.16) oraz (3.27) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣ ¬ π2r2 (µ+ 1) 1p (ν + 1) 1p
 M∑
j=m

N∑
k=n

|∆rrcj,k|+
M+r∑
j=M+1

N∑
k=n

|∆0rcj,k|

+
m+r−1∑
j=m

N∑
k=n

|∆0rcj,k|+
M∑
j=m

N+r∑
k=N+1

|∆r0cj,k|+
M∑
j=m

n+r−1∑
k=n

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

N+r∑
k=N+1

|cj,k|

+
m+r−1∑
j=m

N+r∑
k=N+1

|cj,k|+
M+r∑
j=M

n+r−1∑
k=n

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

n+r−1∑
k=n

|cj,k|


¬ π

2

r2

m 1pn 1p ∞∑
j=m

∞∑
k=n

|∆rrcj,k|+ 2rm
1
p sup
kn
k
∞∑
j=m

|∆r0cj,k|

+2rn
1
p sup
jm
j
∞∑
k=n

|∆0rcj,k|+ 4r2 sup
jm kn

jk ln j ln k |cj,k|
)

¬ π
2

r2

(
ε+ 2rε+ 2rε+ 4r2ε

)
¬ 4π2ε. (3.34)

Przypadek (e): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ N ¬ ν. Wtedy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣
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oraz korzystaj¡c z Przypadku (a) i (b) otrzymujemy (3.26).
Przypadek (f): η < m ¬M ¬ µ i η < n ¬ ν < N . W tym przypadku mamy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

ν∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=ν+1

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ .
Korzystaj¡c z Przypadku (a) i (c) uzyskujemy (3.26).
Przypadek (g): max{η, µ} < m ¬M i η < n ¬ ν < N . Wtedy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣
oraz korzystaj¡c z Przypadku (c) i (d) otrzymujemy (3.26).
Przypadek (h): η < m ¬ µ < M i max{η, ν} < n ¬ N . Teraz mamy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

ν∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=ν+1

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ .
Korzystaj¡c z Przypadku (b) i (d) uzyskujemy (3.26).
Przypadek (i): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ ν < N . Wtedy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

ν∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

ν∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

N∑
k=ν+1

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

N∑
k=ν+1

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ .
Korzystaj¡c z Przypadków (a) - (d) otrzymujemy (3.26).

Zaªó»my teraz, »e x ∈ ( (2l1+1)π
r
, 2(l1+1)π

r
), y ∈ (2l2π

r
, (2l2+1)π

r
], gdzie l1 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ] − 1} i

l2 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ]}, gdy r  3 jest liczb¡ nieparzyst¡, oraz l1, l2 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ] − 1}, gdy r
jest liczb¡ parzyst¡. Niech µ =

[
1

2(l1+1)π
r
−x

]p
oraz ν =

[
1

y− 2l2π
r

]p
. Wykorzystuj¡c elementarne

przeksztaªcenia otrzymujemy

sin(jx) sin(ky) =
(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)(
sin(ky)− sin(k2l2π

r
)
)

+
(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)
sin

(
k
2l2π
r

)

+ sin
(
j
2(l1 + 1)π
r

)(
sin(ky)− sin(k2l2π

r
)
)

+ sin
(
j
2(l1 + 1)π
r

)
sin

(
k
2l2π
r

)
. (3.35)

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f(x) = sin(jx) oraz
f(y) = sin(ky) odpowiednio na przedziaªach

[
x, 2(l1+1)π

r

]
oraz

[
2l2π
r
, y
]
, uzyskujemy, »e dla

dowolnego j, k ∈ N istniej¡ liczby zj ∈
(
x, 2(l1+1)π

r

)
, oraz qk ∈

(
2l2π
r
, y
)
takie, »e

sin(
2(l1 + 1)π
r

)− sin(jx) = j cos(jzj)(
2(l1 + 1)π
r

− x),
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sin(ky)− sin(k2l2π
r
) = k cos(kqk)(y −

2l2π
r
). (3.36)

Mamy do rozwa»enia dziewi¦¢ przypadków: (a*)-(i*).
Przypadek (a*): η < m ¬ M ¬ µ oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (a*) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:
(a1*): m+ µ

1
p > M oraz n+ ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.27), (3.35) i (3.36) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣
¬

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)(
sin(ky)− sin(k2l2π

r
)
) ∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

(
sin(jx)− sin(j 2 (l1 + 1) π

r
)
)
sin

(
k
2l2π
r

) ∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin
(
j
2 (l1 + 1) π
r

)(
sin(ky)− sin(k2l2π

r
)
) ∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin
(
j
2 (l1 + 1) π
r

)
sin

(
k
2l2π
r

) ∣∣∣∣∣∣
<

(
2(l1 + 1)π
r

− x
)(
y − 2l2π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

|cj,kj cos(jzj)k cos(kqk)|

+
(
2(l1 + 1)π
r

− x
)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kj cos(jzj) sin
(
k
(2l2 + 1) π
r

)∣∣∣∣∣
+
(
y − 2l2π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kk cos(kqk) sin
(
j
2 (l1 + 1) π
r

)∣∣∣∣∣+ ε
¬ 1

µ
1
pν
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

jk ln j ln k |cj,k|

+
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+
1

ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|+ ε < 4ε.

(a2*): m+ µ
1
p > M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) =
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) +
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

= S∗1 + S
∗
2 .

Analogicznie jak w przypadku (a1*) dostajemy, »e

|S∗1 | =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 4ε.
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Korzystaj¡c z Lematu 5, (3.27) oraz (3.36) otrzymujemy analogicznie jak przy szacowaniu
wielko±ci |S2|, »e

|S∗2 | =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k

(
−j cos(jzj)

(
2(l1 + 1)π
r

− x
)
+ sin

(
j
2 (l1 + 1) π
r

))
sin(ky)

∣∣∣∣∣∣
¬
(
2(l1 + 1)π
r

− x
)
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

|cj,kj cos(jzj)|+
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

∣∣∣∣∣cj,k sin
(
j
2 (l1 + 1) π
r

)
sin(ky)

∣∣∣∣∣
<
4ε

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

1
(k + 1) ln(k + 1)

+ 4 sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

∣∣∣∣∣∣∣cj,k
n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

1
(k + 1) ln(k + 1)

∣∣∣∣∣∣∣
¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

k+1∫
k

1
x lnx

dx+ 4 sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|
n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

k+1∫
k

1
x lnx

dx

¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν∫
n+ν

1
p

1
k ln k

dk + 4ε
n+ν∫
n+ν

1
p

1
k ln k

dk ¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

ln p+ 4ε ln p

¬ 8ε ln p.

Zatem ∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ < ε (4 + 8 ln p) . (3.37)

(a3*): m+ µ
1
p ¬ M oraz n+ ν

1
p > N . Analogicznie jak w (a2*) otrzymujemy, »e (3.37) jest

prawdziwa.
(a4*): m+ µ

1
p ¬M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

=
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

+
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

= S∗3 + S
∗
4 + S

∗
5 + S

∗
6 .

Analogicznie jak w (a1*) uzyskujemy, »e

|S∗3 | =

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 4ε.
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Dodatkowo, wykorzystuj¡c oszacowania z (a2*), otrzymujemy

|S∗4 | =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣
<

∣∣∣∣∣∣∣
(
y − 2l2π

r

)
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx)k cos(kqk) +
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣∣
<
4ε

ν
1
p

m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

1
(j + 1) ln(j + 1)

+ 4 sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

1
(j + 1) ln(j + 1)

¬ 8ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

j+1∫
j

1
x lnx

dx ¬ 8ε
j+µ∫
j+µ

1
p

1
x lnx

dx ¬ 8ε ln p

oraz

|S∗5 | =

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 8ε ln p.
Dalej, korzystaj¡c z Lematu 5, dostajemy, »e |S∗6 | < 16ε ln2 p.
Przypadek (b*): max{µ, η} < m ¬ M oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (b*) mamy dwa
przypadki do rozwa»enia:
(b1*): n+ ν

1
p > N . Analogicznie jak w (b1), korzystaj¡c z (3.36) otrzymujemy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) =
(
y − 2l2π

r

)
N∑
k=n

k cos(kqk)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

+
N∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(k
2l2π
r
) sin(jx) = S∗7 + S

∗
8 .

W podobny sposób jak przy szacowaniu wielko±ci |S7| korzystaj¡c z (3.14) zamiast (3.12)
oraz (3.27) uzyskujemy

|S∗7 | ¬
(
y − 2l2π

r

)
n+ν

1
p−1∑
k=n

k

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣
¬ 1
ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

k

2
(
2(l1 + 1)− rxπ

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|



<
π

2ν
1
p r

n+ν
1
p−1∑
k=n

(ε+ rε+ rε) ¬ 3πε. (3.38)

Dalej, analogicznie jak przy szacowaniu wielko±ci |S8|, wykorzystuj¡c (3.14) zamiast (3.12),
(3.27) oraz de�nicj¦ klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r) otrzymujemy

|S∗8 | ¬
n+ν

1
p−1∑
k=n

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣
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¬
n+ν

1
p−1∑
k=n

1

2
(
2(l1 + 1)− rxπ

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|


<
πε

2r

C ∞∑
s=0

1

2
s
p

2λb1(2sm)∑
j=b1(2sm)

1
j ln j

+ 2rε

 ¬ πε
r

(
Cλ

∞∑
s=0

1

2
s
p
+ r

)
≪ ε. (3.39)

Zatem ∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣≪ ε.
(b2*): n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) =
n+ν

1
p−1∑
k=n

sin(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
N∑

k=n+ν
1
p

sin(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

=
n+ν

1
p−1∑
k=n

((
k cos(kqk)

(
y − 2l2π

r

))
+ sin(k

2l2π
r
)
)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

+
N∑

k=n+ν
1
p

sin(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

=
(
y − 2l2π

r

)
n+ν

1
p−1∑
k=n

k cos(kqk)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
n+ν

1
p−1∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(k
2l2π
r
) sin(jx)

+
N∑

k=n+ν
1
p

sin(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) = S∗9 + S
∗
10 + S

∗
11.

Analogicznie jak w (3.38) oraz (3.39) otrzymujemy, »e |S∗9 | ¬ 3πε, |S∗10| ≪ ε. Dalej, podobnie
jak przy szacowaniu wielko±ci |S11|, wykorzystuj¡c (3.14) zamiast (3.12), Lemat 5, Lemat
11, (3.27), de�nicj¦ klasy DGM (p, 2α, 2β, 2γ, r) oraz nierówno±¢ Höldera z p > 1 dostajemy

|S∗11| ¬
N∑

k=n+ν
1
p

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣
¬

N∑
k=n+ν

1
p

1

2
(
2(l1 + 1)− rxπ

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|


<
Cπε2λ
2r

∞∑
s=0

1

2
s
p
+ 4πε ln p≪ ε.

Zatem nierówno±¢ (3.26) jest prawdziwa.
Przypadek (c*): η < m ¬ M ¬ µ oraz max{η, ν} < n ¬ N . Jest to symetryczny odpowied-
nik przypadku (b*), wi¦c dowód jest analogiczny. Zatem otrzymujemy (3.26).
Przypadek (d*): max{η, µ} < m ¬ M oraz max{η, ν} < n ¬ N . Analogicznie jak w
przypadku (d), korzystaj¡c z (3.14) zamiast (3.12), Lematu 3 oraz (3.27) otrzymujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣ ¬ π2r2 (µ+ 1) 1p (ν + 1) 1p
 M∑
j=m

N∑
k=n

|∆rrcj,k|+
M+r∑
j=M+1

N∑
k=n

|∆0rcj,k|
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+
m+r−1∑
j=m

N∑
k=n

|∆0rcj,k|+
M∑
j=m

N+r∑
k=N+1

|∆r0cj,k|+
M∑
j=m

n+r−1∑
k=n

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

N+r∑
k=N+1

|cj,k|

+
m+r−1∑
j=m

N+r∑
k=N+1

|cj,k|+
M+r∑
j=M

n+r−1∑
k=n

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

n+r−1∑
k=n

|cj,k|


¬ π

2

r2

m 1pn 1p ∞∑
j=m

∞∑
k=n

|∆rrcj,k|+ 2rm
1
p sup
kn
k
∞∑
j=m

|∆r0cj,k|

+2rn
1
p sup
jm
j
∞∑
k=n

|∆0rcj,k|+ 4r2 sup
jm kn

jk ln j ln k |cj,k|
)

¬ π
2

r2

(
ε+ 2rε+ 2rε+ 4r2ε

)
≪ ε.

Przypadek (e*): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ N ¬ ν. Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (e) korzystaj¡c z Przypadku (a*) i (b*) uzyskujemy (3.26).
Przypadek (f*): η < m ¬ M ¬ µ i η < n ¬ ν < N . Wtedy, podobnie jak w
Przypadku (f) korzystaj¡c z Przypadku (a*) i (c*) otrzymujemy (3.26).
Przypadek (g*): η < m ¬ µ < M i max{η, ν} < n ¬ N . Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (g) korzystaj¡c z Przypadku (c*) i (d*) dostajemy (3.26).
Przypadek (h*): max{η, µ} < m ¬M i η < n ¬ ν < N . Wtedy, tak samo jak w Przypadku
(h) korzystaj¡c z Przypadku (b*) i (d*) otrzymujemy (3.26).
Przypadek (i*): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ ν < N . Wtedy, podobnie jak w
Przypadku (i) korzystaj¡c z Przypadków (a*) - (d*) uzyskujemy (3.26).

Niech teraz x ∈ (2l1π
r
, (2l1+1)π

r
], y ∈ ( (2l2+1)π

r
, 2(l2+1)π

r
), gdzie l1 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ]}

i l2 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ] − 1}, gdy r  3 jest liczb¡ nieparzyst¡, oraz l1, l2 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ] − 1},
gdy r jest liczb¡ parzyst¡. Niech µ =

[
1

x− 2l1π
r

]p
oraz ν =

[
1

2(l2+1)π
r
−y

]p
. Do rozwa»enia mamy

równie» dziewi¦¢ przypadków: (a**) - (i**). S¡ to symetryczne odpowiedniki przypadków
(a*) - (i*), wi¦c oszacowania s¡ identyczne. Zatem nierówno±¢ (3.26) jest prawdziwa.

Zaªó»my, »e x ∈ ( (2l1+1)π
r
, 2(l1+1)π

r
), y ∈ ( (2l2+1)π

r
, 2(l2+1)π

r
), gdzie l1, l2 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ] − 1},

gdy r  2. Niech µ =
[

1
2(l1+1)π
r
−x

]p
oraz ν =

[
1

2(l2+1)π
r
−y

]p
. Analogicznie, jak w poprzednich

przypadkach, wykorzystuj¡c elementarne przeksztaªcenia otrzymujemy

sin(jx) sin(ky) =
(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)(
sin(ky)− sin(k (2l2 + 1)π

r
)
)

+
(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)
sin

(
k
(2l2 + 1)π
r

)

+ sin
(
j
2(l1 + 1)π
r

)(
sin(ky)− sin(k (2l2 + 1)π

r
)
)

+ sin
(
j
2(l1 + 1)π
r

)
sin

(
k
(2l2 + 1)π
r

)
. (3.40)

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f(x) = sin(jx) oraz
f(y) = sin(ky) odpowiednio na przedziaªach

[
x, 2(l1+1)π

r

]
oraz

[
y, 2(l2+1)π

r

]
, uzyskujemy, »e
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dla dowolnego j, k ∈ N istniej¡ liczby zj ∈
(
x, 2(l1+1)π

r

)
, oraz qk ∈

(
y, 2(l2+1)π

r

)
takie, »e

sin(
2(l1 + 1)π
r

)− sin(jx) = j cos(jzj)(
2(l1 + 1)π
r

− x),

sin(
2(l2 + 1)π
r

)− sin(ky) = k cos(kqk)(
2(l2 + 1)π
r

− y).
(3.41)

Nale»y rozpatrzy¢ dziewi¦¢ przypadków:
Przypadek (a***): η < m ¬ M ¬ µ oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (a***) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:
(a1***): m+ µ

1
p > M oraz n+ ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.27), (3.40) i (3.41) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣
<

(
2(l1 + 1)π
r

− x
)(
2(l2 + 1)π
r

− y
)
M∑
j=m

N∑
k=n

|j cos(jzj)k cos(kqk)cj,k|

+
(
2(l1 + 1)π
r

− x
)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kj cos(jzj) sin
(
k
2 (l2 + 1) π
r

)∣∣∣∣∣
+
(
2(l2 + 1)π
r

− y
)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kk cos(kqk) sin
(
j
2 (l1 + 1) π
r

)∣∣∣∣∣+ ε
¬ 1

µ
1
pν
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

jk ln j ln k |cj,k|

+
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+
1

ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|+ ε < 4ε.

(a2***): m+ µ
1
p > M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) =
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) +
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

= S∗∗∗1 + S
∗∗∗
2 .

Analogicznie jak w przypadku (a1***) otrzymujemy, »e

|S∗∗∗1 | =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 4ε.
Korzystaj¡c z Lematu 5, (3.27) oraz (3.41) dostajemy analogicznie jak przy szacowaniu
wielko±ci |S2|

|S∗∗∗2 | =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣
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<
4ε

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν∫
n+ν

1
p

1
k ln k

dk + 4ε
n+ν∫
n+ν

1
p

1
k ln k

dk ¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

ln p+ 4ε ln p

¬ 8ε ln p.

St¡d ∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣ < ε (4 + 8 ln p) . (3.42)

(a3***): m + µ
1
p ¬ M oraz n + ν

1
p > N . Analogicznie jak w (a2***) otrzymujemy, »e

nierówno±¢ (3.42) jest prawdziwa.
(a4***): m+ µ

1
p ¬M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

=
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

+
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

= S∗∗∗3 + S
∗∗∗
4 + S

∗∗∗
5 + S

∗∗∗
6 .

Analogicznie jak w (a1***) dostajemy, »e

|S∗∗∗3 | =

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 4ε.
Dodatkowo, wykorzystuj¡c oszacowania z (a2***), otrzymujemy

|S∗∗∗4 | =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 8ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

j+1∫
j

1
x lnx

dx ¬ 8ε
j+µ∫
j+µ

1
p

1
x lnx

dx

¬ 8ε ln p

oraz

|S∗∗∗5 | =

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 8ε ln p.
Dalej, korzystaj¡c z Lematu 5, otrzymujemy

|S∗∗∗6 | < 16ε ln2 p.

Przypadek (b***): max{µ, η} < m ¬ M oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (b***) mamy
dwa przypadki do rozwa»enia:
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(b1***): n+ ν
1
p > N . Korzystaj¡c z (3.41) otrzymujemy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) =
(
2 (l2 + 1) π
r

− y
)
N∑
k=n

(−k cos(kqk))
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

+
N∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(k
2(l2 + 1)π
r

) sin(jx) = S∗∗∗7 + S
∗∗∗
8 .

Korzystaj¡c z (3.14) oraz (3.27) dostajemy

|S∗∗∗7 | ¬
(
2 (l2 + 1) π
r

− y
)
n+ν

1
p−1∑
k=n

k

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣
¬ 1
ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

k

2
(
2(l1 + 1)− rxπ

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|



<
π

2ν
1
p r

n+ν
1
p−1∑
k=n

(ε+ rε+ rε) ¬ 3πε. (3.43)

Dalej, wykorzystuj¡c (3.14), (3.27) oraz de�nicji klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r) otrzymujemy

|S∗∗∗8 | ¬
n+ν

1
p−1∑
k=n

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣
¬
n+ν

1
p−1∑
k=n

1

2
(
2(l1 + 1)− rxπ

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|


<
πε

2r

C ∞∑
s=0

1

2
s
p

2λb1(2sm)∑
j=b1(2sm)

1
j ln j

+ 2rε

 ¬ πε
r

(
Cλ

∞∑
s=0

1

2
s
p
+ r

)
≪ ε. (3.44)

Zatem nierówno±¢ (3.26) jest speªniona.
(b2***): n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky) =
(
2(l2 + 1)π
r

− y
)
n+ν

1
p−1∑
k=n

−k cos(kqk)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

+
n+ν

1
p−1∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(k
2(l2 + 1)π
r

) sin(jx) +
N∑

k=n+ν
1
p

sin(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

= S∗∗∗9 + S
∗∗∗
10 + S

∗∗∗
11 .

Analogicznie jak w (3.43) oraz (3.44) dostajemy, »e |S∗∗∗9 | ¬ 3πε, |S∗∗∗10 | ≪ ε. Dalej, wy-
korzystuj¡c (3.14), Lemat 5, Lemat 11, (3.27), de�nicj¦ klasy DGM (p, 2α, 2β, 2γ, r) oraz
nierówno±¢ Höldera z p > 1 otrzymujemy

|S∗∗∗11 | ¬
N∑

k=n+ν
1
p

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣
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¬
N∑

k=n+ν
1
p

1

2
(
2(l1 + 1)− rxπ

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|


<
Cπε2λ
2r

∞∑
s=0

1

2
s
p
+ 4πε ln p≪ ε.

Zatem nierówno±¢ (3.26) jest prawdziwa.
Przypadek (c***): η < m ¬ M ¬ µ oraz max{η, ν} < n ¬ N . Jest to symetryczny
odpowiednik przypadku (b***), wi¦c dowód jest analogiczny. Zatem nierówno±¢ (3.26) jest
speªniona.
Przypadek (d***): max{η, µ} < m ¬ M oraz max{η, ν} < n ¬ N . Wykorzystuj¡c (3.14),
Lemat 3 oraz (3.27) otrzymujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣ ¬ π2r2
m 1pn 1p ∞∑

j=m

∞∑
k=n

|∆rrcj,k|+ 2rm
1
p sup
kn
k
∞∑
j=m

|∆r0cj,k|

+2rn
1
p sup
jm
j
∞∑
k=n

|∆0rcj,k|+ 4r2 sup
jm kn

jk ln j ln k |cj,k|
)

¬ π
2

r2

(
ε+ 2rε+ 2rε+ 4r2ε

)
≪ ε.

Przypadek (e***): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ N ¬ ν. Wtedy, analogicznie jak w Przypadku
(e) korzystaj¡c z Przypadku (a***) i (b***) otrzymujemy (3.26).
Przypadek (f***): η < m ¬ M ¬ µ i η < n ¬ ν < N . Wtedy, podobnie jak w
Przypadku (f) korzystaj¡c z Przypadku (a***) i (c***) uzyskujemy (3.26).
Przypadek (g***): η < m ¬ µ < M i max{η, ν} < n ¬ N . Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (g) korzystaj¡c z Przypadku (c***) i (d***) dostajemy (3.26).
Przypadek (h***): max{η, µ} < m ¬ M i η < n ¬ ν < N . Wtedy, tak samo jak w
Przypadku (h) korzystaj¡c z Przypadku (b***) i (d***) otrzymujemy (3.26).
Przypadek (i***): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ ν < N . Wtedy, podobnie jak w
Przypadku (i) korzystaj¡c z Przypadków (a***) - (d***) uzyskujemy (3.26).

Niech teraz y = 2l2π
r

i x ∈ (2l1π
r
, (2l1+1)π

r
], gdzie l1 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ]} i l2 ∈ {1, ..., [

r
2 ]}, gdy r  3

jest liczb¡ nieparzyst¡, oraz l1 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ]− 1} i l2 ∈ {1, ..., [
r
2 ]− 1}, gdy r  4 jest liczb¡

parzyst¡. Niech µ =
[

1
x− 2l1π

r

]p
. Mamy do rozwa»enia nast¦puj¡ce przypadki:

Przypadek (a◦): η < m ¬M ¬ µ. W przypadku (a◦) mamy do rozwa»enia dwa przypadki:
(a◦1): m+ µ

1
p > M . Korzystaj¡c z (3.27) i (3.29) otrzymujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

((
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)
+ sin(j

2l1π
r
)
)
sin(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
¬
(
x− 2l1π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

j |cj,k|+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(j
2l1π
r
) sin(k

2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣

72



Rozdziaª 3. Zbie»no±¢ jednostajna podwójnych szeregów trygonometrycznych

<
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+ ε < 2ε.

(a◦2): m+ µ
1
p ¬M . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
) =

m+µ
1
p−1∑

j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
)

+
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
) = S◦1 + S

◦
2 .

Analogicznie jak w przypadku (a◦1), korzystaj¡c z (3.27) oraz (3.29) dostajemy, »e

|S◦1 | ≪
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k| ¬ ε.

Wykorzystuj¡c (3.27) i Lemat 5, otrzymujemy

|S◦2 | ¬

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ∑
j=m+µ

1
p

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬ 4
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

1
(j + 1) ln(j + 1)

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|

¬ 4ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

j+1∫
j

1
x lnx

dx ¬ 4ε
m+µ∫
m+µ

1
p

1
x lnx

dx ¬ 4ε ln p.

Przypadek (b◦): max{µ, η} < m ¬ M . Wykorzystuj¡c (3.12), (3.27) oraz de�nicj¦ klasy
DGM (p, 2α, 2β, 2γ, r) mamy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣ ¬
N∑
k=n

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣
¬
N∑
k=n

1

2
(
rx
π
− 2l1

)
 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|


¬ π(µ+ 1)

1
p

2r

N∑
k=n

 M∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|


¬ π
2r
m
1
p

N∑
k=n

 ∞∑
j=m

|∆r0cj,k|+
M+r∑
j=M+1

|cj,k|+
m+r−1∑
j=m

|cj,k|


¬ π
2r
m
1
p

∞∑
k=n

∞∑
s=0

(2sm)1−
1
p

2s+1m−1∑
j=2sm

|∆r0cj,k|p
 1p + π sup

jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|

¬ π
2r
m
1
p

∞∑
k=n

∞∑
s=0

C

2
s
p

max
b1(2sm)¬M¬λb1(2sm)

2M∑
j=M

|cj,k|+ πε

¬ Cπ
2r

∞∑
s=0

1

2
s
p

2λb1(2sm)∑
j=b1(2sm)

1
j ln j

(
sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|
)
+ πε
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¬ Cπε
2r

∞∑
s=0

1

2
s
p

2λb1(2sm)∑
j=b1(2sm)

1
j ln j

+ πε

¬ Cπελ
r

∞∑
s=0

1

2
s
p
+ πε≪ ε.

Przypadek (c◦): η < m ¬ µ < M . Rozbijaj¡c sum¦ na dwa skªadniki otrzymujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣ .
Korzystaj¡c z Przypadku (a◦) i (b◦) otrzymujemy, »e nierówno±¢ (3.26) jest speªniona.

Dalej, niech y = 2l2π
r

i x ∈ ( (2l1+1)π
r
, (2(l1+1)π

r
), gdzie l1 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ]−1} i l2 ∈ {1, ..., [

r
2 ]−1},

gdy r  4 jest liczb¡ parzyst¡, oraz l1 ∈ {0, 1, ..., [ r2 ] − 1} i l2 ∈ {1, ..., [
r
2 ]}, gdy r  3 jest

liczb¡ nieparzyst¡. Niech µ =
[

1
2(l1+1)π
r
−x

]p
. W podobny sposób jak powy»ej, wykorzystuj¡c

odpowiednio (3.14) i (3.36) zamiast (3.12) i (3.29), otrzymujemy analogicznie jak w przy-
padkach (a◦)-(c◦), »e nierówno±¢ (3.26) jest speªniona.

Ostatecznie, niech x = 2l1π
r

i y ∈ (2l2π
r
, (2l2+1)π

r
], gdzie l1 ∈ {1, ..., [ r2 ]} i l2 ∈ {0, 1, ..., [

r
2 ]}, gdy

r  3 jest liczb¡ nieparzyst¡ oraz l1 ∈ {1, ..., [ r2 ]− 1} i l2 ∈ {0, 1, ..., [
r
2 ]− 1}, gdy r  4 jest

liczb¡ parzyst¡ lub x = 2l1π
r

i ( (2l2+1)π
r
, (2l1+2)π

r
), gdzie l1 ∈ {1, ..., [ r2 ]} i l2 ∈ {0, 1, ..., [

r
2 ]− 1},

gdy r  3 jest liczb¡ nieparzyst¡ oraz l1 ∈ {1, ..., [ r2 ]− 1} i l2 ∈ {0, 1, ..., [
r
2 ]− 1}, gdy r  4

jest liczb¡ parzyst¡. Wtedy analogicznie jak powy»ej uzyskujemy, »e nierówno±¢ (3.26) jest
prawdziwa. To ko«czy dowód.

Uwaga 19. Je»eli r = 1 lub r = 2, to warunek (3.21) jest speªniony.

Z nast¦puj¡cej uwagi wynika, »e warunek (3.8) nie gwarantuje jednostajnej zbie»no±ci
szeregu (3.18), gdy {cj,k}∞j,k=0 ∈ DGM (p, 2α, 2β, 2γ, 3) dla p > 1.

Uwaga 20. [15] Istnieje punkt (x0, y0) ∈ R2 oraz ci¡g {cj,k}∞j,k=1 nale»¡cy do klasy
DGM(p, 2α, 2β, 2γ, 3) dla p > 1 i nie nale»¡cy do klasy DGM(1, 2α, 2β, 2γ, 3) speªniaj¡cy
warunek (3.8), dla którego szereg (3.18) jest rozbie»ny w (x0, y0).

Dowód. Niech p > 1 oraz dla dowolnego m,n ∈ N

cm,n = aman, gdzie an =



3
n ln(n+1) , gdy n = 1 (mod 3),
1

n ln(n+1) , gdy n = 2 (mod 3),
1

n ln(n+1) , gdy n = 0 (mod 3) i n ̸= 0 (mod 6),
1

(n−3) ln(n−2) +
1

n
1+ 1p ln(n+1)

, gdy n = 0 (mod 6).

Oczywi±cie ci¡g {cj,k}∞j,k=1 speªnia warunek (3.8).
Na pocz¡tek poka»emy, »e {cj,k}∞j,k=1 ∈ DGM(p, 2α, 2β, 2γ, 3). Niech

An = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz k = 1 (mod 3)},
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Bn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz k = 1 (mod 3)},
Cn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz k = 0 (mod 3) oraz k ̸= 0 (mod 6)},
Dn = {k ∈ N : n ¬ k ¬ 2n− 1 oraz k = 0 (mod 6)}.

Dla dowolnego m ∈ N uzyskujemy

(2n−1∑
k=n

|cm,k − cm,k+3|p
 1p =

 ∑
k∈An
|cmk − cm,k+3|p +

∑
k∈Bn
|cm,k − cm,k+3|p +

∑
k∈Cn
|cm,k − cm,k+3|p

+
∑
k∈Dn
|cm,k − cm,k+3|p

 1p =
 ∑
k∈An

∣∣∣∣∣
(

3
k ln(k + 1)

− 3
(k + 3) ln(k + 4)

)
am

∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Bn

∣∣∣∣∣
(

1
k ln(k + 1)

− 1
(k + 3) ln(k + 1)

)
am

∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Cn

∣∣∣∣∣∣
 1
k ln(k + 1)

− 1
k ln(k + 1)

− 1

(k + 3)1+
1
p ln(k + 4)

 am
∣∣∣∣∣∣
p

+
∑
k∈Dn

∣∣∣∣∣∣
 1
(k − 3) ln(k − 2)

+
1

k1+
1
p ln(k + 1)

− 1
(k + 3) ln(k + 4)

 am
∣∣∣∣∣∣
p

1
p

=

 ∑
k∈An
3p
∣∣∣∣∣
(

1
k ln(k + 1)

− 1
(k + 3) ln(k + 4)

)∣∣∣∣∣
p

|am|p

+
∑
k∈Bn

∣∣∣∣∣
(

1
k ln(k + 1)

− 1
(k + 3) ln(k + 1)

)∣∣∣∣∣
p

|am|p +
∑
k∈Cn

∣∣∣∣∣∣
 1

(k + 3)1+
1
p ln(k + 4)

∣∣∣∣∣∣
p

|am|p

+
∑
k∈Dn

∣∣∣∣∣ 1
(k − 3) ln(k − 2)

− 1
(k + 3) ln(k + 4)

∣∣∣∣∣+ 1

k1+
1
p ln(k + 1)

p |am|p

1
p

¬

 ∑
k∈An
3p
(

6
k2 ln(k + 1)

)p
|am|p +

∑
k∈Bn

(
6

k2 ln(k + 1)

)p
|am|p

+
∑
k∈Cn

 1

k1+
1
p ln(k + 1)

p |am|p + ∑
k∈Dn

 48
k2 ln(k + 1)

+
1

k1+
1
p ln(k + 1)

p |am|p

1
p

¬ 49 |am|

2n−1∑
k=n

 1

k1+
1
p ln(k + 1)

p
1
p

¬ 49 |am|
1

n1+
1
p ln(n+ 1)

n
1
p = 49

|am|
n ln(n+ 1)

¬ 147 1
n

2n∑
k=n

|akam| ¬
147
n

max
b2(n)¬N¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cm,k| .

W analogiczny sposób, dla dowolnego n ∈ N, otrzymujemy, »e
2m−1∑
j=m

|cj,n − cj+3,n|p
 1p ¬ 147

n
max

b1(m)¬M¬λb1(m)

2M∑
j=M

|cj,n| .
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Ponadto2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆33cj,k|p
 1p =

 ∑
j∈Am

∑
k∈An
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Bm

∑
k∈An
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Cm

∑
k∈An
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Dm

∑
k∈An
|∆33cj,k|p

+
∑
j∈Am

∑
k∈Bn
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Bm

∑
k∈Bn
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Cm

∑
k∈Bn
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Dm

∑
k∈Bn
|∆33cj,k|p

+
∑
j∈Am

∑
k∈Cn
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Bm

∑
k∈Cn
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Cm

∑
k∈Cn
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Dm

∑
k∈Cn
|∆33cj,k|p

+
∑
j∈Am

∑
k∈Dn
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Bm

∑
k∈Dn
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Cm

∑
k∈Dn
|∆33cj,k|p +

∑
j∈Dm

∑
k∈Dn
|∆33cj,k|p

 1p
= S◦1 + S

◦
2 + S

◦
3 + S

◦
4 + S

◦
5 + S

◦
6 + S

◦
7 + S

◦
8 + S

◦
9 + S

◦
10 + S

◦
11 + S

◦
12 + S

◦
13 + S

◦
14 + S

◦
15 + S

◦
16.

Wykonuj¡c elementarne przeksztaªcenia otrzymujemy

S◦16 =

 ∑
j∈Dm

∑
k∈Dn
|∆33cj,k|p

 1p =
 ∑
j∈Dm

∑
k∈Dn
|cj,k − cj+3,k − cj,k+3 + cj+3,k+3|p

 1p

=

 ∑
j∈Dm

∑
k∈Dn

∣∣∣∣∣∣
 1
(j − 3) ln(j − 2)

+
1

j1+
1
p ln(j + 1)

− 1
(j + 3) ln(j + 4)


 1
(k − 3) ln(k − 2)

+
1

k1+
1
p ln(k + 1)

− 1
(k + 3) ln(k + 4)

∣∣∣∣∣∣
p

1
p

¬

 ∑
j∈Dm

∑
k∈Dn

 48
j2 ln(j + 1)

+
1

j1+
1
p ln(j + 1)

p 48
k2 ln(k + 1)

+
1

k1+
1
p ln(k + 1)

p
1
p

¬ 2041

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

 1

j1+
1
p ln(j + 1)

p 1

k1+
1
p ln(k + 1)

p
1
p

¬ 2041 1

m1+
1
p ln(m+ 1)

m
1
p

1

n1+
1
p ln(n+ 1)

n
1
p =

2041
m ln(m+ 1)n ln(n+ 1)

.

W analogiczny sposób dla q = 1, 2, ..., 15 uzyskujemy, »e

S◦q ¬
2041

m ln(m+ 1)n ln(n+ 1)
.

Zatem2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|∆33cj,k|p
 1p ¬ 32 656

mn

2m−1∑
j=m

2n−1∑
k=n

|ajak| ¬
32 656
mn

sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

|cj,k| ,

wi¦c {cj,k}∞j,k=1 ∈ DGM(p, 2α, 2β, 2γ, 3).
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Poka»emy teraz, »e {cj,k}∞j,k=1 /∈ DGM(1, 2α, 2β, 2γ, 3). Dla m ∈ N otrzymujemy
2n−1∑
k=n

|cm,k − cm,k+3| 
∑
k∈Cn
|cm,k − cm,k+3|

=
∑
k∈Cn

∣∣∣∣∣∣ am
k ln(k + 1)

−

 1
k ln(k + 1)

− 1

(k + 3)1+
1
p ln(k + 4)

 am
∣∣∣∣∣∣

=
∑
k∈Cn
|am|

1

(k + 3)1+
1
p ln(k + 4)

 |am|
(2n+ 2)1+

1
p ln(2n+ 3)

n

12
 |am|
48(2n+ 2)

1
p ln(2n+ 3)

.

Z drugiej strony mamy

1
n

(
max

b2(n)¬M¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cm,k|
)
¬ C |am|

n
.

Zatem nierówno±¢
2n−1∑
k=n

|cmk − cm,k+3| ¬
1
n

(
max

b2(n)¬M¬λb2(n)

2N∑
k=N

|cm,k|
)

nie mo»e by¢ speªniona je±li n→∞.
Poka»emy teraz, »e szereg (3.18) jest rozbie»ny w punkcie (x0, y0) = (23π,

2
3π).

Wykorzystuj¡c (2.26) z Uwagi 11 dostajemy, »e dla dowolnego n ∈ N szereg pojedynczy
(2.7) jest rozbie»ny w x0, wi¦c szereg podwójny (3.18) jest rozbie»ny w punkcie (x0, y0).
To ko«czy dowód.

Twierdzenie 18 podaje warunek dostateczny zbie»no±ci jednostajnej podwójnego szeregu
sinusów, gdy wspóªczynniki tego szeregu tworz¡ ci¡gi nale»¡ce do klasyDGM(p, 2α, 2β, 2γ, r),
gdy p > 1 oraz r ∈ N i stanowi uogólnienie wcze±niejszych wyników dotycz¡cych tej proble-
matyki. Nale»y zaznaczy¢, »e twierdzenie to zostaªo wykazane przy zaªo»eniu, »e speªniony
jest warunek (3.24) zamiast (3.8) oraz przy dodatkowych zaªo»eniach (3.21) - (3.23). Celo-
wo±¢ wzmocnienia warunku (3.8) i konieczno±¢ dodatkowych zaªo»e« (3.21) - (3.23) uzasadnia
Uwaga 20.

Analizuj¡c dowód Twierdzenia 18 otrzymujemy, »e w przypadku p = 1 prawdziwe jest
nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 21. Niech ci¡g {cj,k}∞j,k=1 ⊂ C nale»y do klasy DGM (1, 2α, 2β, 2γ, r), gdzie
r ∈ N. Zaªó»my, »e dla r  3 speªnione s¡ warunki (3.21),

sup
jm
j
∞∑
k=n

|cj,k| → 0 (3.45)

i

sup
kn
k
∞∑
j=m

|cj,k| → 0, (3.46)

gdy m + n → ∞. Je»eli zachodzi warunek (3.8), to szereg (3.18) jest zbie»ny jednostajnie
regularnie wzgl¦dem (x,y).

Je»eli dodatkowo zaªo»ymy, »e r = 2, to wówczas b¦dziemy mogli w zaªo»eniach po-
wy»szego twierdzenia rozszerzy¢ klas¦ ci¡gów do klasy DGM (1, 3α, 3β, 3γ, 2) i w ten sposób
otrzymamy wynik K. Duzinkiewicza oraz B. Szala z pracy [3] oraz wszystkie wcze±niejsze wy-
niki wspomniane w rozprawie podaj¡ce warunek dostateczny zbie»no±ci podwójnego szeregu
sinusów.
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3.3 Zbie»no±¢ jednostajna podwójnych szeregów miesza-

nych

Niech {cj,k}∞j,k=1 b¦dzie podwójnym ci¡giem liczb zespolonych. Rozwa»my podwójny szereg
mieszany postaci

∞∑
j=1

∞∑
k=1

cj,k sin (jx) cos (ky) . (3.47)

Pierwszy wynik dotycz¡cy problematyki jednostajnej zbie»no±ci podwójnych szeregów mie-
szanych zostaª przedstawiony przez Kórusa w pracy [12], który mo»na zapisa¢ w postaci
nast¦puj¡cego twierdzenia

Twierdzenie 22. [12] Zaªó»my, »e podwójny ci¡g {cj,k}∞j,k=1 nale»y do klasy
DGM(1, 2α, 2β, 2γ, 1).

(i) Je»eli {cj,k}∞j,k=1 ⊂ C speªnia warunek (3.8) oraz istnieje liczba naturalna m1 taka, »e
dla ka»dego m < m1

∞∑
k=n

cm,k → 0 gdy n→∞ (3.48)

i

sup
mm1

m
∞∑
k=n

|cm,k| → 0 gdy n→∞, (3.49)

to szereg (3.47) jest zbie»ny regularnie jednostajnie wzgl¦dem (x, y).

(ii) Je»eli {cj,k}∞j,k=1 ⊂ R0+ i szereg (3.47) jest zbie»ny regularnie jednostajnie wzgl¦dem
(x, y), to zachodzi warunek (3.8) oraz warunki (3.48) i (3.49) dla ka»dego m1 ∈ N.

Wynik ten zostaª uogólniony przez K. Duzinkiewicza dla klasy ci¡gówDGM(1, 2α, 2β, 2γ, 2)
w pracy [4] i mo»na go sformuªowa¢ w postaci nast¦puj¡cego twierdzenia.

Twierdzenie 23. [4] Zaªó»my, »e podwójny ci¡g {cj,k}∞j,k=1 nale»y do klasy
DGM(1, 2α, 2β, 2γ, 2).

(i) Je»eli {cj,k}∞j,k=1 ⊂ C speªnia warunek (3.8) i istnieje liczba naturalna m1 taka, »e za-
chodz¡ warunki (3.48) i (3.49) oraz dla dowolnego m < m1

∞∑
k=n

(−1)kcm,k → 0 gdy n→∞, (3.50)

to szereg (3.47) jest zbie»ny regularnie jednostajnie wzgl¦dem (x, y).

(ii) Je»eli {cj,k}∞j,k=1 ⊂ R0+ i szereg 3.47 jest zbie»ny regularnie jednostajnie wzgl¦dem (x, y),
to zachodzi warunek (3.8) oraz warunki (3.48), (3.49) i (3.50) dla ka»dego
m1 ∈ N.
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Zostan¡ teraz zaprezentowane gªówne wyniki tego podrozdziaªu stanowi¡ce uogólnienie
powy»szych twierdze« i podaj¡ce warunek konieczny oraz dostateczny jednostajnej regular-
nej zbie»no±ci szeregu (3.47) dla klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r). Rezultaty te b¦d¡ stanowiªy
podstaw¦ przygotowania kolejnej pracy naukowej.

Twierdzenie 24. Niech ci¡g {cj,k}∞j,k=1 ⊂ C nale»y do klasy DGM (p, 2α, 2β, 2γ, r), gdzie
p > 1, r ∈ N. Zaªó»my, »e szereg

∞∑
j=1

∞∑
k=1

cj,k sin
(
2l1π
r
j

)
cos

(
2l2π
r
k

)
(3.51)

jest zbie»ny regularnie dla dowolnych l1, l2 ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
oraz speªnione s¡ warunki (3.22)

i (3.23). Je±li zachodzi warunek (3.24), to szereg (3.47) jest zbie»ny jednostajnie regularnie
wzgl¦dem (x, y).

Dowód. Niech r ∈ N, oraz p > 1. Analogicznie jak w Twierdzeniu 10 oraz 12 korzystaj¡c z
(3.51) uzyskujemy, »e pojedyncze szeregi:

∞∑
j=1

cj,n sin jx, n = 1, 2, . . . ,
∞∑
k=1

cm,k cos ky, m = 1, 2, . . . (3.52)

s¡ jednostajnie zbie»ne, poniewa» dla dowolnego n ∈ N dostajemy, »e,
{cj,n}∞j=1 ∈ GM(p, 2α, r) ⊊ GM(p, 3α, r) ≡ GM(p, 5δ, r), j ln jcj,n → 0, gdy j → ∞ i
∞∑
j=1
cj,n sin

(
2l1π
r
j
)
< ∞ dla ka»dego l1 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
oraz dla dowolnego

m ∈ N, {cm,k}∞k=1 ∈ GM(p, 2β, r) ⊆ GM(p, 3β, r) ≡ GM(p, 5δ, r), k ln kcm,k → 0, gdy
k →∞ i

∞∑
k=1
cm,k cos

(
2l2π
r
k
)
<∞ dla ka»dego l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
.

Niech dany b¦dzie ϵ > 0. Poka»emy, »e dla dowolnych M  m > η(ε), N  n > η(ε) oraz
dla dowolnego (x, y) ∈ R2 zachodzi nierówno±¢∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣≪ ε, (3.53)

gdzie η = η(ε) > λ jest liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e dla dowolnego m,n > η zachodzi∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin
(
j
2l1π
r

)
cos

(
k
2l2π
r

)∣∣∣∣∣∣ < ε, gdzie l1, l2 ∈
{
0, 1, ...,

[
r

2

]}
,

m
1
p sup
kn
k
∞∑
j=n

|∆r0cj,k| < ε, n
1
p sup
jm
j
∞∑
k=n

|∆r0cj,k| < ε,

m
1
pn

1
p

∞∑
j=m

∞∑
k=n

|∆rran| < ε mn lnm lnn |cm,n| < ε,

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k| < ε, sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k| < ε.

(3.54)

Powy»sze nierówno±ci wynikaj¡ bezpo±rednio z Lematu 9, Lematu 10, (3.22) (3.23), (3.24)
oraz (3.51).
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Wykorzystuj¡c warunek (3.51) otrzymujemy, »e nierówno±¢ (3.53) jest speªniona je±li x = 2l1π
r

i y = 2l2π
r

dla dowolnych l1, l2 ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
.

Zaªó»my teraz, »e x ∈
(
2l1π
r
, (2l1+1)π

r

]
oraz y ∈

(
2l2π
r
, (2l2+1)π

r

]
, gdzie l1, l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
,

gdy r jest liczb¡ parzyst¡, oraz l1, l2 ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
, gdy r jest liczb¡ nieparzyst¡. Niech

µ =
[

1
x− 2l1π

r

]p
oraz niech ν =

[
1

y− 2l2π
r

]p
. Wykorzystuj¡c elementarne przeksztaªcenia otrzy-

mujemy

sin(jx) cos(ky) =
(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)(
cos(ky)− cos(k2l2π

r
)
)

+
(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)
cos(k

2l2π
r
)

+ sin(j
2l1π
r
)
(
cos(ky)− cos(k2l2π

r
)
)
+ sin(j

2l1π
r
) cos(k

2l2π
r
). (3.55)

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f(x) = sin(jx) oraz
f(y) = cos(ky) odpowiednio na przedziale

[
2l1π
r
, x
]
oraz

[
2l2π
r
, y
]
, uzyskujemy, »e dla do-

wolnego j, k ∈ N istniej¡ liczby zj ∈
(
2l1π
r
, x
)
oraz qk ∈

(
2l2π
r
, y
)
takie, »e

sin(jx)− sin(2l1π
r
) = j cos(jzj)(x−

2l1π
r
),

cos(ky)− cos(2l2π
r
) = −k sin(kqk)(y −

2l2π
r
).

(3.56)

Nale»y rozwa»y¢ dziewi¦¢ nast¦puj¡cych przypadków:
Przypadek (a): η < m ¬ M ¬ µ oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (a) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:
(a1): m+ µ

1
p > M oraz n+ ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.54), (3.55) i (3.56) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)(
cos(ky)− cos(k2l2π

r
)
) ∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)
cos(k

2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(j
2l1π
r
)
(
cos(ky)− cos(k2l2π

r
)
) ∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(j
2l1π
r
) cos(k

2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
<

(
x− 2l1π

r

)(
y − 2l2π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

|cj,kj cos(jzj)k sin(kqk)|

+
(
x− 2l1π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kj cos(jzj) cos(k2l2πr )
∣∣∣∣∣

+
(
y − 2l2π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kk sin(kqk) sin(j 2l1πr )
∣∣∣∣∣+ ε
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¬ 1

µ
1
pν
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

jk ln j ln k |cj,k|

+
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+
1

ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|+ ε < 4ε.

(a2): m+ µ
1
p > M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

= S1 + S2.

Analogicznie jak w przypadku (a1) mamy

|S1| =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
1

µ
1
pν
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

j ln jk ln k |cj,k|

+
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+
1

ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|+ ε < 4ε.

Wykorzystuj¡c Lemat 5, (3.54) oraz (3.56) otrzymujemy

|S2| =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k

(
j cos(jzj)

(
x− 2l1π

r

)
+ sin(j

2l1π
r
)
)
cos(ky)

∣∣∣∣∣∣
¬
(
x− 2l1π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

|cj,kj cos(jzj)|+
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

∣∣∣∣∣cj,k sin(j 2l1πr ) cos(ky)
∣∣∣∣∣

<
4ε

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

1
(k + 1) ln(k + 1)

+ 4 sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|
n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

1
(k + 1) ln(k + 1)

¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

k+1∫
k

1
x lnx

dx+ 4 sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|
n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

k+1∫
k

1
x lnx

dx

¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν∫
n+ν

1
p

1
k ln k

dk + 4ε
n+ν∫
n+ν

1
p

1
k ln k

dk ¬ 4ε
µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

ln p+ 4ε ln p

¬ 8ε ln p. (3.57)

Zatem ∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ < ε (4 + 8 ln p) . (3.58)

81



Rozdziaª 3. Zbie»no±¢ jednostajna podwójnych szeregów trygonometrycznych

(a3): m + µ
1
p ¬ M oraz n + ν

1
p > N . Analogicznie jak w (a2) otrzymujemy, »e (3.58) jest

prawdziwa.
(a4): m+ µ

1
p ¬M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

=
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

+
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

= S3 + S4 + S5 + S6.

Analogicznie jak w przypadku (a1) mamy

|S3| =

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 4ε.
Wykorzystuj¡c Lemat 5, (3.54) oraz (3.56) otrzymujemy

|S4| =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣∣
¬
(
y − 2l2π

r

)
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

|cj,k sin(jx)k sin(kqk)|+
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,k sin(jx) cos(k2l2πr )
∣∣∣∣∣

<
4ε

ν
1
p

m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

1
(j + 1) ln(j + 1)

+ 4 sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

1
(j + 1) ln(j + 1)

¬ 8ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

j+1∫
j

1
x lnx

dx ¬ 8ε
j+µ∫
j+µ

1
p

1
x lnx

dx ¬ 8ε ln p

oraz analogicznie jak przy szacowaniu wielko±ci |S2| mamy

|S5| =

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ < 8ε ln p.
Dalej, korzystaj¡c z Lematu 5, otrzymujemy

|S6| =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

|cj,k|
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< 16ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

1
(j + 1) ln(j + 1)

1
(k + 1) ln(k + 1)

¬ 16ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

j+1∫
j

1
x lnx

dx
n+ν−1∑
k=n+ν

1
p

k+1∫
k

1
y ln y

dy

¬ 16ε
n+ν∫
n+ν

1
p

m+µ∫
m+µ

1
p

1
x lnx

1
y ln y

dxdy ¬ 16ε ln2 p. (3.59)

Przypadek (b): max{µ, η} < m ¬ M oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (b) mamy dwa
przypadki do rozwa»enia:
(b1): n+ ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.56) dostajemy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
N∑
k=n

(
−k sin(kqk)

(
y − 2l2π

r

)
+ cos(k

2l2π
r
)
)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

=
(
y − 2l2π

r

)
N∑
k=n

(−k sin(kqk))
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
N∑
k=n

M∑
j=m

cj,k cos(k
2l2π
r
) sin(jx)

= S7 + S8.

Korzystaj¡c z Lematu 11 oraz (3.54), analogicznie jak w (3.31) otrzymujemy

|S7| ¬
(
y − 2l2π

r

)
n+ν

1
p−1∑
k=n

k

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ < π

2ν
1
p r

n+ν
1
p−1∑
k=n

(ε+ rε+ rε) ¬ 3πε. (3.60)

Dalej, korzystaj¡c z Lematu 11, (3.54) oraz de�nicji klasyDGM(p, 2α, 2β, 2γ, r), analogicznie
jak w (3.32) dostajemy, »e

|S8| ¬
n+ν

1
p−1∑
k=n

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ ¬ πεr
(
Cλ

∞∑
s=0

1

2
s
p
+ r

)
≪ ε. (3.61)

St¡d nierówno±¢ (3.53) jest speªniona.
(b2): n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy korzystaj¡c z (3.56) mamy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
n+ν

1
p−1∑
k=n

cos(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
N∑

k=n+ν
1
p

cos(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

=
n+ν

1
p−1∑
k=n

((
−k sin(kqk)

(
y − 2l2π

r

))
+ cos(k

2l2π
r
)
)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

+
N∑

k=n+ν
1
p

cos(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

=
(
y − 2l2π

r

)
n+ν

1
p−1∑
k=n

(−k sin(kqk))
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
n+ν

1
p−1∑
k=n

M∑
j=m

cj,k cos(k
2l2π
r
) sin(jx)
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+
N∑

k=n+ν
1
p

cos(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) = S9 + S10 + S11.

Analogicznie jak w (3.60) oraz (3.61) otrzymujemy, »e |S9| ¬ 3πε, |S10| ≪ ε. Wykonuj¡c po-
dobne oszacowania jak w (3.33) dostajemy |S11| ≪ ε. St¡d nierówno±¢ (3.53) jest prawdziwa.
Przypadek (c): η < m ¬ M ¬ µ oraz max{η, ν} < n ¬ N . Mamy ponownie do rozwa»enia
dwa przypadki:
(c1): m+ µ

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.56) mamy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
M∑
j=m

(
j cos(jzj)

(
x− 2l1π

r

)
+ sin(j

2l1π
r
)
)
N∑
k=n

cj,k cos(ky)

=
(
x− 2l1π

r

)
M∑
j=m

j cos(jzj)
N∑
k=n

cj,k cos(ky) +
N∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(j
2l1π
r
) cos(ky)

= S9 + S10.

Analogicznie jak w (3.60) wykorzystuj¡c (2.2) zamiast (2.1) otrzymujemy

|S9| ¬
(
x− 2l1π

r

)m+µ 1p−1∑
j=m

j

∣∣∣∣∣
N∑
k=n

cj,k cos(ky)

∣∣∣∣∣ < π

2ν
1
p r

m+µ
1
p−1∑

j=m

(ε+ rε+ rε) ¬ 3πε. (3.62)

Analogicznie jak w (3.61) wykorzystuj¡c (2.2) zamiast (2.1) dostajemy

|S10| ¬
m+µ

1
p−1∑

j=m

∣∣∣∣∣
N∑
k=n

cj,k cos(ky)

∣∣∣∣∣ < πεr
(
Cλ

∞∑
r=0

1

2
r
p
+ r

)
≪ ε. (3.63)

Zatem nierówno±¢ (3.53) jest speªniona.
Przypadek (d): max{η, µ} < m ¬ M oraz max{η, ν} < n ¬ N . Wykorzystuj¡c Lemat 3
otrzymujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

sin(jx)
N∑
k=n

cj,k cos(ky)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

sin(jx)

 N∑
k=n

∆0rcj,kDk,r(y)−
N+r∑
k=N+1

|cj,k| |Dk,−r(y)|

+
n+r−1∑
k=n

cj,kDk,−r(y)
)∣∣∣∣∣

¬

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

∆rrcj,kD̃j,r(x)Dk,r(y)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M+r∑
j=M+1

N∑
k=n

∆0rcj,kD̃j,−r(x)Dk,r(y)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
m+r−1∑
j=m

N∑
k=n

∆0rcj,kD̃j,−r(x)Dk,r(y)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N+r∑
k=N+1

∆r0cj,kD̃j,r(x)Dk,−r(y)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

n+r−1∑
k=n

∆r0cj,kD̃j,r(x)Dk,−r(y)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M+r∑
j=M+1

N+r∑
k=N+1

cj,kD̃j,−r(x)Dk,−r(y)

∣∣∣∣∣∣
84



Rozdziaª 3. Zbie»no±¢ jednostajna podwójnych szeregów trygonometrycznych

+

∣∣∣∣∣∣
m+r−1∑
j=m

N+r∑
k=N+1

cj,kD̃j,−r(x)Dk,−r(y)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M+r∑
j=M

n+r−1∑
k=n

cj,kD̃j,−r(x)Dk,−r(y)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
m+r−1∑
j=m

n+r−1∑
k=n

cj,kD̃j,−r(x)Dk,−r(y)

∣∣∣∣∣∣ . (3.64)

Korzystaj¡c z (3.17) oraz (3.54), analogicznie jak w (3.34) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣ ¬ π2r2
(
ε+ 2rε+ 2rε+ 4r2ε

)
¬ 4π2ε. (3.65)

Przypadek (e): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ N ¬ ν. Wtedy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣
oraz korzystaj¡c z Przypadku (a) i (b) otrzymujemy (3.53).
Przypadek (f): η < m ¬M ¬ µ i η < n ¬ ν < N . Mamy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

ν∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=ν+1

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣
i korzystaj¡c z Przypadku (a) i (c) dostajemy (3.53).
Przypadek (g): max{η, µ} < m ¬M i η < n ¬ ν < N . Wtedy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣
oraz korzystaj¡c z Przypadku (c) i (d) uzyskujemy (3.53).
Przypadek (h): η < m ¬ µ < M i max{η, ν} < n ¬ N . Teraz∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

ν∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=ν+1

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣
i korzystaj¡c z Przypadku (b) i (d) otrzymujemy (3.53).
Przypadek (i): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ ν < N . Wtedy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

ν∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

ν∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

N∑
k=ν+1

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

N∑
k=ν+1

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ .
Korzystaj¡c z Przypadków (a) - (d) otrzymujemy (3.53).

Przyjmijmy teraz, »e x ∈
(
(2l1+1)π
r
, 2(l1+1)π

r

)
oraz y ∈

(
2l2π
r
, (2l2+1)π

r

]
, gdzie l1 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
,

l2 ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
, gdy r  3 jest liczb¡ nieparzyst¡, oraz l1, l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
, gdy r jest
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liczb¡ parzyst¡. Niech µ =
[

1
2(l1+1)π
r
−x

]p
oraz ν =

[
1

y− 2l2π
r

]p
. Wykorzystuj¡c elementarne

przeksztaªcenia otrzymujemy

sin(jx) cos(ky) =
(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)(
cos(ky)− cos(k2l2π

r
)
)

+
(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)
cos(k

2l2π
r
)

+ sin(j
2(l1 + 1)π
r

)
(
cos(ky)− cos(k2l2π

r
)
)

+ sin(j
2(l1 + 1)π
r

) cos(k
2l2π
r
). (3.66)

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f(x) = sin(jx) oraz
f(y) = cos(ky) odpowiednio na przedziaªach

[
x, 2(l1+1)π

r

]
oraz

[
2l2π
r
, y
]
, uzyskujemy, »e dla

dowolnego j, k ∈ N istniej¡ liczby zj ∈
(
x, 2(l1+1)π

r

)
oraz qk ∈

(
2l2π
r
, y
)
takie, »e

sin(
2(l1 + 1)π
r

)− sin(jx) = j cos(jzj)(
2(l1 + 1)π
r

− x),

cos(ky)− cos(2l2π
r
) = −k sin(kqk)(y −

2l2π
r
).

(3.67)

Musimy rozwa»y¢ dziewi¦¢ nast¦puj¡cych przypadków:
Przypadek (a*): η < m ¬ M ¬ µ oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (a*) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:
(a1*): m+ µ

1
p > M oraz n+ ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.54), (3.66) i (3.67) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)(
cos(ky)− cos(k2l2π

r
)
) ∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)
cos(k

2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(j
2(l1 + 1)π
r

)
(
cos(ky)− cos(k2l2π

r
)
) ∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(j
2(l1 + 1)π
r

) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
<

(
2(l1 + 1)π
r

− x
)(
y − 2l2π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

|cj,kj cos(jzj)k sin(kqk)|

+
(
2(l1 + 1)π
r

− x
)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kj cos(jzj) cos(k2l2πr )
∣∣∣∣∣

+
(
y − 2l2π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

∣∣∣∣∣cj,kk sin(kqk) sin(j 2l1πr )
∣∣∣∣∣+ ε

¬ 1

µ
1
pν
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

jk ln j ln k |cj,k|
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+
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+
1

ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|+ ε < 4ε.

(a2*): m+ µ
1
p > M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

= S∗1 + S
∗
2 .

Analogicznie jak w przypadku (a1*) uzyskujemy

|S∗1 | =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬
1

µ
1
pν
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

j ln jk ln k |cj,k|

+
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+
1

ν
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

sup
kn
k ln k

∞∑
j=m

|cj,k|+ ε < 4ε.

Wykorzystuj¡c Lemat 5, (3.54) oraz (3.67), w analogiczny sposób jak dla (3.57) otrzymujemy

|S∗2 | =

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k

(
j cos(jzj)

(
2(l1 + 1)π
r

− x
)
+ sin(j

2l1π
r
)
)
cos(ky)

∣∣∣∣∣∣
<
4ε

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

ln p+ 4ε ln p ¬ 8ε ln p.

Zatem speªniona jest nierówno±¢ (3.58).
(a3*): m+ µ

1
p ¬ M oraz n+ ν

1
p > N . Analogicznie jak w (a2*) otrzymujemy, »e (3.58) jest

prawdziwa.
(a4*): m+ µ

1
p ¬M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

=
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

+
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

= S∗3 + S
∗
4 + S

∗
5 + S

∗
6 .
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Analogicznie jak w (a1*) dostajemy, »e |S∗3 | < 4ε. Ponadto, podobnie jak przy szacowaniu
wielko±ci |S4| korzystaj¡c z (3.67) zamiast (3.56), otrzymujemy |S∗4 | < 8ε ln p. Dalej, w
analogiczny sposób jak dla (3.57) uzyskujemy |S∗5 | < 8ε ln p oraz w identyczny sposób jak
dla (3.59), »e |S∗6 | < 16ε ln2 p.
Przypadek (b*): max{µ, η} < m ¬ M oraz η < n ¬ N ¬ ν. Dokonuj¡c analogicznych
szacowa« jak w Przypadku (b) otrzymujemy, »e nierówno±¢ (3.53) jest prawdziwa.
Przypadek (c*): η < m ¬ M ¬ µ oraz max{η, ν} < n ¬ N . W przypadku (c*) mamy dwa
przypadki do rozwa»enia:
(c1*): m+ µ

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.67) otrzymujemy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
M∑
j=m

(
−j cos(jzj)

(
2(l1 + 1)π
r

− x
)
+ sin(j

2l1π
r
)
)
N∑
k=n

cj,k cos(ky)

=
(
2(l1 + 1)π
r

− x
)
M∑
j=m

−j cos(jzj)
N∑
k=n

cj,k cos(ky) +
N∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(j
2l1π
r
) cos(ky)

= S∗7 + S
8
8 .

Analogicznie jak w (3.60) wykorzystuj¡c (2.2) zamiast (2.1) dostajemy

|S∗7 | ¬
(
2(l1 + 1)π
r

− x
)m+µ 1p−1∑

j=m

j

∣∣∣∣∣
N∑
k=n

cj,k cos(ky)

∣∣∣∣∣ < π

2ν
1
p r

m+µ
1
p−1∑

j=m

(ε+ rε+ rε) ¬ 3πε.

(3.68)

Analogicznie jak w (3.61) wykorzystuj¡c (2.2) zamiast (2.1) otrzymujemy

|S∗8 | ¬
m+µ

1
p−1∑

j=m

∣∣∣∣∣
N∑
k=n

cj,k cos(ky)

∣∣∣∣∣ ¬ πεr
(
Cλ

∞∑
r=0

1

2
r
p
+ r

)
≪ ε. (3.69)

Zatem nierówno±¢ (3.53) jest speªniona.
Przypadek (d*): max{η, µ} < m ¬ M oraz max{η, ν} < n ¬ N . Wykorzystuj¡c Lemat 3,
(3.16), (3.17) oraz (3.54), analogicznie jak w (3.34) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) sin(ky)

∣∣∣∣∣ ¬ π2r2
(
ε+ 2rε+ 2rε+ 4r2ε

)
¬ 4π2ε. (3.70)

Przypadek (e*): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ N ¬ ν. Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (e), korzystaj¡c z Przypadku (a*) i (b*) otrzymujemy (3.53).
Przypadek (f*): η < m ¬ M ¬ µ i η < n ¬ ν < N . Korzystaj¡c z
Przypadku (a*) i (c*) dostajemy (3.53).
Przypadek (g*): max{η, µ} < m ¬ M i η < n ¬ ν < N . Wtedy analogicznie jak w
Przypadku (g), korzystaj¡c z Przypadku (c*) i (d*) uzyskujemy (3.53).
Przypadek (h*): η < m ¬ µ < M i max{η, ν} < n ¬ N . Korzystaj¡c z
Przypadku (b*) i (d*) otrzymujemy (3.53).
Przypadek (i*): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ ν < N . Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (i), korzystaj¡c z Przypadków (a)* - (d*) otrzymujemy (3.53).

88



Rozdziaª 3. Zbie»no±¢ jednostajna podwójnych szeregów trygonometrycznych

Przyjmijmy teraz, »e x ∈
(
2l1π
r
, (2l1+1)π

r

]
oraz y ∈

(
(2l2+1)π
r
, 2(l2+1)π

r

)
, gdzie l1 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
,

l2 ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
, gdy r  3 jest liczb¡ nieparzyst¡, oraz l1, l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
, gdy r

jest liczb¡ parzyst¡. Niech µ =
[

1
x− 2l1π

r

]p
oraz ν =

[
1

2(l2+1)π
r
−y

]p
. Wykorzystuj¡c elementarne

przeksztaªcenia otrzymujemy

sin(jx) cos(ky) =
(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)(
cos(ky)− cos(k2(l2 + 1)π

r
)
)

+
(
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)
cos(k

2(l2 + 1)π
r

)

+ sin(j
2l1π
r
)
(
cos(ky)− cos(k2(l2 + 1)π

r
)
)

+ sin(j
2l1π
r
) cos(k

2(l2 + 1)π
r

). (3.71)

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f(x) = sin(jx) oraz
f(y) = cos(ky) odpowiednio na przedziaªach

[
2l1π
r
, x
]
oraz

[
y, 2(l2+1)π

r

]
, uzyskujemy, »e dla

dowolnego j, k ∈ N istniej¡ liczby zj ∈
(
2l1π
r
, x
)
oraz qk ∈

(
y, 2(l2+1)π

r

)
takie, »e

sin(
2l1π
r
)− sin(jx) = j cos(jzj)(x−

2l1π
r
),

cos(
2(l2 + 1)π
r

)− cos(ky) = −k sin(kqk)(
2(l2 + 1)π
r

− y).
(3.72)

Musimy rozwa»y¢ dziewi¦¢ nast¦puj¡cych przypadków:
Przypadek (a**): η < m ¬ M ¬ µ oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (a**) mamy cztery
przypadki do rozpatrzenia:
(a1**): m+ µ

1
p > M oraz n+ ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.71) i (3.72) zamiast (3.66) i (3.67)

oraz korzystaj¡c z (3.54) w analogiczny sposób jak w Przypadku (a1*) otrzymujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ < 4ε.
(a2**): m+ µ

1
p > M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

= S∗∗1 + S
∗∗
2 .

Szacuj¡c w podobny sposób jak w Przypadku (a2*), wykorzystuj¡c (3.54), Lemat 5 oraz
(3.72) zamiast (3.67) dostajemy |S∗∗1 | < 4ε i |S∗∗2 | < 8ε ln p.
St¡d speªniona jest nierówno±¢ (3.58).
(a3**): m+µ

1
p ¬M oraz n+ν

1
p > N . Analogicznie jak w (a2**) otrzymujemy, »e nierówno±¢

(3.58) jest prawdziwa.
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(a4**): m+ µ
1
p ¬M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

=
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

+
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

= S∗∗3 + S
∗∗
4 + S

∗∗
5 + S

∗∗
6 .

Analogicznie jak w (a1*) uzyskujemy, »e |S∗∗3 | < 4ε. Ponadto, analogicznie jak przy szaco-
waniu wielko±ci |S4| korzystaj¡c z (3.72) zamiast (3.56), otrzymujemy |S∗∗4 | < 8ε ln p. Dalej,
w analogiczny sposób jak dla (3.57) dostajemy, »e |S∗∗5 | < 8ε ln p oraz w podobny sposób jak
dla (3.59) mamy, »e |S∗∗6 | < 16ε ln2 p.
Przypadek (b**): max{µ, η} < m ¬ M oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (b**) mamy
dwa przypadki do rozwa»enia:
(b1**): n+ ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.72) otrzymujemy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
N∑
k=n

(
k sin(kqk)

(
2(l2 + 1)π
r

− y
)
+ cos(k

2l2π
r
)
)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

=
(
2(l2 + 1)π
r

− y
)
N∑
k=n

(−k sin(kqk))
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
N∑
k=n

M∑
j=m

cj,k cos(k
2l2π
r
) sin(jx)

= S∗∗7 + S
∗∗
8 .

Korzystaj¡c z Lematu 11 oraz (3.54), analogicznie jak w (3.31) dostajemy

|S∗∗7 | ¬
(
y − 2l2π

r

)
n+ν

1
p−1∑
k=n

k

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ < π

2ν
1
p r

n+ν
1
p−1∑
k=n

(ε+ rε+ rε) ¬ 3πε. (3.73)

Dalej, korzystaj¡c z Lematu 11, (3.54) oraz de�nicji klasyDGM(p, 2α, 2β, 2γ, r), analogicznie
jak w (3.32) otrzymujemy

|S∗∗8 | ¬
n+ν

1
p−1∑
k=n

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ ¬ πεr
(
Cλ

∞∑
r=0

1

2
r
p
+ r

)
≪ ε. (3.74)

St¡d nierówno±¢ (3.53) jest prawdziwa.
(b2**): n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
n+ν

1
p−1∑
k=n

((
k sin(kqk)

(
2(l2 + 1)π
r

− y
))

+cos(k
2(l2 + 1)π
r

)
)
M∑
j=m

cj,k sin(jx) +
N∑

k=n+ν
1
p

cos(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)
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=
(
2(l2 + 1)π
r

− y
)
n+ν

1
p−1∑
k=n

k sin(kqk)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

+
n+ν

1
p−1∑
k=n

M∑
j=m

cj,k cos(k
2(l2 + 1)π
r

) sin(jx) +
N∑

k=n+ν
1
p

cos(ky)
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

= S∗∗9 + S
∗∗
10 + S

∗∗
11 .

Analogicznie jak w (3.60) oraz (3.61) mamy |S∗∗9 | ¬ 3πε, |S∗∗10 | ≪ ε. Wykonuj¡c podobne
oszacowania jak w (3.33) uzyskujemy, »e |S∗∗11 | ≪ ε. Zatem nierówno±¢ (3.53) jest speªniona.
Przypadek (c**): η < m ¬ M ¬ µ oraz max{η, ν} < n ¬ N . W przypadku (c**) mamy
dwa przypadki do rozwa»enia:
(c1**): m+ µ

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.72) otrzymujemy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
M∑
j=m

(
j cos(jzj)

(
x− 2l1π

r

)
+ sin(j

2l1π
r
)
)
N∑
k=n

cj,k cos(ky)

=
(
x− 2l1π

r

)
M∑
j=m

j cos(jzj)
N∑
k=n

cj,k cos(ky) +
N∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(j
2l1π
r
) cos(ky)

= S∗∗7 + S
∗∗
8 .

Analogicznie jak w (3.60) oraz (3.61) uzyskujemy, »e |S∗∗7 | < 3πε, oraz |S∗∗8 | ≪ ε. St¡d
nierówno±¢ (3.53) jest speªniona.
Przypadek (d**): max{η, µ} < m ¬ M oraz max{η, ν} < n ¬ N . Wykorzystuj¡c Lemat 3,
(3.16), (3.17) oraz (3.54), analogicznie jak w (3.34) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣ ¬ π2r2
(
ε+ 2rε+ 2rε+ 4r2ε

)
¬ 4π2ε. (3.75)

Przypadek (e**): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ N ¬ ν. Wtedy, analogicznie jak w Przypadku
(e), korzystaj¡c z Przypadku (a**) i (b**) otrzymujemy (3.53).
Przypadek (f**): η < m ¬ M ¬ µ i η < n ¬ ν < N . Korzystaj¡c z
Przypadku (a**) i (c**) dostajemy (3.53).
Przypadek (g**): max{η, µ} < m ¬ M i η < n ¬ ν < N . Wtedy analogicznie jak w
Przypadku (g), korzystaj¡c z Przypadku (c**) i (d**) uzyskujemy (3.53).
Przypadek (h**): η < m ¬ µ < M i max{η, ν} < n ¬ N . Korzystaj¡c z
Przypadku (b**) i (d**) otrzymujemy (3.53).
Przypadek (i**): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ ν < N . Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (i), korzystaj¡c z Przypadków (a**) - (d**) otrzymujemy (3.53).

Dalej, niech x ∈
(
(2l1+1)π
r
, 2(l2+1)π

r

)
oraz y ∈

(
(2l2+1)π
r
, 2(l2+1)π

r

)
, gdzie l1, l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
dla r  2. Niech µ =

[
1

2(l1+1)π
r
−x

]p
oraz ν =

[
1

2(l2+1)π
r
−y

]p
. Wykorzystuj¡c elementarne prze-

ksztaªcenia otrzymujemy

sin(jx) cos(ky) =
(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)(
cos(ky)− cos(k2(l2 + 1)π

r
)
)
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+
(
sin(jx)− sin(j 2(l1 + 1)π

r
)
)
cos(k

2(l2 + 1)π
r

)

+ sin(j
2(l1 + 1)π
r

)
(
cos(ky)− cos(k2(l2 + 1)π

r
)
)

+ sin(j
2(l1 + 1)π
r

) cos(k
2(l2 + 1)π
r

). (3.76)

Stosuj¡c twierdzenie Lagrange'a o warto±ci ±redniej do funkcji f(x) = sin(jx) oraz
f(y) = cos(ky) odpowiednio na przedziaªach

[
x, 2(l2+1)π

r

]
oraz

[
y, 2(l2+1)π

r

]
, uzyskujemy, »e

dla dowolnego j, k ∈ N istniej¡ liczby zj ∈
(
x, 2(l2+1)π

r

)
oraz qk ∈

(
y, 2(l2+1)π

r

)
takie, »e

sin(
2l1π
r
)− sin(jx) = j cos(jzj)(x−

2l1π
r
),

cos(
2(l2 + 1)π
r

)− cos(ky) = −k sin(kqk)(
2(l2 + 1)π
r

− y).
(3.77)

Musimy rozwa»y¢ dziewi¦¢ nast¦puj¡cych przypadków:
Przypadek (a***): η < m ¬M ¬ µ oraz η < n ¬ N ¬ ν. W przypadku (a***) mamy cztery
przypadki do rozpatrzenia:
(a1***): m+µ

1
p > M oraz n+ν

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.76) i (3.77) zamiast (3.66) i (3.67)

oraz korzystaj¡c z (3.54) w analogiczny sposób jak w Przypadku (a1*) otrzymujemy, »e∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ < 4ε.
(a2***): m+ µ

1
p > M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
M∑
j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑
j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

= S∗∗∗1 + S
∗∗∗
2 .

Szacuj¡c w podobny sposób jak w Przypadku (a2*), wykorzystuj¡c (3.54), Lemat 5 oraz
(3.77) zamiast (3.67) dostajemy, »e |S∗∗∗1 | < 4ε i |S∗∗∗2 | < 8ε ln p. St¡d∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ < ε (4 + 8 ln p) . (3.78)

(a3***): m + µ
1
p ¬ M oraz n + ν

1
p > N . Analogicznie jak w (a2***) otrzymujemy, »e

nierówno±¢ (3.78) jest speªniona.
(a4***): m+ µ

1
p ¬M oraz n+ ν

1
p ¬ N . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

=
m+µ

1
p−1∑

j=m

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

n+ν
1
p−1∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)
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+
m+µ

1
p−1∑

j=m

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky) +
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n+ν

1
p

cj,k sin(jx) cos(ky)

= S∗∗∗3 + S
∗∗∗
4 + S

∗∗∗
5 + S

∗∗∗
6 .

Analogicznie jak w (a1*) dostajemy, »e |S∗∗∗3 | < 4ε. Ponadto, analogicznie jak przy szacowa-
niu wielko±ci |S4| korzystaj¡c z (3.77) zamiast (3.56), otrzymujemy |S∗∗∗4 | < 8ε ln p. Dalej, w
analogiczny sposób jak dla (3.57) uzyskujemy, »e |S∗∗∗5 | < 8ε ln p oraz w identyczny sposób
jak dla (3.59) dostajemy, »e |S∗∗∗6 | < 16ε ln2 p. Zatem nierówno±¢ (3.53) jest speªniona.
Przypadek (b***): max{µ, η} < m ¬ M oraz η < n ¬ N ¬ ν. Dokonuj¡c analogicznych
szacowa« jak w Przypadku (b) uzyskujemy, »e (3.53) zachodzi.
Przypadek (c***): η < m ¬ M ¬ µ oraz max{η, ν} < n ¬ N . W przypadku (c***) mamy
dwa przypadki do rozwa»enia:
(c1***): m+ µ

1
p > N . Wykorzystuj¡c (3.77) otrzymujemy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky) =
M∑
j=m

(
j cos(jzj)

(
x− 2(l1 + 1)π

r

)
+ sin(j

2(l1 + 1)π
r

)
)
N∑
k=n

cj,k cos(ky)

=
(
x− 2(l1 + 1)π

r

)
M∑
j=m

j cos(jzj)
N∑
k=n

cj,k cos(ky) +
N∑
k=n

M∑
j=m

cj,k sin(j
2l1π
r
) cos(ky)

= S∗∗∗7 + S
∗∗∗
8 .

Analogicznie jak w (3.60) oraz (3.61) uzyskujemy, »e |S∗∗∗7 | < 3πε, oraz |S∗∗∗8 | ≪ ε. St¡d
(3.53) zachodzi.
Przypadek (d***): max{η, µ} < m ¬M oraz max{η, ν} < n ¬ N . Wykorzystuj¡c Lemat 3,
(3.16), (3.17) oraz (3.54), analogicznie jak w (3.34) uzyskujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣ ¬ π2r2
(
ε+ 2rε+ 2rε+ 4r2ε

)
¬ 4π2ε. (3.79)

Przypadek (e***): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ N ¬ ν. Wtedy, analogicznie jak w Przypadku
(e), korzystaj¡c z Przypadku (a***) i (b***) otrzymujemy (3.53).
Przypadek (f***): η < m ¬ M ¬ µ i η < n ¬ ν < N . Jest to symetryczny odpowiednik
przypadku (e***), wi¦c korzystaj¡c z Przypadku (a***) i (c***) dostajemy (3.53).
Przypadek (g***): max{η, µ} < m ¬ M i η < n ¬ ν < N . Wtedy analogicznie jak w
Przypadku (g), korzystaj¡c z Przypadku (c***) i (d***) uzyskujemy (3.53).
Przypadek (h***): η < m ¬ µ < M i max{η, ν} < n ¬ N . Jest to symetryczny odpowiednik
przypadku (g***), wi¦c korzystaj¡c z Przypadku (b***) i (d***)
otrzymujemy (3.53).
Przypadek (i***): η < m ¬ µ < M i η < n ¬ ν < N . Wtedy, analogicznie jak w Przypadku
(i), korzystaj¡c z Przypadków (a***) - (d***) otrzymujemy (3.53).

Niech y = 2l2π
r
, x ∈ (2l1π

r
, (2l1+1)π

r
], gdzie l1 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
, l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
, gdy r jest

liczb¡ parzyst¡ oraz l1, l2 ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
, gdy r jest liczb¡ nieparzyst¡. Niech µ =

[
1

x− 2l1π
r

]p
.

Mamy do rozwa»enia nast¦puj¡ce przypadki:
Przypadek (a◦): η < m ¬M ¬ µ. W przypadku (a◦) mamy do rozwa»enia dwa przypadki:
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(a◦1): m+ µ
1
p > M . Korzystaj¡c z (3.54) oraz (3.56) otrzymujemy∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k

((
sin(jx)− sin(j 2l1π

r
)
)
+ sin(j

2l1π
r
)
)
cos(k

2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
¬
(
x− 2l1π

r

)
M∑
j=m

N∑
k=n

j |cj,k|+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(j
2l1π
r
) cos(k

2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
<
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|+ ε < 2ε.

(a◦2): m+ µ
1
p ¬M . Wtedy

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
) =

m+µ
1
p−1∑

j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

+
M∑

j=m+µ
1
p

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
) = S◦1 + S

◦
2 .

Analogicznie jak w przypadku (a◦1), korzystaj¡c z (3.54) oraz (3.56) mamy

|S◦1 | ≪
1

µ
1
p

m+µ
1
p−1∑

j=m

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k| < 2ε.

Wykorzystuj¡c (3.54) i Lemat 5, otrzymujemy

|S◦2 | ¬

∣∣∣∣∣∣∣
m+µ∑
j=m+µ

1
p

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣∣ ¬ 4
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

1
(j + 1) ln(j + 1)

sup
jm
j ln j

∞∑
k=n

|cj,k|

¬ 4ε
m+µ−1∑
j=m+µ

1
p

j+1∫
j

1
x lnx

dx ¬ 4ε
m+µ∫
m+µ

1
p

1
x lnx

dx ¬ 4ε ln p.

Przypadek (b◦): max{µ, η} < m ¬ M . Wykorzystuj¡c Lemat 11, (3.54) oraz de�nicj¦ klasy
DGM (p, 2α, 2β, 2γ, r) dostajemy w analogiczny sposób jak w (3.32), »e∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣ ¬
N∑
k=n

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ ¬ Cπελr
∞∑
r=0

1

2
r
p
+ πε≪ ε.

Przypadek (c◦): η < m ¬ µ < M . W tym przypadku rozbijaj¡c sum¦ na dwa skªadniki
otrzymujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

N∑
k=n

sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣ .
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Nast¦pnie, korzystaj¡c z Przypadku (a◦) i (b◦) otrzymujemy, »e nierówno±¢ (3.53) jest speª-
niona.

Niech y = 2l2π
r
, x ∈ ( (2l1+1)π

r
, 2(l1+1)π

r
), gdzie l1 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
, l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
, gdy

r jest liczb¡ parzyst¡ oraz l1 ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
, l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
, gdy r  3 jest liczb¡

nieparzyst¡. Niech µ =
[

1
2(l1+1)π
r
−x

]p
. Mamy do rozwa»enia nast¦puj¡ce przypadki:

Przypadek (a◦◦): η < m ¬ M ¬ µ. Korzystaj¡c z (3.67) zamiast (3.56) oraz (3.54) i
Lematu 5 uzyskujemy analogicznie jak dla Przypadku (a◦), »e∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣≪ ε.
Przypadek (b◦◦): max{µ, η} < m ¬M . Wykorzystuj¡c Lemat 11, (3.54) oraz de�nicj¦ klasy
DGM (p, 2α, 2β, 2γ, r) dostajemy w analogiczny sposób jak w (3.39), »e∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣ ¬
N∑
k=n

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

cj,k sin(jx)

∣∣∣∣∣∣ < Cπελr
∞∑
s=0

1

2
s
p
+ πε≪ ε.

Przypadek (c◦◦): η < m ¬ µ < M . Analogicznie jak w Przypadku (c◦) rozbijaj¡c sum¦ na
dwa skªadniki otrzymujemy∣∣∣∣∣∣
M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣
µ∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=µ+1

N∑
k=n

sin(jx) cos(k
2l2π
r
)

∣∣∣∣∣∣ .
Korzystaj¡c z Przypadku (a◦◦) i (b◦◦) otrzymujemy, »e nierówno±¢ (3.53) jest speªniona.

Je»eli x = 0 lub x = π to nierówno±¢ (3.53) równie» jest speªniona.

Zatem, niech teraz x = 2l1π
r
, y ∈ (2l2π

r
, (2l2+1)π

r
], gdzie l1 ∈

{
1, ..., [ r2 ]− 1

}
, l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
,

gdy r  4 jest liczb¡ parzyst¡ oraz l1 ∈
{
1, ..., [ r2 ]

}
, l2 ∈

{
0, 1, ..., [ r2 ]

}
, gdy r  3 jest liczb¡

nieparzyst¡. Niech ν =
[

1
y− 2l2π

r

]p
. Mamy do rozwa»enia trzy przypadki: Przypadek (a◦◦◦):

η < n ¬ N ¬ ν, Przypadek (b◦◦◦): max{ν, η} < n ¬ N , Przypadek (c◦◦◦): η < n ¬ ν < N .
Korzystaj¡c z (3.13) zamiast (3.12) i (3.54) otrzymujemy w analogiczny sposób jak dla Przy-
padków (a◦) - (c◦), »e nierówno±¢ (3.53) jest speªniona.

Ostatecznie, niech x = 2l1π
r
, y ∈ ( (2l2+1)π

r
, 2(l2+1)π

r
), gdzie l1 ∈

{
1, ..., [ r2 ]− 1

}
,

l2 ∈
{
0, 1, ..., [ r2 ]− 1

}
, gdy r  3. Niech ν =

[
1

2(l2+1)π
r
−y

]p
. Mamy do rozwa»enia trzy przypad-

ki: Przypadek (a◦◦◦◦): η < n ¬ N ¬ ν, Przypadek (b◦◦◦◦): max{ν, η} < n ¬ N , Przypadek
(c◦◦◦◦): η < n ¬ ν < N .
Korzystaj¡c z (3.15) zamiast (3.14) i (3.54) dostajemy w analogiczny sposób jak dla Przy-
padków (a◦◦) - (c◦◦), »e nierówno±¢ (3.53) jest prawdziwa.
Wykorzystuj¡c wszystkie cz¦±ciowe oszacowania, otrzymujemy, »e nierówno±¢ (3.53) jest speª-
niona, co ko«czy dowód twierdzenia.
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Analizuj¡c dowód Twierdzenia 24 otrzymujemy, »e w przypadku p = 1 prawdziwe jest
nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 25. Niech ci¡g {cj,k}∞j,k=1 ⊂ C nale»y do klasy DGM (1, 2α, 2β, 2γ, r), gdzie
r ∈ N. Zaªó»my, »e dla r ∈ N speªnione s¡ warunki (3.45), (3.46), (3.51). Je»eli zachodzi
warunek (3.8), to szereg (3.47) jest zbie»ny jednostajnie regularnie wzgl¦dem (x,y).

Je»eli dodatkowo zaªo»ymy, »e r = 2 lub r = 1, to warunki (3.45), (3.46), (3.51) b¦-
dziemy mogli zast¡pi¢ odpowiednio przez warunki (3.48), (3.49), (3.50) w przypadku r = 2
i warunki (3.48), (3.49) w przypadku r = 1. W konsekwencji z Twierdzenia 25 otrzymamy
odpowiednio Twierdzenie 23 i Twierdzenie 22. St¡d dostaniemy równie» wszystkie wcze±niej-
sze wyniki dotycz¡ce tej problematyki cytowane w rozprawie.

Sformuªowane zostanie teraz twierdzenie podaj¡ce warunek konieczny jednostajnej zbie»-
no±ci szeregu (3.47), gdy wspóªczynniki tego szeregu nale»¡ do klasy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r).

Twierdzenie 26. Niech {cj,k}∞j,k=1 b¦dzie ci¡giem o wyrazach nieujemnych nale»¡cym do kla-
sy DGM(p, 2α, 2β, 2γ, r), gdzie r ∈ N oraz p  1. Je±li szereg (3.47) jest zbie»ny jednostajnie
regularnie wzgl¦dem (x, y), to

(mn)
1
p cm,n → 0, (3.80)

gdy m+ n→∞.

Dowód. Niech {cj,k}∞j,k=1 b¦dzie ci¡giem o wyrazach nieujemnych oraz niech ε > 0. Wy-
korzystuj¡c zaªo»enie, »e szereg (3.47) jest zbie»ny jednostajnie regularnie wzgl¦dem (x, y)
otrzymujemy, i» istnieje liczba naturalna m0 = m0(ε) taka, »e nierówno±¢∣∣∣∣∣∣

M∑
j=m

N∑
k=n

cj,k sin(jx) cos(ky)

∣∣∣∣∣∣ < ε (gdzie 1 ¬ m ¬M i 1 ¬ n ¬ N) (3.81)

jest speªniona dla dowolnego m,n,M,N ∈ N, gdy m+ n > m0 oraz dowolnego (x, y) ∈ R2.
Niech

x1(m) =
π

4(m+ r)
,

x2(m) =
π

4λb1(m)
,

x3(m) =
π

4m
.

Wtedy

sin(jx1(m))  sin(
π

4
), dla m+ r ¬ j ¬ 2m+ r − 1,

sin(jx2(m))  sin(
π

4λ
), dla b1(m) ¬ j ¬ 2λb1(m),

sin(jx3(m))  sin(
π

4
), dla m ¬ j ¬ 2m.

Poniewa» ci¡gi {b1(l)}∞l=1, {b2(l)}
∞
l=1 {b3(l)}

∞
l=1 d¡»¡ do niesko«czono±ci, to istnieje liczba

naturalna m1, taka, »e dla dowolnych m,n speªniaj¡cych nierówno±¢ m+n > m1 prawdziwe
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s¡ równie» nierówno±ci m + n > m0, b1(m) + n > m0, m + b2(n) > m0 i b3(m + n) > m0.
Przyjmuj¡c y = 0 i wykorzystuj¡c powy»sze nierówno±ci, Lemat 8 oraz (3.81) mamy

4ε > sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k sin(jx3(M)) +
2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n+r−1∑
k=n+1

cj,k sin(jx2(m))

+
2m+r−1∑
j=m+r

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k sin(jx1(m)) +
2λb2(n)∑
k=b2(n)

2m+r−1∑
j=m+1

cj,k sin(jx1(m))

 sin(π
4
) sup
M+Nb3(m+n)

2M∑
j=M

2N∑
k=N

cj,k + sin(
π

4λ
)
2λb1(m)∑
j=b1(m)

2n+r−1∑
k=n+1

cj,k

+ sin(
π

4
)
2m+r−1∑
j=m+r

2n+r−1∑
k=n+r

cj,k + sin(
π

4λ
)
2λb2(n)∑
k=b2(n)

2m+r−1∑
j=m+1

cj,k

≫ sin( π
4λ
) (mn)

1
p cm,n, gdy m+ n > m1 oraz m,n  max{λ, 2r}.

Je±li j → ∞ oraz k < max{λ, 2r} lub j < max{λ, 2r} oraz k → ∞, wtedy warunek (3.19)
wynika z jednostajnej zbie»no±ci szeregów pojedynczych (3.52). To ko«czy dowód.

Przyjmuj¡c w Twierdzeniu 26, »e p = 1 i r = 2 otrzymujemy wynik uzyskany przez K.
Duzinkiewicza w pracy [4] oraz wszystkie wcze±niejsze rezultaty podaj¡ce warunek konieczny
zbie»no±ci podwójnych szeregów mieszanych.
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