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Wstep

Niniejsza rozprawa doktorska zostata poswiecona problematyce jednostajnej zbieznosci poje-
dynczych oraz podwojnych szeregdéw trygonometrycznych. Motywacja do jej napisania byta
che¢ uogolnienia oraz rozszerzenia dotychczas znanych w literaturze wynikéw dotyczacych
tej problematyki. Punktem wyjscia do jej napisania staly sie klasyczne wyniki po$wiecone
tej problematyce, ktore pojawity sie na poczatku XX wieku. Podaja one charakteryzacje
jednostajnej zbieznosci pojedynczych oraz podwéjnych szeregéw trygonometrycznych, gdzie
istotnym zalozeniem byta monotoniczno$é¢ wspotezynnikoéw tych szeregdéw. Pierwsza praca
zwigzana z ta problematyka pochodzi z 1916 roku i zostata napisana przez brytyjskich ma-
tematykow T. W. Chaundy’ego i A. E. Jolliffe’a [I]. Przedstawione zostaly w niej wyniki
dotyczace jednostajnej zbieznosci pojedynczych szeregéw sinuséw, ktore opieraja sie na za-
lozeniu, ze wspoétczynniki tych szeregow sa monotoniczne. Analogiczny wynik dla przypadku
pojedynczych szeregéw cosinusow zostal zaprezentowany w monografii A. Zygmunda [54],
ktora pochodzi z 1959 roku. Nastepnie, w 1966 roku I. E. Zak i A. A. Sneider [48] uzy-
skali podobny wynik dotyczacy jednostajnej zbieznosci podwéjnych szeregdéw sinusoéw przy
zatozeniu, ze wspolczynniki tych szeregdw tworza podwojny ciagg nierosnacy.

Znaczacym momentem w badaniach nad problemem zwiazanym z jednostajna zbiezno-
$cig szeregow sinusow byla praca autorstwa L. Leindlera [27] z 2001 roku, w ktorej wprowa-
dzona zostala klasa pojedynczych ciagéw o ograniczonej resztowej wariacji. Praca ta mia-
ta wplyw na zintensyfikowanie badan nad uogoélnieniem klasycznych wynikéw jednostajnej
zbieznodci dla szeregéw pojedynczych oraz podwdjnych poprzez zastapienie ciggdw mono-
tonicznych ciggami o ograniczonych wariacjach. Wynikiem tych badan bylo wprowadzenie
nowych klas ciggéw o ograniczonych wariacjach, ktérych wykorzystanie pozwolito na uogol-
nienie klasycznych wynikow. Dla szeregoéw pojedynczych, nowe klasy ciagdéw o ograniczonych
wariacjach zostaly wprowadzone oraz badane, miedzy innymi w pracach: [5] <+ [7], [8], [10],
[19] + [27], [29] = [33], [35] + [18], [49] = [53]. Warto wspomnie¢ rowniez o wynikach uzyska-
nych przez B.Szala w pracy [37] z roku 2011, w ktorej rozszerzyt on klasy ciagow o ograni-
czonych wariacjach poprzez wykorzystanie w definicji tych klas sumy roznic wyrazéow ciggow
o dowolnym kroku r € N zastepujac réznice o kroku 1. W tym samym roku S. Tikhonov w
pracy [45] oraz L. Leindler w pracy [20] wprowadzili klase ciagéw pojedynczych o ograniczo-
nych p-tych wariacjach. W rozprawie zostanie zdefiniowana nowa szersza klasa pojedynczych
ciagdéw o ograniczonych p-tych wariacjach, ktora jest modyfikacja klasy zdefiniowanej przez
S. Tikhonova oraz L. Leindlera poprzez wykorzystanie sumy ro6znic wyrazow ciagoéw o dowol-
nym kroku r. Klasa ta zostanie uzyta w rozprawie do uogoélnienia i rozszerzenia klasycznych
wynikéw jednostajnej zbiezno$ci pojedynczych szeregéw trygonometrycznych.

Pierwsza klasa podwojnych ciagéw o ograniczonych wariacjach zostata wprowadzona
przez P. Korusa oraz F. F. Moricza w pracy [I1], ktora ukazata sie w 2009 roku. W ar-
tykule tym rozszerzono wynik I. E. Zak i A. A. Sneider dotyczacy jednostajnej zbieznosci
podwojnych szeregow sinuséw dla nowo zdefiniowanej klasy ciggéw. Ponadto, w roku 2011




Jednostaina zbieznosé szeregow trygonometrycznych o wspdtczynnikach tworzgcych ciggi o
ograniczonych p-tych wariacjach

P. Korus w pracy [12] po raz kolejny uogoélnil wspomniane wezesniej twierdzenia na szersza
klase ciagdw o ograniczonych wariacjach, jak rowniez przedstawil analogiczne twierdzenie
dla szeregow mieszanych. Nastepnie, K. Duzinkiewicz w pracy [4] i we wspolnej pracy z B.
Szalem [3] wprowadzili nowg klase podwojnych ciagéw o ograniczonych wariacjach poprzez
wykorzystanie sumy réznic wyrazoéw ciggéw o kroku r € N. Wykorzystali oni nastepnie te
klase do uogolnienia wspomnianych wczesniej wynikow dotyczacych jednostajnej zbiezno-
Sci podwojnych szeregow sinuséw i podwojnych szeregdéw mieszanych. W rozprawie zostanie
wprowadzona nowa szersza klasa podwojnych ciaggéw o ograniczonych p-tych wariacjach, kto-
ra zostanie uzyta do uogoélnienia i rozszerzenia dotychczas znanych w literaturze wynikow
jednostajnej zbieznosci podwdjnych szeregow sinusoéw oraz podwojnych szeregdéw mieszanych.

Niniejsza rozprawa doktorska sktada sie z trzech rozdziatéw. W rozdziale pierwszym
zostana zaprezentowane wybrane klasy pojedynczych ciggéw jak réwniez podwdjnych cig-
gow o ograniczonych wariacjach. Na poczatku podrozdziatu 1.1 zdefiniowana zostanie nowa
klasa ciagow o ograniczonych p-tych wariacjach pochodzaca z pracy [17], ktora jest wy-
padkowa klas wprowadzonych przez B. Szala w artykutach [37], [41] oraz S. Tikhonova i
E. Liflyanda w pracach [29], [30]. Nastepnie w tym podrozdziale zostana omoéwione najwaz-
niejsze klasy ciagow o ograniczonych wariacjach oraz zaleznosci miedzy nimi, z uwzglednie-
niem nowo wprowadzonej klasy ciagow. Wyniki tego podrozdzialu pochodza z pracy [17].
Podrozdziat 1.2 zawiera zestawienie klas podwojnych ciaggéw o ograniczonych wariacjach.
Schemat tego podrozdziatlu bedzie analogiczny jak dla pojedynczych ciagéw, czyli na po-
czatku zdefiniowana bedzie nowa klasy podwojnych ciagdéw o ograniczonych p-tych waria-
cjach, a nastepnie przedstawione zostang zaleznosci miedzy ta klasa oraz klasami dotychczas
rozwazanymi w literaturze. Rezultaty tego podrozdziatu pochodzg z pracy [14].

W rozdziale drugim przedstawione zostang wyniki jednostajnej zbieznosci pojedynczych
szeregoéw trygonometrycznych. W podrozdziale 2.1 zaprezentowane zostana twierdzenia po-
mocnicze, ktore beda wykorzystane do dowodéw wynikéw z podrozdziatu 2.2 dotyczacych
jednostajnej zbieznosci pojedynczych szeregow trygonometrycznych. Rezultaty tego rozdzia-
tu byly zaprezentowane na miedzynarodowej konferencji "Function Spaces", ktéra odbyta
sie w Krakowie w 2018 roku i pochodza one z prac [16], [17].

Rozdzial trzeci bedzie zawiera¢ wyniki dotyczace jednostajnej zbieznosci podwojnych sze-
regow trygonometrycznych. Analogicznie jak dla pojedynczych szeregéw, w podrozdziale 3.1
zawarte beda twierdzenia pomocnicze, ktore wykorzystane zostang w dowodach gtéwnych
twierdzen tego rozdzialu. W podrozdziale 3.2 oraz 3.3 przedstawione zostana twierdzenia
podajgce warunek konieczny oraz dostateczny jednostajnej zbieznosci odpowiednio dla po-
dwojnych szeregéw sinuséw oraz podwojnych szeregéw mieszanych. Wyniki tego rozdziatu
zostaly zawarte w pracach [14], [15].

W tym miejscu chciatbym zlozy¢ serdeczne podziekowania mojemu promotorawi
Panu dr hab. Bogdanowi Szalowi za cierpliwos¢, wyrozumialo$¢ oraz cenne rady i wska-
zOowki, ktore przyczynily sie do powstania niniejszej rozprawy doktorskiej. Dodatkowo mo-
jemu promotorowi oraz wszystkim wspotpracownikom z firmy Atlasus, a w szczegolnosci
Monice Halasz-Kawatkowskiej oraz Markowi Michalskiemu chciatbym podzickowaé¢ za wyro-
zumialo$¢ oraz umozliwienie taczenia pracy zawodowej z pracg naukowa. Osobne podzigko-
wania naleza si¢ mojej zonie Marcie za cierpliwo$¢ oraz nieustanne wsparcie.




Rozdzial 1

Klasy ciggdébw o ograniczonych wariacjach

Klasyczne wyniki dotyczace jednostajnej zbieznosci pojedynczych oraz podwdéjnych szeregow
trygonometrycznych opieraja sie na zalozeniu, ze wspolczynniki tych szeregow
tworza ciaggi monotoniczne. Pierwszy wynik dotyczacy tej problematyki w przypadku poje-
dynczych szeregdw sinusow zostal przedstawiony w pracy T. W. Chaundy’ego
i A. E. Jolliffe’a ([I]), natomiast w przypadku podwojnych szeregow sinuséw w pracy
I. E. Zaka i A. A. Sneidera ([48]). Wyniki te byly nastepnie uogélnianie poprzez oslabienie
warunku monotonicznosci ciagdéw, miedzy innymi przez zastapienie ciagéw monotonicznych
ciagami o ograniczonych wariacjach. W tym rozdziale rozprawy doktorskiej zostana zdefinio-
wane podstawowe klasy pojedynczych oraz podwéjnych ciagdéw o ograniczonych wariacjach
oraz przedstawione zaleznosci miedzy tymi klasami.

1.1 Pojedyncze ciagi o ograniczonych wariacjach

W tym podrozdziale wprowadzone zostana klasy pojedynczych ciaggéw o ograniczonych wa-
riacjach, ktorych wykorzystanie w istotny sposob uogélnito klasyczne wyniki dotyczace jed-
nostajnej zbieznosci pojedynczych szeregéw trygonometrycznych. Zaczniemy ten podrozdziat
od wprowadzenia podstawowych oznaczeri. Niech M'S (ang. Monotone Sequences) oznacza
klase pojedynczych ciggow nierosngcych {c;}32 . Natomiast dla dowolnej liczby r € N niech

Ayck = Cp — Charp-

Ponadto bedziemy zapisywa¢ [;(n) < I3(n) jezeli istnieje dodatnia stala C' niezalezna
od n taka, ze I1(n) < Cly(n).

1.1.1 Wiadomos$ci wstepne

We wspolnej pracy z B. Szalem [17] zdefiniowana zostala nastepujaca klasa pojedynczych
ciggow o ograniczonych p-tych wariacjach:
Definicja 1. [17] Niech § = {0}32, bedzie ciggiem o wyrazach nieujemnych, r liczbg natu-
ralng oraz p dodatniq liczbg rzeczywistq. Ciqg liczb zespolonych ¢ = {cx}32, nazywaé bedzie-
my (p, 0, r)—general monotone lub oznaczaé ¢ € GM (p,d,r), jesli istnieje dodatnia stata C
zalezna tylko od {c}52, taka, ze warunek

2n—1 %
( Z ’Arck’p> < C(Sn
k=n
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Rozdzial 1. Klasy ciggow o ograniczonych waritacjach

jest spetniony dla wszystkich n € N.
Dodatkowo zdefiniujmy nastepujaca klase ciggow:

Definicja 2. Niech § = {032, bedzie ciggiem o wyrazach nieujemnych, r liczbg naturalng
oraz p liczbg rzeczywistq. Cigg liczb zespolonych ¢ = {cx}32, bedziemy nazywaé (p, d,r)-rest
bounded variation i oznaczaé ¢ € RBV (p,0,71), jesli istnieje dodatnia stata C zalezna tylko
od {cy}2,, taka, Ze warunek

(2 |Arck|p> "<,
k=n

jest spetniony dla wszystkich n € N.
Wprost z definicji powyzszych klas wynika nastepujaca zalezno$é miedzy tymi klasami:
RBV(pv 57 T) - GM(p> 57 ’I“)-

Warto zauwazy¢, ze dla p = 1 klasy GM (1,6,r) 1 RBV (1, 6, r) zostaly wprowadzone przez
B. Szala odpowiednio w pracach [37], [41]. W artykutach tych B. Szal jako pierwszy wyko-
rzystal réznice wyrazow ciagu ¢ = {cx}32,; o kroku r postaci |cx — cpy,| dla dowolnego
r € N. Bylo to istotne rozszerzenie klas ciaggéw o ograniczonych wariacjach dotychczas wy-
stepujacych w literaturze, ktore bazowaly na réznicy wyrazow ciggu ¢ = {c;}72, o kroku 1
postaci |cx — cxr1|. Z kolei powyzsze klasy dla r = 1 oraz p = 1 zostaly wprowadzone przez
S. Tikhonova w pracy [45] oraz L. Leindlera w pracy [20].
Dodatkowo, warto zauwazy¢, ze dla przypadku r = 1 klasy GM (p,d,1) oraz RBV (p,d,1)
zostaly wprowadzone przez S. Tikhonova oraz E. Liflyanda w pracach [29], [30].

W dalszej czesci pracy dla dowolnego ciagu liczb zespolonych {c;}52, takiego, ze ¢ — 0,
gdy k — oo, rozwazaé bedziemy nastepujace przyktady ciagow o =9, dla n € N:

1671 = 15 = |Cn|
90, = 20 = max \ck| dla pewnej liczby N € N,

n<k<n+
1 [An]
30, = 30 = z > |ck| dla pewnej liczby rzeczywistej A > 2,
k=[n/\]
1 m
40p = 40 = - ( sup Y |ck]> dla pewnej liczby rzeczywistej A\ > 2
m2[nA] g=m

oraz

1

50n(q) = 50(q) = 1 sup m ( ! i Icqu>

T m>b(n)

12m

60n(q) = 60(g) = — ~ max ( Z !Ck|")

N b(n)<mAb(n)
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dla dowolnych liczb rzeczywistych ¢ > 0, X > 2, dowolnego ciagu {b(k)}72, C R% = [0, +00)
dazacego monotonicznie do nieskoniczonosci. W dalszej czesci pracy piszac 50, bedziemy mieli
na mysli 50, (1), analogiczne oznaczenie bedziemy wykorzystywaé¢ dla ciggu ¢d,(q).

Warto zauwazyé, ze wykorzystujac ciag 16, i ktadac p = 1 oraz r = 1 w Definicji
otrzymujemy klase ciagow o ograniczonej resztowej wariacji RBV(1,10,1), ktora zostata
wprowadzona w pracy L. Leindlera ([27]), gdzie oznaczona byta RBV'S (ang. Rest Bounded
variation Sequence). Byla to pierwsza praca, ktora zapoczatkowala rozwazania na temat klas
ciggéw o ograniczonych wariacjach oraz wykorzystanie takich klas do rozszerzenia klasycz-
nych wynikéw dotyczacych jednostajnej zbieznosci szeregéw trygonometrycznych.

Ponadto klasy GM (1,19,1), GM(1,56,1), GM(1,30,1), GM(1,49,1), GM(1,56,1), GM(1, 39, 2)
rozwazane byly w pracach: [45] , [18], [44] z A > 1, oraz rownolegle w pracy [53] z A > 2,
[10], [10], [37] i oznaczone w nich odpowiednio GM, GBV'S, MV BV'S, SBVS, SBV S, i
GM (o,r).

Warto takze wspomnie¢, ze klasa GM(1,,6,1) byla rozwazana rowniez w pracach [7], [46].
Ponadto w pracy [2] klasa ta zostata wykorzystana do dowodu zawierania sie pewnych prze-
strzeni funkcyjnych.

1.1.2 Relacje miedzy klasami

Pokazemy teraz, ze nowo wprowadzona klasa GM (p, ,r) jest w istotny sposob szersza od do
tej pory rozpatrywanych w literaturze klas ciggdéw o ograniczonych wariacjach. Na poczatek
wprowadzimy wyniki pomocnicze, ktore zostang wykorzystane w dowodach zaleznosci miedzy
klasami ciaggéw o ograniczonych wariacjach.

Lemat 1. [9] Jesli ¢ = {cx}32, jest ciggiem o wyrazach nieujemnych oraz 0 < o < f < 00,

wtedy 1 1
00 5 3 0o y
k=1 k=1

Lemat 2. [3]|] Jesli ¢ = {cx}32, jest ciggiem o wyrazach nieujemnych, 0 < ¢ < qa < 00
oraz v > n, wtedy

1 1
1 o [ 1 Y B
- q1 < - q2 .
R N R
W pracach [10], [18], [53], [27], [45], [44] pokazano nastepujace zaleznoSci:

MS G RBV(1,16,1) G GM(1,18,1) S GM(1,56,1) G GM(1,356,1) G GM(1,,6,1)
C GM(1,56,1).
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Powyzsze zaleznosci mozna zobrazowad na ponizszym grafie:

GM(1,56,1)

 GM(L,w5,1)

Rysunek 1.1: Zaleznogci miedzy klasami M S, RBV/(1,16,1), GM(1,16,1), GM(1,5,1), GM(1, 35, 1),
GM(1,48,1), GM(1, 50, 1).
Ponadto, korzystajac z definicji ciagow 50(q) i 60(q) otrzymujemy:
GM(p,60(q), ) € GM(p,56(q),7)
dlareN ¢g>0ip>0.
Wykorzystujac Lemat [1f otrzymujemy nastepujaca zaleznosé:
GM(1,0,1) C GM(p,d,1),

dla p > 1 i dowolnego ciggu 9.
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Powyzsza zaleznosé ilustruje ponizszy graf:

GM(p, 5,1)

Rysunek 1.2: Zaleznosci miedzy klasami GM(1,4,1) i GM (p, 9, 1).

Pokazemy teraz, ze wprowadzona klasa ciagow GM (p, d,r) jest w sposob istotny szersza
od klas dotychczas rozpatrywanych w literaturze. Ponizsze twierdzenia zostaly przedstawione
we wspolnej pracy z B. Szalem [17].

Twierdzenie 1. [17] Niech ¢ > 0,7 € N oraz niech 0 < p; < ps. Witedy
(7’) GM(pb 55(97)7 T) g GM(p27 55((])7 T);
(M) GM(ph 66(q)7 T) g GM(p27 66(q)7 T)?

(111) Istnieje ciqg {ck}3q, kto’ry nalezy do klasy GM (pa,50(q), ) oraz nie nalezy do klasy
GM (p1,56(q),7), gdzie £ o] =0(1), 1 <p1 <pyorazq>1.

(iv) Istnieje cigg {cr}32, kto’ry nalezy do klasy GM (pa,60(q), ) oraz nie nalezy do klasy
GM (p1,60(q),r), gdzie b(k =0(1), 1 <p1 <pg orazq> 1.

Dowdd. (i) Niech ciag {cx}32, € GM(p1,50(q), ). Wykorzystujac Lemat |1] otrzymujemy
2n—1 12 2n—1 % C 1 2m
(Z ek — Chr \m) <Z |cx — CkJrr’pl) S — sup m( Z |Ck’q>
k=n T m>b(n)

co oznacza, ze {c; )2, € GM(p2,59(q), 7).
(ii) Niech teraz {cr}2, € GM(p1,60(q), 7). W podobny sposob jak w dowodzie czesci (i)
uzyskujemy, ze

2n—1 s 2n—1 11 C 1 2m
(Z |Ck — Ckir ‘ 2) <Z |Ck — Ck+T|pl> < — max ( Z |Ck’q>

7 b(n)<m<Ab(n m =

Stad {cx}pe, € GM(p2,60(q), 7).
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(iii) Niech
= jesli 2r J( k,
k= { = T)g + 1 , jesli 2r|k. (1.1)
Na poczatek pokazemy, ze {cx}52, € GM (p2, 5(5(q), 7). Niech

A, —{kGN n < k < 2n—1oraz 2r|k},
<2n—1,2rtkoraz 2r{k +r},

k

k <2n—1oraz 2r|k +r}

oraz n > 8r. Dla dowolnego n € N istniejg takie liczby naturalne p i g, ze
n<2rp<n+2r—1

oraz
2n —2r +1 < 2rq < 2n.

Zaltozmy, ze
Cl={keN:2rp<k<2rq—1oraz 2r|k + r}.
Z faktu, ze C! C C,, otrzymujemy

= 2rg — 1 —2rp+ 1 2r (g —
.= = 5 prl_2rle p)zq—p
r 2r

n—2r+1 n+2r—1 n—A4r n (1.2)
= — > = —.
2r 2r 2r 4r

Qll

dla n > 8r. Zatem wykorzystujac elementarne przeksztatcenia otrzymujemy

on—1 7 P2
(Z |Cle — Chr ’m) = > lex — e+ D Jow — a2 + D Jen — g [?
k=n kEAn kEBn keCh

1 1 1 1
(it e
(ke%;n (k=712 jepm  (k+7)? kezE; +7)?

’pz

1

11 1 vz
+ Z = . |p2
vecn B R (k4 r)2(k 4 1) )

4rk 1 p2 <k+7a)2 _ 2\
-\ & 2 i) T Tene
ieq, \b =2k +0) ppns ) G5\ R2(k+7)
1 p2 P2

+ - -

keZC ((k + r)2+p12) )

4kr 1 p2 ( oy + 12 >p2 1 P2\ 5

S + + T e B -

(k;;n (ika? k2+1’12> kezB:n k2(k + )2 kezc:n (k + r)2+%

6r 1\ & 1 b2\ 7
(T (@ rar) * 2 () 2 (e
(lceAn L vep, \F2(k+7) ke \ (k+7)* e
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167 1 \" < or >p2 ( 1 >p2 P2
< + + — + —_—
h (k§<k2+ k2+p12> kezB: ko kezc: 12

1

2n—1 1 P2\ po 1 1
< (16r +1) (Z <k2+> ) < (167 +1)——~nw

k=n P2 n P2
17r
< —

n2’

(1.3)

Niech teraz

Korzystajac z Lematu [2/dla ¢ > 1 otrzymujemy

= o ATr R 168 1 _ 68r 1 2%/ 1\ *
<Z|ck—ck+r|l’2> <472ﬁ<—sup Z<supm<2(kz)>

68 127
< (2 E at)

N m>b(n)

Zatem {cp 172, € GM(p2,56(q),r). Pokazemy teraz, ze {ci}22, ¢ GM(p1,59(q), 7). Wyko-
rzystujac (1.2)) otrzymujemy, ze dla n > 8r

<2n 1 11 1 ﬁ 1 ﬁ
Flo-anm) > (¥ L) s L (51
keCy, (k+7“)2p1+% (2n+7")2+$ keCy,
1 1

1 n\ s 1 1 nr1
> - () _ . 1.4
(47“) +L \4r 275 (4r) 2L 2 (14)

7 drugiej strony, mamy

1 1
1 1 2n (| 1 1 1 \* IRCART
— sup m ck|?)] =— sup m | — + + ( )
T m>b(n) ( Z ! ) Tomb(n) (m (kezD:m <(’f —r) k2+p12> k:ezb;m k? ))

1

| 1 1 1)* 17\ ) *
<—sup m|— ( + > + ()
h Tm>b(n) (m (kezD:m <%k)2 k? kgz;m k2
1 1
=—sup m|— + < — sup m| — e
Pomi) (m (kgz;m ke kZEm W)) Mntio) (m <k§;n ’f2q>>
5 2 \& 2 1 1
gsupm<2 =0— sup m— < —
N m>b(n) m=d omzb(n) MM n
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Rozdzial 1. Klasy ciggow o ograniczonych waritacjach

Zatem nier6wnos¢
2n—1 c 1 2m %
cp— ¢ ! < — sup m|— cl?
(Z‘k el ) ”m>b1(3n) <mkzm‘k|>
nie moze byé spelniona, jesli n — oo. To konczy dowdd czesei (iii).
(iv) Teraz udowodnimy, ze {c,}32, € GM (pa,60(q), 7). Niech
={keN:m<k<2m,2r|k},
m:{kEN.m<k‘<2m—1,2er}.

Korzystajac z . oraz z Lematu [2] I dla ¢ > 1 otrzymujemy

1

2n—1 ey 2n—1 2m
P2 17r 1 687 1

E : _ P2 <4 E - E
(k:n e = el ) 1 n — k2 < n bn )gnagb k2

1
68 1 27 /1\%\*
< m(z(k>>

k=m
1
68r 1-1 1 1y 1)
< 08r —
n sm<men) (keZD <(k5—7‘)2 ! k2+p12> +keZEm (k2> )

1
68r 13 ‘
< — il a
< max ~om (m > Jex] )

N b(n)<m<LAb(n

Zatem {c,}%2, € GM (p2,60(q),r). Pokazemy teraz, ze {cx}i>, ¢ GM(p1,60(q), 7). Wykonu-
jac elementarne szacowania otrzymujemy

1 1 % | |q
oo B e 2 1
1
1 1 1 !
= — max — + + ( )
Nb(n)<m<LAb(n) \ M KeDo, ((k _ 71)2 k2+p12> keZEm ))
1
1 1 1 1\ IREAR S
< = = - 4= -
= nb<n)£?£§b<n> m \ 55 <(§k¢)2 + k2> * k;E:m <k2> ))
1
1 1 59 1 !
= i B \m \ & T 2 k:))
1
_5 1 22“5 V)" _5 ( 2 )é
< - a — — < — a —
nb(n)gzg}g\b(n) m \,/ = k% nb(n)g}ng}g\b(n) m24
2 1
=5— max m— << —

N b(n)<m<Ab(n) m2

Wykorzystujac (1.4]) oraz powyzsze oszacowania mozemy stwierdzi¢, ze nier6wnosé
1

2n—1 p1 c 1 2m %
(Z ek — Chr \m) S — sup m ( > ‘Ck|q>
m k=m

M m>b(n)

12



Rozdzial 1. Klasy ciggow o ograniczonych waritacjach

nie moze by¢ spetniona, jesli n — oo.
To koriczy dowod czesci (iv) oraz catego twierdzenia. O

Zaleznosci miedzy klasami okreslonymi w powyzszym twierdzeniu ilustruje ponizszy graf:

GM(p3,6,r)

{adio,

Rysunek 1.3: ZaleznoSci miedzy klasami GM (py,d,r) oraz GM (pa,d,r), gdzie 0 < p1 < pe, 7 € Nid =56
lub 6 = 65-

Pokazemy teraz, ze klasa GM (p, 0, 1) jest istotnie szersza niz klasa GM (p, §, 1) rozwazana
przez S. Tikhonova oraz E. Liflyand w pracach [29] i [30].

Twierdzenie 2. [17] Niechp > 1, ¢ >0, ri,r € N, 1y < r.
(1) Jesli ri|ra, to GM (p,50(q),r1) C GM(p,50(q),72),
(7’7’) Jesli 7’1‘7"2, to GM(p766< )?T ) g GM<p7 6(5(6_[),7'2),

(1) Istnieje cigg {ck}ioq, kto’ry nalezy do klasy GM (p,50(q),r2) oraz nie nalezy do klasy
GM (p,50(q),71), gdzie 555 =0(1), r <ry oraz q > 1,

(i) Istnieje cigg {cx}o2y, kto’ry nalezy do klasy GM (p,60(q),2) oraz nie nalezy do klasy
GM (p,60(q),71), gdzie 555 =0(1), 11 <rg orazq > 1.

Dowdd. (i) Niech {cx}2, € GM(p,5(5(q),r1). Jesli |rq, to 1o = ary, gdzie a € N. Wyko-
rzystujac nieréwnos$¢ Héldera dla p > 1 otrzymujemy

2n—1 . 2n—1 |a—1 N
(Z ’Ck - Ck+r2’ ) = (Z Z (Ck+lr1 - Ck+(l+1)r1) )
k=n |1=0
2n—1 /a—1 p %
< (Z (Z ‘Ck+zr1 = Ch(l+1)m ) )
k=n \I[=0

2n—1 a—1 1—2
< Z <Z ‘Ckﬂn = Ck+(141)r > <Z 1” )
k=n =0

13
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2

—1 a—1 p P 1 1
Z ’Ck+m = Chk4-(14+1)m a7
1=0

2n—1 /a—1
( <Z ’0k+lm = Cht(I4+1)r ))
1=0
2n—1 /a—1 »
; (z (52 ek = e ))
k=n \I=0
a—1

1 2n+lr1—1
E S la—cenl] ] (15)
=0 k:n+lr1

Korzystajac z (1.5) oraz Definicji [I| mamy

Il
h
3
S m

|

I
L.

a—1 2n—1 p P
< <Z ’Ck+lr1 - Ck+(l+1)r1 >>

=0

B =

p

1
2n—1 P -
cr — e P ] <ot sup cl?
<,§1 | * 2| > Z n + lT1 m>b(n+lr1) ( Z | | >

1 1 2m
< aC— sup m< Z |cx |q>

T m>b(n)

Zatem {c,}32, € GM(p,50(q),2).
(ii) Analogicznie, jak w dowodzie czesci (i), wykorzystujac (1.5) oraz Definicje |1 otrzymu-
jemy

1\ PY 5

2n—1 5 ) a-1 C 1 2m g
_ Pl <ol - q
(Eeemrnl) <o 8 (o (3 b

k=n =0

=

< aC— max ( Z |ck\q>

N (n)<m<AY (n
gdzie dlan € N b/ (n) =b(n+lyr) ily € {0,...,ac — 1} jest takie, ze
1 2m

2m
1
max > k]q = max max > ]ck]q
b(n—l—lorl)gmg)\b(n—l—lorl m;_ le{O,l,...,a—l}b(n—l—l'rl)gmg)\b(n—l-lrl m;_

Zatem {ci}52, € GM(p,66(q),72), co konczy dowod czescei (ii).
(iii) Zalozmy, ze
2+OZ _17 gdy 7“1|k7,
=g gdzie oy, = { 1, edy r 1 k. (1.6)

Pokazemy, ze {cp}32, € GM(p,50(q),r2) oraz {cp}32, ¢ GM(p,56(q),r1). Niech

n — 1 oraz ra|k},
n—1oraz ry{ k}. (1.7)

NN
N DO
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Wykorzystujac Lemat [ oraz Lemat 2] dla ¢ > 1 otrzymujemy

2n—1 % %
(Z |Ck - Ck+r2|p> = Z + Z |Ck - Ck+r2|p
k=n keA, keB,

I B ST R B
ol k2 (k+1)? kD k2 (k+19)?
2n—1 2 2P 1 2n—1 2 |P
(k+1m)° —k P (2r9k) + 13 »
< | 3P A A— =3 \eT2v) T T2
> Ol

(k 4 19)2k?
1
2n—1 » 2n—1
1\P\” oLl 6y 2
<6r2<kg (%) ) <ony pe Y a
Stosujac (1.8)) oraz wykonujac elementarne szacowania otrzymujemy
n—1 ) 2 7
n p 679 1 &% 4
(ZWﬁMQ<mmﬁzmﬂ,
N m>b(n) mo,

co oznacza, ze {c; 172, € GM(p,50(q),72).
Pokazemy teraz, ze {cx}32, & GM(p,50(q),m1). Wykorzystujac (L.7) mamy

2n—1 3 %
_ _ p e 4
<Z |ck Ck+7”1| > (kgn |C/€ Ck+r1| ) (]g; | ]{?+T1)2| )
(k+r)2—3k2 \" 7\”
(Z | (k +11)2k? "=l

keA keAn

—2k% 4 2kry + r%
(/{7 + 7’1)2]€2

(1.8)

Jesli n > 5ry, to 2n? — 2nry — 12 > (n+ry)% W zwigzku z tym dla n > 5r; otrzymujemy

2m—1 1 2 o\ P\ 7 1
P 2k —ril—’fl 1 (n)p
E - r p > E >
<k:n 6 = Cien] ) (keAn ( (k + 11)2k2 ) ) (2n)% \2r

1 o4l
e 1n2+17_

1 =
2oy

Z drugiej strony mamy

1 1 2m 1.1 1 1
- sup m< Z \cqu> < =3 sup — < —.
m2b(n) n m=b(n )m n

Zatem nieréwnosé

1

n—1 2 7
C 1 X a

(E: €k = Chopry 7 ) < — sup m < > |Ck|q>

nie moze by¢ spelniona, jesli n — oo. To konczy dowdd czescei (iii).

(1.9)
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(iv) Wykorzystujac (1.8) otrzymujemy
1 1
2n—1 P 67,, 1 2m q
(Z lex — ck+r2|p> <— max m < > |ck|q> :
Pt N b(n)<m<Ab(n) m =

co oznacza, ze {c, )52, € GM(p,s(q), r2). Ponadto, wykorzystujac (1.9)) oraz oszacowanie

1 (N BT 1 1
— max  m|— Y |el!] <=3T¢ max —<—
7b(n)<m<Ab(n) n

mozemy stwierdzi¢, ze nier6wnosé
n—1 7 2 7
— o C 1 & I
ek —crinlP) <= max m|— > |l
p— 1 b(n)<m<Ab(n) m

nie moze by¢ spelniona, jesli n — oc.
Konczy to dowod czesci (iv) jak i calego twierdzenia. O

Zalezno$¢ miedzy klasami, ktore zostaly udowodnione w powyzszym twierdzeniu ilustruje
ponizszy graf:

GM(p, b, r2)

{adpoa

Rysunek 1.4: Zaleznosci miedzy klasami GM (p,d,71) i GM (p, d,r2), gdzie p > 0,7r1|ra,m1 <1216 = 50 lub
§=¢0.

Twierdzenie 3. [17] Niech p >0, ¢ > 1 oraz ri,79 € N. Jesli r1 {ro, 1o 11 i % =0(1),
wtedy klasy

GM(p,50(q),m1) i GM(p,56(q),72)

oraz

GM(p,60(q),m1) i GM(p,66(q),72)

nie $q¢ porownywalne.

16



Rozdzial 1. Klasy ciggow o ograniczonych waritacjach

Dowdd. Pokazemy, ze klas GM (p,56(q),r1) i GM(p,56(q), ) nie sa porownywalne. Niech

24+ g ) ) =1, gdy |k,
7z gdz1eozk—{ 1, gdy 11k

ap —

oraz,
- 2+f}/k . o _17 gdy TQ‘I{:J
by = 2 gdze 7y = { 1, gdy ry 1 k.

W dowodzie Twierdzenia [2] pokazalismy, iz

{a}iZs € GM(p,50(q),m) oraz {ar}iZ, & GM(p,50(q), ),

a takze, ze

{O}i2) ¢ GM(p,50(q), 1) oraz {br};2, € GM(p,56(q),72).
To koniczy dowod dla klas GM (p, 50(q), 1) 1 GM (p,56(q), 2) . Dowod dla klas GM (p, 66(q), 1)

i GM(p,d(q), r2) mozna przeprowadzi¢ analogicznie. ]

Twierdzenie 4. [17] Niech p >0, r € N oraz 0 < q; < qo. Witedy
GM(p,50(q1),7) € GM(p,50(q2),7)

oraz
GM (p,60(q1),7) € GM(p,66(q2), 7).

Dowdd. Pokazemy, ze GM (p,50(q1),7) € GM(p,50(qe),r).
Niech {cx}22, € GM(p,56(q1),r). Wykorzystujac definicje klasy oraz Lemat [2| otrzymujemy

2n—1 % 1 1 2m 11 1 1 2m 12
(Z |k —ck+T]p> < — sup m( Z \Ck\q1> < — sup m< Z |Ck|q2> .
k=n

Tt mz=b(n) M j=m v m>b(n) [y —

Zatem {c;}72, € GM(p,50(qa),7), czyli GM (p,56(q1),7) € GM (p,50(g2), 7). Dowdd dla klas
GM(p,60(q1),7) 1 GM(p,6(q2),r) mozna przeprowadzi¢ analogicznie. O

1.2 Podwdjne ciagi o ograniczonych wariacjach

W tym podrozdziale wprowadzone zostana klasy podwojnych ciagdéw o ograniczonych wa-
riacjach, ktorych zastosowanie w istotny sposob rozszerzyty klasyczne wyniki dotyczace jed-
nostajnej zbieznosci podwdjnych szeregdéw trygonometrycznych. Zaczniemy ten podrozdziat
od wprowadzenia podstawowych oznaczeri. Niech dla dowolnej liczby r € N:

AroCjg = Cjk = Citrks
AorCjk 1= Cjk — Cjkr,
Aprcjn = Ao (DorCik) = Cjk — Cirk — Cjktr + Cjarhtr
Podwojny ciag {c;r}3%-1 C R} nazywamy nierosnacym, jesli dla j,k = 1,2, ...:
Aqpcji = 0, Aqjocjp 2 0, Aqocjr = 0.
Klase wszystkich podwojnych ciagéw nierosnacych oznaczac bedziemy M DS (ang. Monotone
Double Sequences).

Ponadto, bedziemy zapisywac¢ I1(m,n) < Iy(m,n), gdzie m,n € N, jezeli istnieje dodatnia
stata C|, niezalezna od m oraz n, taka, ze I;(m,n) < Cly(m,n).
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Rozdzial 1. Klasy ciggow o ograniczonych waritacjach

1.2.1 Wprowadzenie

Zaczniemy ten podrozdzial od sformutowania definicji nowej klasy podwojnych ciggoéw o
ograniczonych wariacjach, ktora zostata wprowadzona we wspoélnej pracy z B. Szalem ([14]).

Definicja 3. [} Mowimy, ze podwdjny cigg liczb zespolonych ¢ = {cj,k}ﬁzl nalezy do
klasy DGM (p, «, 3,7, 1), jesli istnieje dodatnia stata C oraz liczba catkowita \ > 1, zalezne
tylko od {cj7k}§°k:1, dla ktorych zachodzqg nastepujgce nierdwnosci:

2m—1
( > 1Avca| ) < Cap, m>\n>1,

1
2n—1
(Z | DorCrn k] ) < OB, n=A\m>1,

2m—12n—1 1

Z Z |A7”7"C] k’ C’Ymn m,n > /\7
j=m k=n

gdzie o = {aj7k};fk:1, B = {ﬁjvk’};jczl’ = {%‘716};36:1 sq podwdjinymi ciggami o wyrazach

nieujemnych, r € N oraz p > 0.

Warto zauwazy¢, ze dla przypadku p = 1 klasa DGM (1, «v, 3,7, 1) zostala zdefiniowana przez
B. Szala oraz K. Duzinkiewicza w pracy [3]. Natomiast klasa DGM(1,«, 3,7,1) zostala
wprowadzona przez Leindlera w pracy [2§].

W dalszej czesci pracy, dla dowolnego ciggu liczb zespolonych {cj,k}szl takiego, ze
cjr — 0, gdy j + k — oo, bedziemy rozpatrywaé nastepujace trojki ciagow (a, 4,7):

[Am]
1) 1@y =100 = % > ejnldlam>An>1,
j=[m/X
[An]
I/Bm,n = 1B = % Z ’Cm,k’ dla n > >\7m > 177
k=[n/A]
1 [Am)] [An]
Vmn =17 = 577 2o > lejrl dlam,n > A,
j=[m/A] k=[n/A]

2) Qamm:Qa:nll(b( )max Z \c]no dlam>A\n>1,

<M<)\bl(
1 2N
= _ 1 > >1 1.1
Qﬁm,n ﬁ n <b2(n)§1,51\4agx)\b2(n) k:Z]V |Cm,k:|> d an =z )\7 m =z ) ( 0)
) 2M 2N
2Ymmn = 2V = sup Z lcjk| | dlam,n > A,
M+N>bs(m-+n) j M
3) 3Qmn =30 = 7;( sup E |c]n\> n>1,
M>
1
30mn = — ( sup Z ]cmk|> dlan>X\m>1, (1.11)
n N=b(n) =N
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) oM 2N
3Ymn =3V = sup > ikl ] dlam,n > A
M+N3>b(m+n) j=M k=N

gdzie liczba naturalna A > 2, ciagi {b1(1)}2,, {b2(1)}52,, {b3(1)}2, C R daza do nieskon-
czonosci (niekoniecznie monotonicznie) oraz ciag {b(l)}2, C R& dazy monotonicznie do
nieskonczonosci.

Warto zauwazy¢, ze klasa DGM (1,1¢,13,17, 1) zostala zdefiniowana w pracy [11], w kto-
rej oznaczona byta jako MV BV DS. Ponadto klasy DGM (1, 2, 23, 27,1) i DGM (1, 30, 303,37, 1)
zostaly wprowadzone w artykule [12] i byty oznaczone odpowiednio przez SBV DS, i SBV DS,.
Dodatkowo nalezy zaznaczy¢, ze klasy DGM (1, c,103,17,2), DGM(1,sa,20,97,2) oraz
DGM (1, 3a, 30,37, 2) rozwazane byly w pracy [3].

1.2.2 Zaleznosci miedzy klasami

W tej czesci rozprawy pokazemy, ze klasa DGM (p, «, 3,7, r) jest w istotny sposob szersza od
klas podwo6jnych ciagdéw o ograniczonych wariacjach, ktére byty dotychczas rozpatrywane w
literaturze. Podrozdziat ten zaczniemy od przedstawienia inkluzji, ktére byly udowodnione
w pracach [12] i [11]:

MDS ; DGM(lalaalﬁ7 1’771) ; DGM(1520472672’771) ; DGM(153O[73673771)
; DGM(1,3O(,3573772).

Powyzsze zaleznosci mozna zobrazowa¢ na ponizszym grafie:

DGM(1, 3a, 3B, 3y, 2)

DGM(1, 3, 3B, 3V, 1)

Rysunek 1.5: Zalezno$ci miedzy klasami M DS, DGM (1,1, 108,17,1), DGM(1, 2, 20,27, 1),
DGM(L 3@, 3[37 37, 1)7 DGM(L 3Q, 3[37 37, 2)

Ponadto, korzystajac z (1.10)) i (1.11)) otrzymujemy nastepujaca zaleznosé:
DGM(]?, 20, 255 27, T) ; DGM(?» 3, 35a 37, T)
dlap>0ireNlN.
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Ponizsze twierdzenia zostaly wykazane we wspolnej pracy z B. Szalem ([14]).

Twierdzenie 5. [1]] Niech r € N oraz niech 0 < p; < ps. Witedy
(i) DGM (p1,20,28,27,7) € DGM (pa, 20v, 213, 27,7),

(i3) Istnieje ciqg {Cmmnfryne1, ktory nalezy do klasy DGM (py, 2, 23,27,7) oraz nie nalezy
do klasy DGM (py, 2, 23,27, 7), gdzie b( =O0(1) dlai € {1,2,3} oraz 1 < p; < pa.

n

Dowdd. (i) Niech {cpn} . € DGM(p1, 20,983,927, ). Wykorzystujac Lematotrzymuje—

m,n=1
my
1
2m—1 P2 2m—1 Pl C 2M
Yook =l ) < XD g —rnp™ ] < — 0 max Y ey,
— — M b1 (m)<KM<Ab(m) =
j=m j=m j=M
1 1
2n—1 Py 2n—1 p1 C 2N
> lejn — cjper ™ Z e = Ciper™ ) <= max Y,
k=n an( )<N</\b2( )k—N
oraz

2m—12n—1 i 2m—12n—1 i C 2M 2N
(Z Z |A7"7“C],k| 2) (Z Z |A7‘ch I<:| ) < - sup Z Z C],k’a

j=m k=n j=m k=n mnM+N>b3(m+n)] M k=

co oznacza, ze {Cpmnt . . € DGM(pa,2cv,23,27,7).

m,n=1
(ii) Niech
1
gdy 2r )( n,
} w2
Cmn = Oy, gdzie a, = { )2 Y1 edy 2rln (1.12)
n2n P2
oraz p; < pa.

Na poczatek pokazemy, ze {¢nn}o. € DGM (pa,act, 23,97, 7). Niech dlan € N

m,n=1

A, ={keN:n<k<2n-—1oraz 2r|k},,
B,={keN:n<k<2n-1,2rtkoraz 2r{k+r},
Ch={keN:n<k<2n—1oraz 2r|k +r},

oraz n > 8r. Dalej dla 5 € N otrzymujemy

1

1 A
2n—1 Py P2
<Z |Cik — Cjrtr |p2> = Z |cik — Cjpsr|P? + Z lcik — Cjpsr|P? + Z |Cik — Cjrorr|"?
k=n kEA, kEB, keCy,
(keAn
1

1 1
(w‘Xk+mJ“j
11 1 ‘”5
(W B w+m%k+mé>% )

drk 1 bz
_<Ei<<%—rv%+rv+k%é>%>
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oy L
k+1)?* — k2 >p2 P2
% ( Rk +r)2 kezc: (k+7~) i

P2\ -
4kr 1 ) )m < 2kr + 12 )m 1 2
< +— |a; | + 50| + —a;
kEAn << k2k2 I ’ kgB;n k2 (k+r)? kgc:*n (k+7r)"r !
1
P2\ o
167,, 1 > )p < >P2 1 P2
< — | a; + ; + —_——a;
kEA, <<k2k K ) k:eZBn k2(k + ) " kGZCn (k + 7")2+é ’
16r 1 P 2r P2 1 P\ 2
keA, \\k k P2 keB, \k~ ' P2 keC, \k~ P2

1 P2 P2 D2 %
< (16r+1) z() +z( ) +z( )
ked, \k~ ' P2 kEB., keCh

2n—1 P2\ 7o
1 P2 1 1 17r
<o (3 () ) <00 e <
P2

k=n n p2

Niech teraz dla n € N

Wtedy dla dowolnego m € N
2l CR U S B A
(g ’Cm,k — Cmk+r ’m) < 47 Z ﬁa/m < Tb max ; ﬁam

68r 1 1 1
< — . —a,
HM&%WLngN+wJG+Zm“>

68r

<7 Z|mk|

n b2(n)<N<>\b2(n)k N

W analogiczny sposob otrzymujemy, ze dla dowolnego n € N mamy

1

2m—1 P2
68r
(J;n ’Cj,n - Cj+r,n’p2) S — )<r5\1/1a<x>\b1 Z ’ Jn|

m bi(m
Ponadto
2m—1 2n—1
S ¥ |chjk|2) S Y B+ XY B+ XY (Al
j=m k=n JEAm kEA, JEBm k€A, JjE€ECH k€An
+ Z Z |Arrcj,k’p2 + Z Z ’Arrcj,k|p2 + Z Z |Arrcj,k|p2
JjEAm k€EBy, JjE€Bm k€By, j€Cnm kEBy,
1
P2
+ Z Z |Arrcj,k|p2 + Z Z |A7"7‘Cj,k|p2 + Z Z |A7‘ch,k|p2
JEAM keCy, JEBm keCy, JECH, keCy,
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1 1

% P2 P2
Jzzmwﬂ%zzmwﬂ%zzmwﬂ
JECH kEA,

JEAm k€A, JEBm k€A,

1 1 1
j 23 P2 P2
+ Z Z |Arrcj,k|p2 Z Z |AT‘TC] k’ 2 + Z Z |Arrcj,k|p2
JjEAm kEBy, JjEBm kE€By, J€Cm kEBy,
+ Z Z |A7“ch,k‘|p2 + Z Z |Ar’rcj,k|p2 + Z Z |Aﬂ"cj7k’|p2
JEAm keCy JEBm keCy, JECH keCy

=51+ 82+ S35+ 5S4+ 55 + 56 + 57+ S + 9.

Wykonujac elementarne przeksztalcenia otrzymujemy

1

P2
S = ( Z Z |Cj,k — Cjtrk — Cjktr + Cj+r,k+r|p2)

JEAm kEA,
1,1 ) 1
=) g2k ) \G-r) 2y
1

(jEA keAn
( 1) 1 1 U S 1 P\ P2
)? s G+r)? G+r)? \G-=r)° j2m ) G+r)(k+r)
p2 pi
1 1 ) L 1 2
gemken TQ i (k+r)?)\G -1 i ()
2 [ 16y L\
4

Jemke,,< k?km) ki%j 2
16 <2m 12n— 1( 1 1 )p2)P2

r+1 Tor L oL

j=m k=n P2j P2

< (16r + 1) —n ) —mr2 < )
2 2+ L n2m?2

n- ' r2 m~ P2

[

W podobny sposob uzyskujemy, ze

<
n2m?

dla ¢ = 2,3,4,...,9. Wykonujac elementarne szacowania otrzymujemy

2m—1 2n—1 L 2 9m—12n—1 2 oM 2N
7 1 1 41616 11
( ) "< 144( SR R D D=
J

Z Z |ATTC]]C |p2
NI M+N2bs(m+n) j—pf k=N

j=m k=n ]mkn

4161672 1 1 1
< 1 .
sup (Z Z ( k2+P2> ((]—T}2+j2+,}2)

nm  M+N>bz(m4n) €D k€Dy

1 1 1

+ZZ,€Z Gt +ZZ ot
€Dy, kEE, j JEEm keDy, J k™" P2
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sup Z Z |kl

NI M+N2bs(m+n) j—pf k=N

LYY o

JjEEm kEE,

) 4161612 2M 2N

Zatem {cpnn} > € DGM(p2, 20,20, 27,7).
Pokazemy teraz, ze {cyn},, ,_1 & DGM(p1,20,20,27,7), gdzie s = O(1). Wykorzystujac
(1.2) otrzymujemy, ze dla dowolnego n > 8r oraz j € N

1 L

2n—1 1 1 P1
(Z ¢k = Cikpr 7 ) > > ———wa| >
P2

ke, (k+1)

1

Pl
— [ D1
(2n+r) 255 (kecn )

1

a; ( n )m 1 - a] nr1
g (4r) pr \4r n2+% (4r) 25 Thr n 2o

Z drugiej strony, wykorzystujac % = O(1), otrzymujemy, ze dla dowolnego j € N

1 1 1 1
— max max + a; + —a;
Nba ()N Nba(n) | Z R RTAE. = (keZDm (Uf —r)? k“é) ’ kEZEm w ])
1 1 1
< — max a; +
~ N ba(n)KN<Ab2(n) (kGZDm ((;k‘) k2 ) J kEZEm k}2 )
1 5 5 X1
= — max + < — max —a;
M ba(n)SN<Ab2(n) (keZDm k2 k:eZEm B2 ) = Nba(n)<N<Abs(n )ng k27
< 5a ma < —a
—a; X — <L —aj.
S0 Tbm)<Nabem) N n2 ?
Zatem nieréwnosé
1
2n—1 P1 C
e P <=
(X )" <, ) 5 e
nie moze by¢ spetniona, jesli n — oo.
To koniczy dowod czesci (ii) oraz calego twierdzenia. O
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Wykorzystujac powyzsze twierdzenie mozemy stwierdzié¢, ze klasa DG M (p, oc, o3, 277, 7) jest
istotnie szersza niz klasa DGM (1,5, 93,277, 7) wprowadzona przez B. Szala oraz K. Duzin-
kiewicza w pracy [3], co mozna zobrazowaé¢ na ponizszym rysunku:

DGM(p2, 2@, 2B, 2V, 1)

{Gk}te=1

Rysunek 1.6: Zaleznosci miedzy klasami DGM (p1, o, 28, 27, 1), DGM (p2, 2cv, 28, 27, 1), gdzie 1 < p1 < po
oraz r € N.

Twierdzenie 6. [1j Niech p > 1, r1,ro € N, oraz niech ry < rs.
(i) Jesliri|ry, to DGM (p,2c,23,27,71) € DGM (p, 20,23, 27, 72),

(i) Istnieje ciqg {Cmmn foyne1, Ktory nalezy do klasy DGM (p,scv, 93,97, 72) oraz nie nalezy
do klasy DGM (p, 2, 23,27, 71), gdzie 5 =O0(1) dlai € {1,2,3} orazr <rs.

Dowdd. Niech {cj,k};’ok:l € DGM (p,2cv, 203, 2%7’1). Jesli vy | ro, to g = aury, gdzie a € N.
Zalozmy, ze dla dowolnego m € N, b (m) = by (m+1lyr1), gdzie [y € {0, 1,...,a—1} jest takie,
ze dlan € N

max len| Z|j'ﬂ|

b1 (m+lor1)<M</\b1(m+lor1) le{O,l, ,a 1}b1(m+lr1)<M</\b1(m+l7’1)

Wykorzystujac nieréwnosé¢ Holdera z p > 1 otrzymujemy, ze dla dowolnego n € N

2m—1 % 2m—1 P\ »
Z |ATQUCJ7n‘p> Z
j=m

Jj=

1
L [l 2m+r1 1 P
_ =3 P
=a r Z |CJ7 Cj+r17n|
=0 \j= m—i—lrl

1 a—1 P\ »
1—1
a max
2 m + lr1 by (m+-lr1 ) <M <Ab1 (m-r) Z €]

1=0
aC

< — Z|Jn‘

m v (m)<M</\b’ (m) S5

a—1

Z (CJHTL Cj+(l+1)7"1,n>

[

N
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Analogicznie dla dowolnego m € N dostajemy nastepujaca nieréwnosé

1
2n—1 [V 2N
(Z ’A0720m1k|p> < —  max > leml

= n W) <N, () S

gdzie ciag bl, jest zdefiniowany analogicznie jak ciag b). Ponadto wykorzystujac nier6wnosé
Holdera dla p > 1 otrzymujemy

a—1

Z (CjJrlrl,kJrlTl = Cir(14+1)r1,k — Cj+iry k+(+1)r
=0

2m—1 2n—1 2m—12n—1
(z zmrmw) (z >

j=m k=n m k=n
)
1

L 2m—12n—-1 /fo—
1—1
Sa v | Y Y <Z ‘CjJrlrl,kJrlrl = Cjt(I+)r1,k — Citlry k+(+1)r

P 1 — 2m—+lr1—1 2n+ir;—1 %
))P (Z ( Z Z |AT17’1Cj7k|p))

=0 j=m-+ir1 k=n+ir

-1 (& C 2M 2N P\ 5
sar sup c
S g (n+ Ur1) (M + 171) M N by (mn20m) ]2;“2 ¢l

2M 2N

C
<a— sup > > el

nm p+nN>uv, 3(M+n) j=M k=N

J
1
P

FCjt (141)r1 e+ (141)r1

FCj (14+1)r1 e+ (14 1)

gdzie dla dowolnego k € N, b5 (k) = bs(k + 2lyr).
Zatem, {cji}7y_; € DGM(p, 100,10, 27,72).
(ii) Niech

24,2+ oy,
2k

Cj,k = ajak

, gdzie o, = { Elgdg}iigzrt]%. dla j,k e N (1.13)

Pokazemy, ze {Cj,k}szl € DGM(p,2a,283,27,72) oraz {Cj,k}szl ¢ DGM (p, 20,203,927, 71).
Niech dla dowolnego n € N

< 2n — 1 oraz ro|k},
<2

n—1 oraz ry 1 k}.

Wykorzystujac Lemat [1If otrzymujemy, ze, dla dowolnego k£ € N

2m—1 % 1 1
p
C"k;_c' ra.k = - — ; ag
j§:m: | J J+r2 | ) G <]2 (] _|_7a2)2>

p

up>

jEBm

)

1
p)p

1 1 1
2m—1 . 2 P\ » 2m—1 . P\ » 2m—1 P\ p
2ra) + 173 2r9(j 4+ 12) 1
= |3 E T 5 .50 <3 E 5, < 6r E —a
( S G+t ) h (jm <(J+7“2)2]2 ) A=AV
2m—1 2m—1 oM
1 67’2 67’2
< — A
< 67y j:Em 7 ar < E : lcikl < (o ax )J_EM: [
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Analogicznie otrzymujemy, ze dla dowolnego j € N zachodzi nieréwnosé

1
2n—1 P 6T
(z\cj,k—cjwp) <O xS el
k=n

n b(2n)<N<)\b2 )k N

Dalej, wykorzystujac Lemat [1| otrzymujemy

3=

j=m k=n j=m k=n

2m—1 2n—1 2m—12n—1
Z Z |AT2T2CJ k‘|p> Z Z |Cj,k = Citrok = Cjktro + Cj+T2J€+T2|p

p
(Je%:m k; Zkz U +71"2)2/f2 N J'Q(kﬂl”"z}z i (J +7“2)21(k‘+7”2)2
p
+JezA: keZB: 2k2 U +7?“)2)2k2 - jQ(kifz)2 i ( +7”2)23(/€+7“2)2
p
3 S e G o G
1
P\ »
' ]ezB:m kezB:n 2k2 e 22)%2 - J'Q(k:gﬂ"z)2 " (J +7“2)29(k +72)? )

1
<9 2§1 an_l (4 r2)2(k +19)? — 32 (k +12)? — K*(j +12)? + 52K2["\ "
S\AsEe J2K2(J + r2)?(k + 12)?

_ 21%—:1 201102 (45K + 251 + 2kry + r2) [P\ ”

a S| 3R A re)? (k4 r2)?

1 1
2m—12n—1 47,,2 k’—f-?"g)(]—l-Tg) P\ P 2m—12n—1 P\ p
< < 3673
9 Z Z ( 2k2(j 4+ 1r9)?(k + 1g)? ) 3672 Z Z ( 3]{:3)

j=m k=n j=m k=n

3 2 2m—12n—1 367, 2M 2N
= S22 Soosup Y0 el
j=m k=n T M4N>b3(m+n) j—p k=N

co oznacza, ze {¢j;} 7, € DGM(p, 2,283,927, ,72).

Pokazemy teraz, ze {c;i};,_, € DGM(p, 20, 28,27,,71), gdzie By = O(1). Dla dowolnego
m € N mamy
1
p) P

2n—1 % % . ;
|Cm,k’ — Cm k+r ‘P) > ’Cm,k — Cm k+r ’p > ( _ ) A
(,; 1 kg 1 k;; K (k+1)?
1 1
P\ r »\ p
(lceAn ) (keAn ) ‘

Jesli n > 5ry, to 2n? — 2nry — 12 > (n+ ry)?. Zatem, dla n > 5r; oraz m € N otrzymujemy
1
1 p\ P 1 n 1
LYY 5 (Y-
k;;n <k2 ) ~(2n)2 \2ry 92+1 7
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(k’ + 7’1)2 - 3]{32

—2k? + 2kry + 13
am
(k+r1)2k?

(k+r)2k2 ™

3|
—_

o4 1
n *o Ay -

V

2n—1 .
< Z ‘Cm,k - Cm,k+7"1 |p>

k=n
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7 drugiej strony, wykorzystujac b;(ln) = O(1), otrzymujemy, ze dla dowolnego m € N

1 2N 1
-~ Z |G| < max > 5 <€
nbz(n)<N<)\b2 n) 2(n) SN<Ab2(n) 23 k

Zatem, nieré6wnoscé

N

2n—1 % C

Z |Cm,k - Cm,kJrrl ’p — max Z ‘Cm k|
n

k=n

ba (n)<N< b (n

nie moze by¢ spetniona jesli n — oo.
Konczy to dowod czesci (ii) oraz catego twierdzenia. O

Zaleznosci z powyzszego twierdzenia mozna zobrazowaé na ponizszym grafie:

DGM(p, 2Q, 2B, 2. 2)

{ijk')f= 1

Rysunek 1.7: Zalezno$ci miedzy klasami DGM (p, a2, 27,71), DGM (p, 20,203, 27,72), gdzie p > 1,
r1,T9 € N, r < 7Te i 7’1|7‘2.
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Rozdzial 2

Zbieznos¢ jednostajna pojedynczych sze-
regéw trygonometrycznych

W rozdziale tym przedstawione zostana wyniki pochodzace ze wspdlnych prac z
B. Szalem (|I6], [I7]) dotyczace jednostajnej zbieznosci pojedynczych szeregow trygonome-
trycznych.

Zaczniemy od sformulowania wynikéw pomocniczych.

2.1 Twierdzenia pomocnicze

Dla dowolnego » € N oraz k = 0,1, 2... oznaczmy przez

in (k4 ) Eir
Dy () = W7 Dy r(z) = W

jadro oraz sprzezone jadro typu Dirichleta.

Przedstawiony zostanie teraz lemat, wykazany przez B. Szala w pracach: [37], [41], ktory
odgrywa kluczowa role w dowodach twierdzen zawartych w tej rozprawie formuhlujacych
warunki dostateczne jednostajnej zbieznosci szeregéw trygonometrycznych.

Lemat 3. ([77], [{1]) Niech r,m,n € N,l € Z oraz {c;}i2, C C. Jezeli x # 2=, witedy dla
mz=n

m+r n+r—1
Z cx sin(kx) Z A ckD;M Z cka o Z cka o (2.1)
k=n k=m+1
oraz
m m m+r n+r—1
Z cr cos(kx) = Z Ay Dy (x) — Z cx Dy —r(z) + Z cx Dy, () (2.2)
k=n k=n k=m-+1 k=n

Kolejne lematy tego podrozdziatu pochodza z prac [16] i [17].
Lemat 4. [I7] Niech r,m,n € N,l € Z i {¢;}32, C C. Jezeli x # 2=, wtedy dla m > n

m m—r n+r—1
cheilm ZA cre” i(kt5)r _ Z e—i(’f—%)r+ Z o—ilk=5)a |
k=n 2sin (%)

k=m+1 k=n
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Dowaod. Wykorzystujac Lemat |3| otrzymujemy

n . k k4T
> e’ Z crpcos(kx) +1 Z cp sin(kx) (Z A,ay sink + 3)v — icos(k + 5)
= k=n k=n
W sin(k — §)x —icos(k — i
- Ck i (T + Ck s (TT
2 2sin(%) kz:;L (5)

k=m+1

28111 3 J—" k=n

m+r n+r+1
— (ZA are” - > ckei _%)x—i- > cke_i(k_g)x>,

co konczy dowdd. O

Lemat 5. [16] Niech n, N € N, wtedy dla p > 1

n+N 1 dk |
/n+Np kElnk np.

Dowdd. Powyzsza nierownos¢ jest prawdziwa dla p = 1. Rozwazmy funkcje postaci
1\P . .. . . . .
f(p) = (n + NP) , gdzie p > 0. Rozniczkujac powyzsza funkcje otrzymujemy

p=11 14

f'p) = ( + NP) fNP = ( + N%>p_1 N+ ' >0dla dowolnego p > 0.

Oznacza to, ze funkcja f jest niemalejaca ze wzgledu na p.
Zatem

n+N=f1)<fp)=(n+Nv) dap>1. (2.3)
Stad
In(n+N) <ln(n+Nv)". (2.4)

Korzystajac z (2.4) otrzymujemy

n+N 1 In(n+N) 1 ) ] N
/ L dk = / , —dt =In(ln(n + N)) —In(In(n + N»)) = In n(n—+l)
n+N? klnk In(n+N)? T In <n n NE)
1 N
=In n(n+ 1>p < Inp,
In (n + NE)
co konczy dowod. O

Lemat 6. [I7] Niech {cx}i2, € GM(p,60(q),r) bedzie ciggiem o wyrazach
nieujemnych, p,q > 1, r € N oraz @ = O(1). Wtedy

- 2Xb(n) 2n+r—1
nrta e, < Z cr + Z Che. (2.5)
k=b(n) k=n+r

Dowdd. Zalozmy, ze {cr}32, € GM(p,s0(q),r). Jesli n < r, to nierdwnosé (2.5 jest praw-
dziwa.
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Niech teraz n > r. Dla n +r < v < 2n oraz p > 1 wykorzystujac Lemat [2] otrzymujemy

<2nzl|0k—0k+r )1 (Zlck_ck+r >;:(U—"’l’<

y

1 v4+r—1
}(v—np Z|Ck Chir| = (v —n) |ch Z Ck|
k=n-+r
n+r—1 v+r—1
>v—n (Z%-Z%)-
k=v
Zatem wykorzystujac Lemat [I] dla ¢ > 1 dostajemy
n+r+1 2n—1 P vr—1
<ch v—n_ <Z\ck—ck+r> +ch
k=n
1 1
C(U . n)lfg 1 2m q v4r—1
< -~ 7 7 q
S N e \m Z ) Z o
1
C(U o n)lf; v+r—1
n b(né%?éib(n) Z T Z o
Stad, dla n 4+ r < v < 2n mamy
1 1 1
1 C =2/ 1—-= I U+T 1
viti2e, < vrle (v —mn) ¥ max Z cp +ortaT Z Ck.- (2.6)

n b(n)émg)\b(n

Dodajac strony nieréwnosci ) dla v =n+r,n+r+1,..,2n otrzymujemy

n ,Jrl,g 1-1 v4r—1

Z viti 2, < C > v (v=mn) > max ch—k Z vt ? Z Che-

v=n-+r v=n-+r n b( )<m<)\b v=n-+r

Jeslin > r, to

2n 1,1 2%+571 1,1
optat> S wrta > patel
v=n—+r r + 1
Zatem wykorzystujac zatozenie, ze b(”) = O(1), uzyskujemy
217 7_1 1

141 4 1 -2
nrtale, < na max Z ck—l—n Z (cy + o1+ oo + Copr1)
r+1 b(n)gmg,\b(n) i

b(n) 1,% " Intr—1 2Xb(n) 2n+r—1
<<<> b()max ch—i—np a2y Z cr K Z Cr + Z Ck,

n SmAb(n k=n+r k=b(n) k=n+r

co koriczy dowod. O

2.2 Zbieznosé¢ jednostajna pojedynczych szeregéw sinu-
sOW 1 cosinusow

W dalszej czesci rozprawy rozwazaé bedziemy nastepujace szeregi trygonometryczne:

i cx sin(kx), (2.7)

k=1
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> dy cos(kx), (2.8)
k=1
> wie™. (2.9)
k=1

Pierwszy wynik dotyczacy jednostajnej zbieznosci pojedynczego szeregu sinusow zostal przed-
stawiony przez T. W. Chaundy’ego i A. E. Jolliffe’a w pracy [I]. Mozna go sformulowaé w
nastepujacy sposob:

Twierdzenie 7. [I] Jezeli {cy}, € MS, to szereg (2.7) jest jednostajnie zbiezny wtedy i
tylko wtedy, gdy
ke — 0, gdy k — oo. (2.10)

W nastepnych latach Twierdzenie [7] byto uogolniane dla klas wprowadzonych w Rozdziale 1.
Dla klasy ciagow RBV (1,16,1) wynik ten zostal wykazany przez L. Leindlera w pracy [27].
S. Tikhonov uogodlnit ten rezultat w pracy [45] dla klasy ciagow GM (1,10,1) oraz w pracy
[44] dla klasy ciagow GM (1,30,1). Podobny wynik dla klasy ciagow GM (1, 36, 1) otrzymali
S. P. Zhou, P. Zhou i D. S. Yu w pracy [53]. W artykule [18] R. Le oraz S. Zhou uogdl-
nili Twierdzenie [7] dla klasy ciagow GM (1,54, 1). P. Korus w pracy [10] uogélnit powyzsze
twierdzenie dla klasy ciagow GM (1,46,1) oraz GM (1,59,1). Ponadto B. Szal w artykule
[37] rozszerzyt wynik otrzymany przez T. W. Chaundy’ego i A. E. Jolliffe’a na klase ciagow
GM (1,39, 2), ktory zostal nastepnie uogoélniony w pracy [4] przez K. Duzinkiewicza dla klasy
ciagow GM (1,50, 2).

Natomiast, pierwszy wynik dotyczacy jednostajnej zbieznosci pojedynczego szeregu co-
sinusow zostal przedstawiony w monografii A. Zygmunda ([54]). Mozna go sformutowaé w
nastepujacy sposob

Twierdzenie 8. [5]|] Jezeli {dy};—, € MS, to szereq (2.8)) jest jednostajnie zbiezny wtedy i
tylko wtedy, gdy

oo
Z dk < Q0.
k=1

Wynik ten, przez nastepne lata, byl uogélniany dla klas ciagéw wprowadzonych w
Rozdziale 1. Dla klasy ciagow RBV (1,10,1) powyzsze twierdzenie zostalo wykazane przez
L. Leindlera w pracy [27]. S. Tikhonov rozszerzyl ten rezultat na klase ciagow GM (1,10, 1)
i GM (1,36,1) odpowiednio w pracach [45] i [44]. W artykule [I3] P. Korus uogolnit Twier-
dzenie |8 dla klasy GM (1,50, 1), a K. Duzinkiewicz w pracy [4] dla klasy GM (1, 59, 2).

Ponizsze twierdzenia sg gtownymi wynikami tego rozdzialu. Prezentuja one odpowiednio
warunki konieczne i dostateczne zbieznoéci jednostajnej szeregow oraz (2.8), ktorych
wspolezynniki tworza ciagi nalezace odpowiednio do klas GM (p,¢d,7) oraz GM (p, 50,1).
Twierdzenia te zostaly wykazane w pracach [16] oraz [17].

Twierdzenie 9. [17] Niech {c;}32,,{dx}2, € GM(p,60(q),r) bedg ciggami o wyrazach
nieujemnych, gdzier € N;p,q > 1 oraz @ =0(1). Jesli

(1) szereg (2.7) jest zbieiny jednostagnie, to n%ﬁ_lcn — 0 gdy n — oo,

(1) szereg (2.8)) jest zbieiny jednostagnie, to n%ﬁ*ldn — 0 gdy n — co.
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Dowdd. (i) Niech € > 0. Wykorzystujac jednostajna zbieznosé szeregu (2.7) otrzymujemy,

ze istnieje liczba naturalna N, taka, ze

N
> epsin(kz)| < e

k=n

dla kazdego N > n > N, i x € R. Niech dla dowolnego n € N

T
4(n+r)’
s

4\b(n)

z1(n) =

zo(n) =

Szacujac wielko$¢ kxq(n) oraz kxa(n) odpowiednio dla n+r < k < 2n+r—1ib(n) < k <

otrzymujemy

Stad, otrzymujemy

sin(g) > sin (kx1(n)) = sin (4(7517‘)) > 8111(4) dlan+r<k<2n+r-1,
sin(™) > sin (kza(n)) = sin [ —— ) > sin(2~) dla b(n) < k < 2\b(n)
2/ 7 2 ANb(n) 4N h ‘
Zatem:
2n+r—1 T 2n+r—1
e> Y. c¢sin(kzi(n)) > sin () > o
k=n-+r 4 k=n-+r
oraz
22b(n) - 2Xb(n)
e> > csin(kaa(n)) > sin () >
k=b(n) 4\ k=b(n)

Wykorzystujac Lemat [6] otrzymujemy

- 2Mb(n) 2n+r—1 1 1
netale, < Y g+ Y ck<e<, + = ﬂ)>,

k=b(n) k=n-+r sin(%)  sin(

czyli netaT ', — 0 gdy n — oo. Co konczy dowod czqsm (i) twierdzenia.

2\b(n)

(ii) Korzystajac z jednostajnej zbieznosci szeregu ([2.8) otrzymujemy, ze dla dowolnego ¢ > 0

istnieje liczba naturalna N, taka, ze

N
> dicos(kx)| < e

k=n

Y

dla dowolnego N > n > M oraz x € R. Biorac = = 0 dostajemy

2n+r—1

Z dp < ¢

k=n+r
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oraz

2Ab(n)
Z dp < €.
b(

k=b(n)

Wykorzystujac Lemat [6] otrzymujemy
nfr%*ldn < 2g,

czyhnp “d, — 0 gdy n — .
To koriczy dowod czesci (ii) oraz calego twierdzenia. ]

Nalezy zaznaczy¢, ze wstawiajac w Twierdzeniu [l odpowiednio p = 1,q = 1,7 = 2 otrzy-
mujemy wynik K. Duzinkiewicza z pracy [4], a w konsekwencji inkluzji z podrozdziatu 1.1.2
wszystkie wcezesniejsze rezultaty podajace warunek konieczny zbieznosci jednostajnej poje-
dynczego szeregu sinusoéw i cosinusow.

Sformutowane zostanie teraz twierdzenie podajace warunek dostateczny jednostajnej
zbieznosci szeregu (2.7)) pochodzace ze wspolnej pracy z B. Szalem [16].

Twierdzenie 10. [16] Niech {c;}32, € GM(p,56(q),r), ¢ =1, p>1,r € N oraz

ad 21

3" cpsin <7T/<;> < (2.11)

k=1 r
dla v > 3 i dowolnego | € {1 5l = 1}, gdy r jest liczbg parzystq oraz | € {1, s [%}}, gdy
r jest liczbg nieparzystg. Jesl

nlnnlc,| — 0 gdy n — oo, (2.12)
to szereg (2.7)) jest zbiezny jednostajnie.
Dowdd. Niech € > 0. Wykorzystujac warunek (2.12)) oraz (2.11)) otrzymujemy:
nlnn|c,| <e

oraz
2l7r

nt N 2w

Z ¢ sin( k—

dla dowolnego n > N. i N € N, gdzie | € {1, s [5] = 1}, gdy r jest liczba parzystg oraz

(2.13)

l e {1, s [g]}7 gdy 7 jest liczba nieparzysta. Oznaczmy przez
o (2) = Y cpsin(ka).
k=n

Pokazemy, ze
|7 (2)| < € (2.14)
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zachodzi dla dowolnego n > max{N.,2} oraz € R.
Poniewaz 7, (0) = 0 i 7, (7) = 0 wystarczy pokaza¢, ze (2.14) jest spelnione dla 0 < z < 7.
Na poczatek pokazemy, ze nieréwnosé (2.14) jest spelniona dla z = 2=, gdzie [ jest liczba

r 0

catkowita, taka, ze 0 < 2] < r dla r > 3. Wykorzystujac (2.13) otrzymujemy

<2l7r>
T | —
,

Pokazemy teraz, ze nieréwnosé (2.14) jest spetniona dla 2% < x < 2T 4+ T gdzie 0 < 20 < 7.
Niech N# := N# (z) > r bedzie liczba naturalng taka, ze

<E.

21 21
Ty T < I (2.15)
r(N41)r rNG
Wtedy
1
n+NP—1 n+N o
To(x)= > sin(kz)+ Y gsin(kr)+ Y cpsin(kz)

k=n

% k=n+N+1
=7V (@) + 7 () + 1V (2).

Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej do funkcji f (z) = sin(kx) w przedziale

)
[217”, x} otrzymujemy, ze dla dowolnego k istnieje liczba v, € (217”, ) taka, ze

2w

i) - (127) < et (- 2).

Zatem

ntND -1 21w ntNP -1 21w
D (z) = > key, cos(ky) (m - ) + ) csin (kr ) — 0D () 4 702 ().
k;:n k:n

Korzystajac z (2.13) otrzymujemy

72 ()] <e. (2.16)
Dalej, z (2.15)) oraz (2.12) mozemy wywnioskowa¢, ze
1 1
2\ ML 2\ "L knk
(1.1) _am _=n
N O IR G ol
2w nNT -1 £ e
< - — — < —. 2.17
(‘T r),;lnk In?2 (2:17)
Wykorzystujac Lemat [5] mamy
n+N n+N Elnk n+N 1
(2) — ;
‘Tn (m)’ = > 1 cesin(kz)| < Y EIk lex| < 6/n+Nzl> k‘lnk,‘dk <elnp.  (2.18)
k=n+NP k=n+NP
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Jesli {cy}re, € GM(p,50(q), ), to wykorzystujac Lemat 3| otrzymujemy

0o 27t (n+N+1)—1

> > ¢ sin(kx)

7=0 k=27 (n+N+1)
0 -1 29+ (n4-N41)—1 .

< 2sin (r2/2) - r k )

h ;) 2sin (rx/2) Z (Ck — Chyr) COS ( + 5 T

k=27 (n+N+1)
27t (n4+-N+1)+r—1 27 (n+N+1)+r—1

+ B Z Ck, COS <k—;>$— Z Ck, COS <k’—;>$}‘

k=2i+1(n+N+1) k=27 (n+N+1)

00 {2J'+1(n+N+1)—1 21+t (n4-N+1)+r—1

S 2 |Sm rm/Q | Z Z e = Crrl + Z &

k=27 (n+N+1)
29 (n+N+1)+r—1

= (@)

k=2i+1(n4+N+1)

k=27 (n4+N+1)

Dalej, stosujac nierownosé Holder’a z p > 1, nieréwnos¢ Lx—21 < ‘

oraz 0 < 2] < 7’), i , otrzymujemy

1 0o 20t (n+N+1)—1 » 20t (n+N+1)—-1 =3
Wl S eewr) [ X 0
x =0 ) )

(gdyxe {QZJ 214_{_

r?or

7r k=21 (n+N+1 k=27 (n+N+1
29 (n+N+1)+r—1 29t (n4+-N41)4r—1
+ Z |Ck| + Z |Ck‘}
k=27 (n+N+1) k=2i+1(n+N+1)
1 e’} 1 1-1 2m—1 2
N +1)r C2n+N-+1 P 1
O gfesnenlt o ()
ro 5 (M+N+1) @t N+1)
27 (n4+-N+1)4r—1 27+ (n+ N+1)+r—1
+ ) alt > \ck\}
k=27 (n+N+1) k=2i+1(n+N+1)
% 00 2m—1 q (11
:(N—i—l) C sup ml_é<z <klnk\ck|> )
rooi=0 | (27(n+ N+ ))p m=b(29 (n+N+1)) =\ klnk
27 (n+N+1)+r—1 Elnklc 20+t (n4+-N+1)+r—1 Elnkle
> A |k:k| X a lk;k|
k=27 (n+N+1) n k=2i+1(n+N+1) 1
1 1
N 1)r & C 2m—1 IRRAK
<u sup m1¢11<2(>>
S| (2 (n+ N+ 1))r meb@ N+ pom K

+ > e >

27 (n+N+1)+r—1 1 27+ (n+ N+1)+r—1 1
k=27 (n+N+1) k=2i+1(n+N+1) k

1
N+1)r & C 1 1
<7€( 1) > : T sup (ml tlzm‘1m3>
T (27(n 4+ N + 1))» m=b(27 (n+N+1))
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+‘;’r (Z(n+ N+ 1))_11’}
N S ) (04 30))

7=0

(N +1)7 (C+3r) i( >J‘

r

1

r(n+N+1))r j=

e(C+2r 1
< (C+37) - (2.19)
r 1—-2»
Pokazemy teraz, ze nier6wnos$¢ (2.14)) jest spelniona dla 217” + 5 <z < (Hl , gdzie
0<2(l+1)<r
1 1
Niech M?» := M? (x) > r bedzie liczba naturalna taka, ze
2(l+1 2(1+1
(HDr_ 7 2D A (2.20)
r M? r (M1
Wtedy
n+M%fl n+M o0
To(z)= Y sin(kz)+ > gsin(kz)+ Y. csin(kz)
k=n kS k=n+M+1

=7 (@) + 77 (@) + 70 ().

Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej do funkcji f (z) = sin(kx) w przedziale
[m, @} otrzymujemy, ze dla dowolnego k istnieje liczba z; € (x, M) taka, ze

sin (k‘Q(H_l)W> —sin(kx) = kcos(kzy) (W - x> :

r
Stad
1 1
n+MP —1 2(1+1 n+MP -1 2(1+1
W (z) = > key cos(kz) <(+)7T — x) + > csin (kwr>
k=n r k=n T
=7, (2) + 7" ().
Z (2.13) mamy
72 (2)] <& (2.21)
Korzystajac z (2.20) oraz (2.12) dostajemy
2(1 1 n+MP 1 n+MP 1]{31 k
74D ()| < 2+, Z ke < Y Pl (222
r = Ink In2’
Z Lematu [5| otrzymujemy
n+M n+M Elnk nt+M 1
O @)= Y asima)|< Y T el < / =~ dk<elnp.  (2.23)
) CkInk kn k
k=n+M? k=n+M? n+M%
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Jesli {c}re, € GM(p,50(q),), to stosujac Lemat , dostajemy

7 (@)] =

0o 29t (n+MA41)—1

> > cx sin(kx)

J=0 k=2i (n+M-+1)

o0

-1 271 (n+ M+1)—1 ;
s 2sin (rz/2) - r k —
JZ:;) 2sin (rx/2) Z (ck — crs )Cos(( +2) :l:)

k=27 (n4+M+1)

27+ (n+ M+1)+r—1 27 (n+M+1)+r—1

+ | Z ckcos<k‘—g>x— Z ckcos(<k‘—;>:p>}‘

k=27+1(n+M+1) k=27 (n+M+1)

oo (29 (n+M+1)—1 2+ (nt M+1)+r—1
< Z 3 |k — Choir| + > |kl
2|sin (rz/2)] rm/Q = { K= (p M 1) k=241 (- M+1)

27 (n+M+1)+r—1

k=27 (n+M+1)

Dalej, stosujac nieréwno$¢ Hélder'a z p > 1, nieréwno$¢ 2(I+1) — "z < ‘sinH

2
(gdy x € [2” +7, M] oraz 0 < 2(l+1) ) - i -, otrzymujemy

1 00 20 (n+ M+1)—1 » 20T (n+ M+1)—1 -3
(6) < - b 1
i (x)’\2<l+ )——xz ( 2 : ’ck CW’) ( 2 ) )

j=0 k=27 (n+M+1 k=2 (n+M+1
27 (n4+M+1)4+r—1 2+t (n+M+1)+r—1
+ > |cx| + > |Ck|}
k=27 (n+M+1) k=2i+1(n+M+1)
1w j 1-1 2m—1 1
M+ 1)r C2(n+M+1 p 1
r j=0 2i(n+ M +1) m}b(Qj(n+M+1))
27 (n-M+1)+r—1 2+ (nt M+1)+r—1
+ Z |Ck‘ —+ Z |Ck‘}
k=2 (n+M+1) k=2i+1(n+M+1)

1

1
M 1)r & 2m—1 Elnk a\ g
-EEES \ g ml_;<z</::11 ’l§k|>>
n

r = | 2i(n+ M+ 1))p m>b(27 (n+M+1)) k=m

o> Kink 2 K nk

k=27 (n+M+1) k=2i+1(n+M+1)

g (E )

r = | (27(n+ M + 1))p m>b(27 (n+M+1)) k=m

27 (n+M+1)+r—1 1 2+ (nt M+1)+r—1 1
+ > T > k}

k=27 (n+M+1) k=20+1(n+M+1)

1
e(M+1)» C _1 1
0 ] < AL TN
=0 | (27 (n 4+ M + 1))» m=b(27 (n+M+1))
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1

+r (Qj(n+M+ 1))_; + ;T (2j(n+M+ 1))

3=

’
(M+1 p: {( n+M—|—1)>_% (C’—i—;r)}

-

M

1

M+15<0+ r)°°<1>j<f(0+3r> !
r((n+M+1)) 20 roo1-2v

(2.24)

Faczac uzyskane oszacowania: (2.16)), (2.17)), (2.18)), (2.19)), (2.21)), (2.23), (2.22), (2.24) otrzy-

mujemy, ze szereg (2.7) jest zbiezny jednostajnie. To koriczy dowod twierdzenia.

O

Przedstawiona zostanie teraz uwaga, ktora pokazuje, ze (2.10|) nie moze by¢ warunkiem

dostatecznym zbieznosci szeregu (2.7), gdy {cx}rey € GM (p,506,3) dla p > 1.

Uwaga 11. [16] Istnieje xo € R oraz cigg {ci}re,, ktory nalezy do klasy GM (p,596,3) dla
p > 1 oraz nie nalezy do klasy GM (1,50, 3) i spetnia warunek (2.10), dla ktérego szereg (2.7)

jest rozbiezny w .

Dowadd. Niech p > 1 oraz niech dla dowolnego n € N
jeslin =1 (mod 3),

nln(n+1) .
o nln(n+1)’ Jeéh n=2 (mOd 3)7
o= nln(::z—&— iy» Jeslin =0 (mod 3) i n # 0 (mod 6),

1 C s
(n—3) ln(n 2) + n1+% 1n(n+1)’ jeslin =0 (HlOd 6)

Oczywiscie ciag {c¢,}.—, spelnia warunek (2.10]).
Na poczatek pokazemy, ze {c;},-, € GM(p,5d,3). Niech

A, ={keN:n<k<2n—1loraz k=1 (mod 3)},
B,={keN:n<k<2n-—1oraz k=1 (mod 3)}
C,={keN:n <2n—1oraz k=0 ( )

D,={keN:n <2n—1oraz k=0 (mod 6)}.

Wykorzystujac (2.25)), otrzymujemy

)

2n—1 :
{ > Jek — crpsl” } =33 lee —aps” + D e — cons” + D2 lew — crgsl”
k=n kEA, keBy, kECh,
1
3 _ 3
Eln(k+1) (k+3)In(k+4)

p

+ > lex —Ck+3’p}p = { >

keD,, k€An

Yy 1 B 1
vep |kIn(k+1)  (k+3)In(k+1)

Py S 1
o [Fn(k+1) Eln(k+1) (k4 3)"5 In(k + 4)

B =

s 1 N 1 B 1
S k=3 m(k—2) " g 1) (k4 3)(k+4)

)

mod 3) oraz k # 0 (mod 6)},

(2.25)
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1 1 p 1 1 P
< 3° + _
{,E,} Fln(k+1)  (k+3)In(k +4) ,%_;? kin(k+1)  (k+3)In(k+1)
p
1
+ T
;gc;n (k4 3)"*7 In(k + 4)
1 1 1 g
+ — + —— .
kezD: ( E=3)In(k—=2)  (k+3)(k+4) k5 m(k+1) ) }

Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a o wartos$ci Sredniej i wykonujac elementarne prze-
ksztalcenia, mamy

2n—1 » 6 :
{Z ek — cryal” } < {kEZAni)’ (]{;2111(;{;4_1)> +k€ZB (k‘ank‘—i—l))

1
p Py =
1 48 1 !
+ + +
kezc: (k:”é In(k + 1)) ke% (kr? Ik +1) k5 n(k + 1)) }

1

2n—1 PYp
1 1 1 1
< 49 Z I <4911 nr =49———
e In(k + 1) n' v In(n + 1) nln(n+1)
1 2n 147 2m

< 147— Z |cn| < < — - sup Z |kl

m>=b(n)

Zatem {cx o, € GM(p,50,3).
Pokazemy teraz, ze {c;},-, ¢ GM(1,50,3). Korzystajac z definicji ciagu {cy},., otrzymuje-
my

Zn—1 1 1 1
‘Ck—Ck 3| > |Ck—Ck 3|: — _
;; " keZC " kez(; kln(k+1)  kln(k+1)  (k+3)"*% In(k + 4)
1 1 n 1

= > — .
kezC:‘ (k+3)Frln(k+4) (2n+2)"7In@2n+3)12 " 48(2n +2)7 In(2n + 3)

V

Z drugiej strony mamy

1
— su c —
nm>bp Z | k| n
Zatem dla p > 1 nier6wnos¢
2n—1
C
Z ek — creal < — sup Z |ck|
k=n m>2b(n) p—

nie moze by¢ spetniona, gdy n — oc.
Pokazemy teraz, ze szereg ([2.7) jest rozbiezny w xg = 27

6N+5 92 ) o2 .2 2
> epsin(kzo) = ¢ sm(gﬂ) + ¢ sm(2§7r) +c3 sm(3§7r) +ey sm(4§7r) + cs5 sm(5§7r)
k=1
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N

N b5 9 ) 2
E > o sin((6k + l)§7r) => (c6k+1 sin((6k + 1)57)
k=11=0 k=0

2 2 2
+ Cory2 sin((6k + 2)§7r) + Cory3 Sin((6k + 3)§7T) + Corpa sin((6k + 4)

5™
, 2 N _ 2 _ 4
+ corrs sin((6k + 5)§7r) — Z <c6k+1 sin(4km + §7r) + Copyo sin(4km + §7r)
k=0

8 10
+Copts Sin(4km + 27) + copra sin(4km + §7r) + Copy s sin(4km + 37T)>

N 2 4 .2 .4
Z (cﬁkﬂ sin( 3 ) + Corto sm(gﬂ) + Cohia sm(gﬂ) + Cokis sm(377)>

o
o

al .2 .2 2
Z Cok1 SIN(=T) + Copro (— 8111(3#)) + Cohaa sm(gw) + Cohas (— SlIl(37T)))

k=0
= sin(§ ) z_: [(Cor+1 — Cokt2) + (Cokta — Corts)]
2 X 3 1
= sin(zm) kZ [((6]@ + 1) In(6k + 2) (6k +2) In(6k + 3))

2)
((6k:+4 In(6k + 5) (6k+5 (6k 46 )]

(
N 1
k (6k +2)1 6kz+2) (6k + 2) In(6k + 2)

)
((6k+51n(6k+5) (6k +5)In 6k+5>]
2

N
= sin( kz<6k+2 In 6k+2)+(6k+5)ln(6k+5)>

=0
N
. dy N ' 2.26
o kz:% 6k + 5) ln(6k; +5) — 00, gdy N — 0 (2.26)
To konczy dowod. ]

Zostanie teraz sformulowane twierdzenie podajace warunek dostateczny jednostajnej
zbieznosci szeregu ([2.8)) pochodzace ze wspolnej pracy z B. Szalem [16].

Twierdzenie 12. [16] Niech szereg {dy}i>, € GM(p,50(q),7), =1, p>1,r € N oraz

Z dy, cos (lk:) < 00, (2.27)

k=1
dla dowolnego | € {0, 1,..., [g]} Jesli
nlnnld,| — 0 gdy n — oo, (2.28)

to szereg (2.8)) jest zbiezny jednostajnie.
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Dowdd. Niech e > 0. Wykorzystujac warunek (2.28) oraz (2.27)) otrzymujemy:

nlnnl|d,| < e (2.29)
oraz
21
Z dy, cos( k—ﬂ) <e,
k=n
n+N 2l
> dj, cos( kl) <e (2.30)
k=n
dla dowolnego n > N. i N € N, gdzie [ € {0, L., [5 ]} Oznaczmy przez

To (x) = ki dy, cos(kx).

Pokazemy, ze
|70 (2)] <€ (2.31)

dla dowolnego n > max{N.,2} oraz x € R.
Na poczatek pokazemy, ze nierownos$¢ (2.31) jest spelniona dla x = 217”, gdzie [ jest liczba
catkowita, taka, ze 0 < 21 < r. Wykorzystujac (2.30)) otrzymujemy

(2[#)
Tn | —
r

Pokazemy teraz, ze nierownos¢ (2.31) jest spelniona dla

<E.

2” <x<217“+§,gdzie0<2l<r.

Niech N# := N (z) > r bedzie hczb@ naturalng taka, ze

21 21
e Y T (2.32)
TN+ TN
Wtedy
n+Np 1 n+N
To(x)= Y dpcos(kz)+ Y  dpcos(kz)+ Z dy cos(kx)
k=n k:n+NP k=n+N+1

=7 (2) + 79 () + 7Y (2).

Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej do funkcji f () = cos(kx) w przedziale
[27{” } otrzymujemy, ze dla dowolnego k istnieje liczba v, € (21” ) taka, ze

21 2]
cos(kx) — cos (/@W> = —ksin(kyy) <:L’ - W)
,

Wykorzystujac powyzsza tozsamosé dostajemy

ntlr-1 2w n+lVP -1 2w
7'7(11) (x) = — Z kdy sin(kyy) <x — r) + Z dj, cos (k) - 7-7&1.1)(@ + 7_721.2)(95)'

k=n =n
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Korzystajac z (2.30)) otrzymujemy
7D (@)| <e. (2.33)

Dalej, z (2.32)) oraz (2.28) mamy

1 1
91 n+NP—1 9] n+NP—1 klnk
‘TY(LI.I) (x)‘ < (:r; _ 7T> S kldil < (x _ 7T> 3 n Iyl
T P T

= Ink
2 neNT -1 5 e
< - — — < —. 2.34
(‘T r) ,; Ik In2 (2:34)

Wykorzystujgc Lemat [5] mamy

@ n+N n+N kln k n+N 1
‘Tn (x)‘ =| Y dycos(kz)| < ) Tk dy| < g/n—i-NIl’ mdk <elnp.  (2.35)
k:n—i—N% k=n+N%

Jesli {dy}—, € GM(p,5d(q),7), to wykorzystujac Lemat , otrzymujemy

0o 29t (n+N+1)—1

> > dy cos(kx)

J=0 k=2i(n+N+1)

7 ()] =

0o 1 20t (n4+ N+1)—1 r
D D — S (dy — dyy,)sin (k; 4 ) z
j=0 2sin (re/2) k=27 (n+N+1) 2

20 (n4-N41)4+r—1 27 (n+N+1)+r—1

_ Z dksin(kj—;)x—i— Z dksin<k—;>x}‘

k=27+1(n+N+1) k=27 (n+N+1)
1 0o (27t (n+N+1)—1 27+t (n4+-N+1)+r—1
S D Yo ldk —di| + > |
2 |sin (rz/2)] =0 { k=2 (n+ N+1) k=20+1(ntN+1)

29 (n+N+1)4r—1
+ > \dk|} :

k=27 (n+N+1)

Dalej, analogicznie jak w (2.19)), stosujac nieré6wnos$¢ Hoélder’a z p > 1, nier6wnosé
Tr—20< ‘sin %‘ (gdy x € [217”, 217” + ﬂ oraz 0 < 2l < 7’), 2.32)) i (2.28]), otrzymujemy

1

1 00 29+ (n+N+1)—1 , 2 (nt N1\
\T£3>(a:>!<£x_2l2 ( > |dk—dk+r\”) ( > 1)

™ Jj=0 k=27 (n+N+1) k=27 (n+N+1)
27 (n+N+1)+r—1 20+t (n+ N+1)+r—1
+ ) |dy,| + ) |d.|
k=2i (n+N+1) k=2i+1(n+N+1)

C+3
<5< :27")1_12;.

(2.36)

Pokazemy teraz, ze nieréwno$é¢ ([2.31)) jest spelniona dla 217” + I <2< @, gdzie
0<2(+1)<r
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Rozdzial 2. Zbieznosé jednostajna pojedynczych szeregow trygonemetrycznych

Niech M7v := M7 (x) > r bedzie liczba naturalna taka, ze

2(l+1 2(l+1
i+l)r m o, 2+Dr (2.37)
r M» r (M +1)»
Wtedy
n+MP 1 n+M
T (x) = Z dpcos(kz) + > dicos(kz) + Z dy. cos(kx)
. n+MP k=n+M+1

=7 (@) + 77 (@) + 70 ().

Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej do funkcji f () = cos(kx) w przedziale
[x, M} otrzymujemy, ze dla dowolnego k istnieje liczba 2z € (x, @) taka, ze

oS <k2(l+1)7r> — cos(kx) = —ksin(kzy) (M - x) :

T T

Wykorzystujac powyzsze otrzymujemy

-1 2(1+1 w1 2(1+1
(@) = - > kdysin(kz) <(+r>7r - 95) + > dycos <k<+)ﬂ)

k=n k=n r
= 74D () + 74D ().

Z (12.30) mamy

‘7(4'2) (:z:)‘ <e. (2.38)

n

Korzystajac z (2.37) oraz (2.28) dostajemy

1
2([+1)7T nJrMP 1 n+MP—1 Elnk e
(4.1) <[ ———— k\|d —|d — 2.
i (@) ( . “") 2. Kldl <o kzzn g < (239

Korzystajac z Lematu [5| otrzymujemy

n+M n+M Elnk n+M
’7.7(15) (x)‘ =| Y dpcos(kz)| < D Ik |di| < mdk‘ <elnp.  (2.40)
k:n—i—M% kzn-&-M% n—‘erl?

Jesli {dy},—, € GM(p,50,r), to wykorzystujac Lemat , otrzymujemy

7 ()] =

oo 20t (n+M+1)—1

> > dy sin(kx)

J=0 k=27(n+M+1)

1 oo (29t (n4+M+1)—1 20t (n+ M+1)+r—1
<—n— ) > |dy, — diyr| + > |di|
2 [sin (rz/2)] j:O{ k=24 (n+M-+1) k=20+1(n+M+1)

27 (n+M+1)+r—1
+ > |di| } :

k=23 (n+M+1)

43



Rozdzial 2. Zbieznosé jednostajna pojedynczych szeregow trygonemetrycznych

Dalej, analogicznie jak w ([2.24)), stosujac nierownosé 2(l — S < ’sm% nier6wnosc¢
Holder'a z p > 1, (gdy T € [217“ + Z, Z(Itl) } oraz 0 < 2 (I r), (219) i (2.12), otrzy-
mujemy

T

1 oo 2+ (n+ M+1)—1 b (2 meM-1 | 1T
‘TT(LG) (33)’ <W Z ( Z |dk - dk+r‘p) ( Z 1)
)

Jj=0 k=27 (n+M+1) k=27 (n+M+1
27 (n4+M+1)4+r—1 20 (n4-M+1)+r—1
+ > |di| + > \dk|}
k=27 (n+M+1) k=2i+1(n+M+1)
e(C+3r 1
< (€+3) - (2.41)
r 1—2»
Laczac uzyskane oszacowania: (2.33)), (2.34)), (2.35)), (2.36)), (2.38)), (2.39), (2.40), (2.41) otrzy-
mujemy, ze szereg (2.8)) jest zbiezny jednostajnie. Co koriczy dowod twierdzenia. m

Ponizsza uwaga pokazuje, ze warunek ([2.27)) nie gwarantuje zbieznosci bezwzglednej sze-
[&.°]
regu »_ dj. Zatem w tym przypadku nie mozna zastosowac kryterium Weierstrassa zbieznosci

k=1
szeregéw funkcyjnych.

Uwaga 13. Jezeli szereq Z dy. jest bezwzglednie zbiezny, to warunek ( - jest spetniony.

Ponadto, odwrotna zmplzkacya nie jest prawdziwa.
Dowdd. Niechr e Nil e {07 1,.., [g}}, oraz d = agpby, dla k € N, gdzie

1
kin(k + 1) In(In(k + 1))’

5 { 1, gdy k=2ri +1,...,2ri + 1,
k:

1 gdy k= 2ritr 1,200t 2r, Va7E€NUL0}L
Pierwsza implikacja jest prawdziwa, poniewaz COS(QZT’%)’ < 1 dla dowolnego k € N. Pokaze-
my teraz, ze odwrotna implikacja nie jest prawdziwa.

Niech n € N. Wtedy istnieje liczba m € N taka, ze 2rm < n < 2r(m + 1) oraz

2l am 21 21
t ' = Z by, cos( lk ’ Z b COS(lk‘)
k=2rm+1

m  2r 2[ ) n

= Z Zb%(k,l)ﬂ- coSs (W (2r(k—1)+ z)>| + Z 1
k=1 i=1 r k=2rm+1
LN 2l 21

= Z Z bor(k—1)+i cos(—z + Z bor(k—1)+i cos(—ﬂz) + (n — 2rm)
k=1 \i=1 r i=rt1 r
m T 2 2

=1> (cos lﬂ — cos(lﬂi)> +n—2rm < 2r.
k=1 i=1 r

Zatem wykorzystujac kryterium Dirichleta zbieznosci szeregéw otrzymujemy, ze

2l
Z aby, cos(—k’) < 00, bo {ax},—, jest malejacy i ay — 0, gdy k — oo.
k=1
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Ponadto

1

k; di] = ,; kln(k + 1) In(In(k + 1))

— 00, gdy n — oo.

To konczy dowdd. O

Analogicznie wykorzystujac ciag (2.42) mozna pokaza¢, ze warunek (2.11)) dla r > 3 nie

gwarantuje zbieznosci jednostajnej szeregu . cy.
k=1
Twierdzenia[I0]i[I2] podaja warunki dostateczne zbieznosci jednostajnej odpowiednio sze-

regu sinusow i szeregu cosinusoéw, gdy wspotczynniki tych szeregdéw tworza ciagi nalezace do
klasy GM (p,50(q),r) dlag > 1,p > 1, r € N i stanowia uogolnienia weczesniejszych wynikow
dotyczacych tej problematyki. Nalezy zaznaczy¢, ze zostaly one uzyskane przy dodatkowych
warunkach odpowiednio (2.11)), (2.12) i ([2.27), (2.28)). Koniecznos¢ zalozen oraz
zostala uzasadniona juz w pracy B. Szala [37]. Natomiast Uwaga [11| uzasadnia celowos¢ wa-

runkow (2.12) i (2.28). Nalezy zaznaczy¢, ze zaréwno warunki (2.11), (2.27) jak i warunki

(2.12), (2.28)) nie pozwalaja na zastosowanie kryterium Weierstrassa.
Sformutowane zostanie teraz twierdzenie podajace warunek dostateczny jednostajnej

zbieznosci szeregu (2.9) pochodzace ze wspolnej pracy z B. Szalem [16].

Twierdzenie 14. [16] Niech {wy}>, € GM(p,50(q),r), ¢=>1,p> 1, r € N oraz
> wke(mTﬂk)i < 0
k=1

dla dowolnego | € {0, 1,..., [g]} Jesli
nlnn|w,| — 0 gdy n — oo,

to szereg (2.9) jest zbiezny jednostajnie.

Dowod. Dowdd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ podobnie jak dowdd twierdzenia
lub [12] z ta réznica, ze zamiast Lematu [3| nalezy wykorzysta¢ Lemat [4] O
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Rozdzial 3

Zbieznosé jednostajna podwodjnych szere-
gOw trygonometrycznych

W  rozdziale tym zostana przedstawione wyniki pochodzace ze wspdlnych prac z
B. Szalem ([I4], [15]), dotyczace jednostajnej zbieznosci podwojnych szeregoéw trygonome-
trycznych.

Na poczatek wprowadzmy podstawowe definicje zwiazane z tg problematyks.

Mowimy, ze szereg podwdjny

o0 o
Z Z Ajk
j=1k=1

liczb zespolonych jest zbiezny regularnie, jesli ciagg sum
m n
DD
j=1k=1

jest zbiezny do skonczonej granicy, gdy m oraz n daza do nieskoriczonosci niezaleznie od
siebie, jak réwniez szeregi kolumn

o0
Zai,m n=12, ..,
Jj=1

1 szeregi wierszy
[e.e]
Z Amp, m=1,2 ..,
k=1

sa zbiezne, tzn. dla kazdego € > 0 istnieje dodatnia liczba my = mg(€) taka, ze nieréwnosé

M N
DD

j=mk=n

<€

jest spetniona dla kazdego m,n, M, N, gdzie m +n > mp,1 < m < M oraz 1 <n < N.
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3.1 Twierdzenia pomocnicze

W podrozdziale tym zostang sformutowane i wykazane lematy, ktore beda wykorzystane w
dowodzie gtéwnych wynikéw kolejnych podrozdziatow.

Lemat 7. [T]|] Niech {cj,k}?ok:l C C, oraz niech m,n,u,v € N bedq takie, Ze v > n oraz
w=m. Wtedy dlap > 1

[

1
noov P woov
(Z > IAij,klp) >(—n+ 1) (g—m+ 1) Z Z | Arrcjinl -

j=mk=n

Dowdd. Wykorzystujac Lemat

(i EV: Arrcj’klpy > (ot (i <I/—n+1 > IAmcjk|> >1

j=m k=n Jj=m

>W-n+1)r (p—m+1)7 Z S Al

j=m k=n
co koniczy dowod. O

Lemat 8. [1|] Jesli {cxk}ﬁ:l jest podwdinym ciggiem o wyrazach nieujemnych nalezgcym
do klasy DGM (p, s, 20,97,7) 2 p = 1 oraz r € N, to dla dowolnego m,n > max{\,2r}
spetniona jest nastepujgcea nierownosc:

L 2M 2N 21 (m) 2n4r—1 2Xb2(n) 2m+r—1
CEORE TR T DD DRV D DI DENCTE S DI DR
M+N2b3(m+n) j=M k=N j=b1(m) k=n+r k=by(n) j=m+r

2m—+r—12n+r—1

+ Z Z Cj k-

j=m+r k=n+r

Dowdd. Niech m,n > max{\,2r}. Jesli {Cj,k}ﬁzl € DGM (p,2ct,20,27,7) 7z p > 1 oraz
r € N, wtedy wykorzystujac Lemat[2]dla dowolnego v € N oraz m+r < p < 2m otrzymujemy

p—1 r—1
Zcm—l—l v = Z ATOCj,v) + Z Cutlw
j=m =0

|

pn—1 r—1 2m—1
< Z |Ar00j,v| + Z C,u-‘,—l,v < (,U a ( Z |Ar00]v ) + Z C;H—lv
j:m =0
1-1 C =1
<(p—m) > max Z civ | + Z Cpti- (3.1)
=0

™mb (m)<M</\b1 (m =M

W analogiczny sposob, dla dowolnego 1 € N oraz n +r < v < 2n otrzymujemy

mbg(n)<N<)\b2

r—1 1 (C r—1
>yt < (v — n) ( max E Cuk ) + > Cuwtt- (3.2)
1=0 1=0
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Ponadto, dla u, v takich, ze m +1r < p < 2m oraz n +r < v < 2n otrzymujemy

p=1v-1 p—1v—1
DD A= D0 > (k= Cark) = (Ciktr — Cigriir))
j=mk=n j=mk=n

— m4r—1 ptr—1 m+r—1 ptr—1

Z (( Z Cjk — Z Cj,k) - ( Z Cjktr — Z Cj,k+r)>
=n j=m Jj=p Jj=m Jj=p
-1

b

m+4r—1 ptr—1
Z CJ, Cj,kJrr)_ Z (Cj,k_cj,kJrr)

Jj=m J=n
m4+r—1n+r—1 m4+r—1v+r—1 p+r—1 /n4r—1 v+r—1
SH VIS ICTELS S SRR S b ST S
j=m j=m J=u k=n k=v
n+r—1 m4r—1n+r—1 m4r—1v+4+r—1 ptr—1ntr—1 p+r—1v4r—1
=Cmnt D Cmpt D DL Gr— D chk— > Z%H > chk
k=n+1 j=m+1 k=n j=m j=p  k=n j=p  k=v
Wykorzystujac Lemat [7| dostajemy
-1 -1 m+r—1v+r—1 pA+r—1ntr—1 ptr—1v4r—1
ZZAWCJ’H' > Z Grt D Z k= D Z Cjk
j=mk=n j=m j=u  k=n j=p  k=v
m+r—1n+r—1 n+r—1
DD Cik— D Cik
j=m+1 k=n k=n+1
-1 v-1 m4r—1v+4+r—1 p+r—1nt4r—1
<Y Y Aot Y Z ikt D Z Ciik
j=m k=n j=m J=p k=n
-1 v-1 m4r—1v+4+r—1 ptr—1ntr—1
=D IDIHE Z ikt D Z Cjik
j=mk=n j=m j=n  k=n

1 2m—12n—1 %
<(uw—m)'"7 (v—mn) P(Z ZlATTCjk‘|)

j=m k=n

m+r—1v+r—1 pt+r—1ntr—1
+ 2 Z Cik+ D Z Cik
Jj=m Jj=p  k=n
L 1 C 2M 2N

<(u-m)"r(v—n)"> SUp D> i

I M4 NZb3(m+n) j—p k=N

m4r—1v4+r—1 p+r—1ndr—1

+Z chk+z Zc]k
j=m j=pn  k=n

1 9 1_q 1—1 1—1 C M2N
(1)? ™ o < ()™ (p—m) "7 (v —n) "7 sup Y > Gk
mnM+N>b3(m+n)] =M k=N

m—‘rr 1v+r—1 /HrT 1n+r—1
Z Z ¢+ ( /W Z Z Cjk- (3.3)
j=m J=u k=n
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Sumujac nierownosci (3.3) dla y =m +r,...,2m oraz v = n+r, ..., 2n dostajemy

2m
Z Z pv)e _lcm7n<51+52+53.

p=m-—+r v=n-+r

Wykorzystujac (3.1) mamy

(pv)r ™ Cj+mk
p=m-r v=n+r k=v j=0 m
2n vtr—1 2M r—1
Z YIRS ((N—m)l_% C D Gkt D Cutik
p=m-+r v=n-+r k—u mbl(m)éMé)\bl(m)j:M ’ 20 ’

Dalej, wykonujac elementarne szacowania otrzymujemy

2m  v+r—1

$ < C((m+r)(n+1)) Z > Z max Zak

v=ntr p=mtr k= b1 m)<M<)\b1

2m V+T—17” 1
Y WY Y
p=m+r v=n+r k=v j=0

L L 1 22\b1(m)  2n vtr—1
<SCm v ((m+r)n+r)r  (m—r+1) > > > ¢
j=bi(m) v=n+r k=v
2n  v+r—1r—1

Hmanmenit S Y e,

p=m-+rv=n+r k=v j=0

<On S S (it it + o+ )
j=b1(m) v=n+r

2m 2n  r—1
+((m—|—7“)(n+7‘ Z SN (Cutjw + Cutjptr F o F Cutjrr—1)
p=m+r v=n+r j=0
2)\171 2n+r 1 1 2m~+r—12n+r—1
< Crne~ Z S optri(mEr)ntr))rt SN ¢
j=bi(m) k=n-+r j=m+r k=n-+r
2Xb1(m) 2n+r—1 2m~+r—12n+r—1
<Cr > Y e+t DY D> e (3.4)
j=bi(m) k=n+1 Jj=m+r k=n+r

Analogicznie wykorzystujac (3.2)) zamiast (3.1]) dostajemy

2m 2n 1 putr—1r—1 2Ab2(n) 2m+r—1 2m~+r—1 2n+r—1
Z Z (uv)e Z Z Ciorn < CT Z Z Cik +r? Z Z cjk- (3.5)
p=m+r v=n+r Jj=p k=0 k=bz(n) j=m+1 j=m-+r k=n+r

Szacujac S otrzymujemy

=Y Y @ e e- S s S Y e

p=m+r v=n+r mnM+N>b3(m+n)] =M k=N
2M 2N

1 1 C
<((m—|—7“)(n—+—7“)); 1(mn)1 :’(m—r+1)(n—r+1) sup Zchk
mnM+N>b3(m+n)J M k=N
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2M 2N

<C( m )1_;< " )1_; sup Z chk

m+r n+r M+N>bs(m+n) j=pf k=

2M 2N

<C  sup S e (3.6)
M+NZbs(m+n) j=M k=N
Z drugiej strony, jesli m,n > 2r to

o> (uy)%fl Cmn > (2771271)%71 (m—r+1)(n—r+1)cnn

p=m-+r v=n-+r

> (mn)% 45! (m =r){n=r) Cmn = (mn)% 4%_20,7%”. (3.7)
mn
Wykorzystujac (3.4), (3.5)), (3.6) oraz (3.7) otrzymujemy
) 2M 2N 2001 (m) 2n4r—1 2Xb2(n) 2m+r—1
(mn)? emn < sup 303 et D D et D Y ¢
M+NZbz(m+n) j=M k=N j=bi(m) k=n+r k=bz(n) j=m+r
2m+r—12n+r—1
+ 2 2 Gk
j=m+r k=n+r
To konczy dowdd. O

Lemat 9. [I5] Niech {c;jx};,_, C C,p > 1 oraz niech {b(n)},~, bedzie ciggiem rosngcym o
wyrazach nieujemnych takim, ze b(n) — oo, gdy n — oo oraz

Jkcjkr — 0 as j+k — oo. (3.8)
Jesl )
2m—1 oo 2M
(;1 |Ar00j,k|p) < by Z lcjnl dla m,k €N,
to
mpe igp k i |Aocik] — 0, gdy m+n — oo (3.9)
>n o,
oraz jesl 1
on—1 S 2N
<I;Z ’Amcj,ky’) < P L Z lcjx| dlan,j €N,
to
n¥ sup j i |Aorcjk] — 0, gdy m+n — oo. (3.10)

jzm g=p
Dowdd. Niech £ > 0. Wykorzystujac nierownosé¢ Holdera z p > 1 oraz (3.8) otrzymujemy

oo 25tIm—1

sup k Z |Avocjk] = sup kY D [Awcx

/n30]25

o) 25+1m—1 % 25F1m—1 1_%
<sup k) ( > ’ArOCj,k‘p) ( > 1)

kzn  g—q j=25m j=25m
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2M )
k e i
S Z:) 2°m (b(QSmKIE\l/IaSX/\b(%m) j; le5l (2°m) ”)

M
Ce © 1 M 20 e &1 £
< lsupkz T max Z* < —3 Z T < —1
mr ken 520 (25)p \bETMSMNb(2em) kj mr =0 (2°)» mp

Co implikuje (3.9). W analogiczny sposob, uzyskujemy, ze warunek (3.10)) jest spetniony, co
koriczy dowdd. O

Lemat 10. [15] Niech {c;x}7,—; C C,p > 1 oraz niech {b(n)},, bedzie ciggiem rosngcym
o wyrazach nieujemnych takim, ze b(n) — oo, gdy n — oo i zachodzi warunek (3.8). Jesli
nierownosé

2m—12m—1 C 2M 2N
(Z > |Arrcjk’) S —  sup > > lejkls dlam,neN

j=m k=m an+N>b(m+n)k M j=N

jest spetniona, to

mrny Z Z |Arrcinl — 0, gdy m +n — oo. (3.11)

Jj=m k=n
Dowdd. Niech £ > 0. Wykorzystujac nierownos¢ Holdera z p > 1 oraz (3.8) otrzymujemy

0o oo 2Hlm—128tlp—1

f: i Al =200 D Do |Ancl

n=mn=m =0 s=0 j:QZm k=25n

0o 00 2t lm—125tn—1 % 2ty —125tn—1 1= %
SR ) (2780

j=2lm  k=2%n j=2lm k=2%n

O 2M 2N

sup D> ejxl (25m21 ) ’1’}

>b(2!m+2%n) k=M j=N

oM 2N il
C 1 sup Z Z k]|c?,k|}

(2im25n)» M4NZb@Im+2:0) j=hy jon FJ

el S5

2tm2%n \ry N

N
INagt
(]2
——

(252 )p MAN2b(2'm+25n) k=M j=N k]

4 O 1
< C‘izz{ }<<

(mn)? =0 s=0 (2125)% mrnp

Zatem, warunek (3.11)) jest spelniony, co koriczy dowod. ]

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze jadro oraz jadro sprzezone typu Dirichleta posiadaja
osobliwosci w punktach przedzialu [0,7], a ich liczba jest zalezna od r. Z tego
powodu, w dowodach twierdzen podajacych warunki dostateczne zbieznosci jednostajnej
szeregow trygonometrycznych, konieczne jest dokonanie podziatu przedziatu [0, 7] na pod-
przedzialy oraz wykorzystanie nier6wnosci przedstawionych w ponizszym lemacie.

ol



Rozdzial 3. Zbieznosé jednostajna podwdjnych szeregow trygonometrycznych

Lemat 11. Niech {ay},., C C, I € Z,r € N oraz niech dane bedg liczby n, N € N takie, ze
< N. Jesli x € (217r (ClaiL }7 to

T

> aysin(kz)

k=n

N+r n+r—1
<7 )
2 (e~ 2]) (ZIA al+ 2, lal+ Iakl) (3.12)

k=N+1

> ag cos(kx)

k=n

<2(27TZ)<Z‘A ak| + Z |ay| + Z |ak’) (3.13)

k=N+1

(2141w (2[—}-2)71’)} to

r ’ r

oraz jesl x € (

> agsin(kz)

k=n

S 20U+ )r —ra (Z\A ar| + D lan| + Z |ak!) (3.14)

j=N+1

> ay cos(kx)

k=n

< Y20 T Ur —re (Z |Avag + > Jax] + Z |6Lk|) (3.15)

j=N+1

Dowaod. Wykorzystujac Lemat |3 uzyskujemy

-1

N n-+r
)< E il [P @]+ 3 fonl | + Xl [P (o)

k=N+1
oraz
N N N+r n+r—1
> apcos(kr)| < Y |Avag| [Diy(2)[ + Y lar] [De—r(@)] + D an|[Dy—r(2)] .
k=n k=n k=N+1 k=n

" > =% — 2] otrzymujemy

Jesli z € (2“7 (QIH)”}, to korzystajac z nieréwnosci ‘sin(%)

Dy (m)‘ cos(k £ §)x 1 < 1 (3.16)
’ 2sin(£5) | |2sin(+1)] 2= - 21)
oraz (k )
sin(k + %)z 1 1
Dyar(z)] = |2 < . 3.17
e 2sin(+%5) | |2sin(+7)| - 2(= - 21) (817

Z powyzszych oszacowan mamy

> agsin(kz)

k=n

N+r n+r—1

k=N+1

oraz

> ag cos(kx)

k=n

k=N+1

N N+r n+r—1
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Analogicznie, jesli x € (M, (2“;2)”

=
otrzymujemy

), to korzystajac z nieréwnosci ‘sin(%) >2(+1)—"=

> apsin(kz)

T N N+r n+r—1
< (Z [Avar| + 3 al + Y !ak\)
k=n

2(2(14+1) - =)

k=n k=n k=N+1
oraz

N T N N+r n+r—1

2 D) € 3 o4 1) = ra) (Z Bl 2 el 2 'ak') |
To konezy dowod. []

3.2 Zbieznos$¢ jednostajna podwéjnych szeregéw sinusow

Niech {cm}ﬁ:l bedzie podwojnym ciagiem liczb zespolonych. Rozwazmy podwéjny szereg
sinuséw postaci
> > c¢jpsin(jz) sin (ky) . (3.18)
j=1k=1
Pierwszy wynik dotyczacy jednostajnej zbieznosci podwojnych szeregéw sinusow zostal przed-
stawiony przez 1. E. Zaka oraz A. A. Sneidera w pracy [48]. Mozna go sformutowaé¢ w postaci
nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 15. [/8] Jezeli {Cj,k}ﬁ;:l € MDS, to szereg jest zbiezny regularnie
jednostagnie wzgledem (x,y) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (3.8]).

Twierdzenie to w kolejnych latach zostalo uogélnione poprzez zastapienie ciagdéw monoto-
nicznych ciggami o ograniczonych wariacjach zdefiniowanych w Rozdziale 1 tej rozprawy.
Dla klasy ciagow DGM (1,1c,103,17, 1) wynik ten zostal udowodniony przez P. Korusa oraz
F. Moricza w artykule [I1], a w pracy [12] dla klasy ciagow DGM (1,5, 203,27,1). W tej sa-
mej pracy P. Korus udowodnit warunek dostateczny dla klasy ciagow DGM (1,3, 303,37, 1).
Dalej, L. Leindler w artykule [28] rozszerzyl wynik otrzymany przez 1. E. Zaka oraz A. A. Sne-
idera dla klasy ciagow DGM (1, a, 3,7v,1), gdzie @ = app = O(m™), 8= Bpn = O(m™1),
Y = Ymnm = O(mn~1), gdy m + n — oo. Ponadto Twierdzenie zostalo uogoélnione przez
K. Duzinkiewicza oraz B. Szala w pracy [3] dla klasy ciagow DGM (1, 3a, 303, 377, 2).

Ponizsze twierdzenia sa gtéwnymi wynikami tego rozdziatu i podaja one warunki koniecz-
ne oraz dostateczne jednostajnej regularnej zbieznosci szeregu (3.18)), ktorego wspotezynniki
naleza do klasy DGM (p, v, 2f3, 9y, 7). Zostaly one udowodnione w pracach [14] i [I5].

Twierdzenie 16. [T} Niech dany bedzie cigg o wyrazach nieujemnych {cj,k}ﬁ;:l nalezgcy
do klasy DGM (p,scv,23,97,7), gdzie r € N orazp > 1. Jesli szereg (3.18) jest zbieiny
jednostajnie reqularnie wzgledem (x,y), to

1

(mn)? cpmpn — 0, (3.19)

gdy m +n — oo.
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Rozdzial 3. Zbieznosé jednostajna podwdjnych szeregow trygonometrycznych

Dowdd. Niech {cj,k}ﬁzl bedzie podwojnym ciagiem o wyrazach nieujemnych oraz niech
e > 0. Wykorzystujac zalozenie, ze szereg (3.18]) jest zbiezny jednostajnie regularnie wzgle-
dem (z,y) otrzymujemy, ze istnieje liczba naturalna mg = myg(e) taka, ze nieréwnosé

M N
> cjrsin(jz)sin(ky)| <e, (gdziel <m < M,1<n

j=mk=n

N

N) (3.20)

jest spetniona dla dowolnego m,n, M, N € N, gdy m + n > mg oraz dowolnego (z,y) € R?.
Niech

zi(m) = ——
T dm+ )
(m) = —"
= b (m)
7r
sl = g
m
yi(n) = ma
) =
Y2 = e (n)
7r
ys(n) = an
Wtedy
sin(jzi(m)) > sm(%), dlam+r<j<2m+r—1,
sin(jxe(m)) > sm(%), dla by (m) < j < 2Aby(m),
sin(jzs(m)) > sm(%), dlam < j <2m,
sin(kyy(n)) > sm(%), dlan+r<k<2n+r-—1,
sin(kys(n)) = sm(%), dla by(n) < k < 2\ba(n),
sin(kys(n)) > sm(%), dlan <k<2n

Poniewaz ciagi {b1(1)}2,, {b2(1)}2; {b3(1)},2, daza do nieskonczonosci, to istnieje liczba
naturalna my, taka, ze dla dowolnych m, n spetiajacych nier6wnos¢ m +n > m, prawdziwe
sa rowniez nierownosci m +n > mg, by(m) +n > mg, m + ba(n) > mg i by(m + n) > my.
Wykorzystujac powyzsze nieréwnosci, Lemat [8] oraz otrzymujemy

2M 2N

de > sup > ¢jesin(jzs(M)) sin(kys(N))

M+N2bg(m+n) j=M k=N
2A\b1(m) 2n+r—1

+ Z Z cjrsin(jza(m)) sin(kyi (n))
j=bi(m) k=n+1
2m—~+r—12n+r—1

+ Z Z ¢k sin(jzy(m)) sin(kyi(n))

j=m+r k=n+r
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22ba(n) 2mtr—1

+ > > cusin(ia(m)) sin(kys(n))

k=ba(n) j=m+1
2M 2N 2)\b1 ) 2n+r—1

> sin(z)2 sup >3 cjp+sin(— W ) sin( Z > ¢k
4 M+NZbz(m+n) j—M k=N 4 j=b1(m) k=n+1
2m+r 12n+r—1 2)\b2( ) 2m+r—1
+sin(—)* Y Y ¢+ sin( 4 ysin(—) > Y ¢
j=m+r k=n+r k=ba(n) j=m+1

> (sin(Z) sm(I/\)) (mn)1 Cmons Ay m +mn > my oraz m,n > max{\,2r}.

Jedli j — oo oraz k < max{\,2r} lub j < max{\,2r} oraz k — oo, wtedy warunek ({3.19)
wynika z jednostajnej zbieznosci szeregow pojedynczych (3.25) analogicznie jak w pracy
P. Korusa oraz F. Méricza [11]], co konczy dowdd. O

Ponizsza uwaga pokazuje, ze Twierdzenie [16{uogdlnia wynik podajacy warunek konieczny
jednostajnej zbiezno$ci podwojnego szeregu sinuséow (3.18) uzyskany przez B. Szala oraz

K. Duzinkiewicza w pracy [3] dla klasy DGM (1, 2a, 20, 27,2), a w konsekwencji wszystkie
wczedniejsze wyniki dotyczace tej problematyki.

Uwaga 17. Podstawiajgcp = 1, r = 2 w Twierdzeniu 16 uzyskujemy wynik otrzymany przez
B. Szala oraz K. Duzinkiewicza w pracy [3].

Przedstawione zostanie teraz twierdzenie podajace warunek dostateczny jednostajnej re-
gularnej zbieznosci szeregu (3.18)), ktorego wspotezynniki naleza do klasy DGM (p, 2cv, 23, 277, 7).

Twierdzenie 18. [15] Niech cigg {cj,k}]o.okzl C C nalezy do klasy DGM (p,qc,2/3,27,7),
gdzie p > 1, r € N. Zatozmy, ze dla dowolnego r > 3 szereg

$ Fo (1) (129

jest zbiezny reqularnie, gdzie li,ly € {1,...,[%] —1}7 gdy r jest liczbg parzystq oraz
1,1l € {1, - [%]}, gdy r jest liczbg nieparzystq oraz

sup 71nj Z lcjk| — 0, (3.22)
j=zm k=n
sup klnk Z lej k| — 0, (3.23)
k>n j=m
gdy m+n — oo. Jesli
mnlonmnn ¢, | — 0, gdy m+n — oo, (3.24)

to szereg (3.18)) jest zbiezny jednostajnie reqularnie wzgledem (x,y).
Dowdd. Niechr € Noraz p > 1. Analogicznie jak w Twierdzeniu[10]dostajemy, ze pojedyncze

szeregi:

> ¢jpsinj, n=12 ..., > e sinky, m=12,... (3.25)
j=1 k=1
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sa jednostajnie zbiezne, poniewaz dla dowolnego m,n € N otrzymujemy, ze
{ein}321 € GM(p,2a,1) © GM(p,sa,r) = GM(p,50,7), jlnjc;, — 0, gdy j — oo,
{ka}k 1 € GM(p72ﬁ7 ) GM<p7357 ) = GM( »557T)7 klnkcm,k - 07 gdy k — oo
oraz Z Cjn SN (2l”) < o0 i Z cmksm(%”) < oo dla dowolnego » > 3 i dowolnych
7=1

Il € {1,.., {5}}, gdy r jest liczba parzysta oraz li,ly € {1,..., {%}}, gdy 1 jest liczba
nieparzysta. Niech € > 0. Pokazemy, ze dla dowolnych M > m > n(e), N > n > n(e) oraz
dla dowolnego (x,y) € R? zachodzi nier6wnos¢

M N

> Y ¢jrsin(jz) sin(ky)

j=mk=n

< ¢, (3.26)

gdzie n = n(e) > A jest liczba naturalna taka, ze dla dowolnego m,n > ni M > m oraz
N > n zachodzi

Mo 21 2T
Z Z Cj Sin j—ﬂ)sm(l{—2 )
r

Jj=m k=n

< g, gdzie ly, [l spelniaja zalozenia twierdzenia,

1 > 1 s
mr sup k Z |Avocjk] < e, ne sup j Z |Avocik] < e,

k>n j*n JjzZm. p—p (3 27)
mrns Z Z |Aan] < e mnlnmlnn |c,,| <e,
j=mk=n
(o]
sup jInj Y leju] <e, sup k‘lnkzz lcik| < e.
jzm k=n kzn j=m

Powyzsze nieréwnosci wynikaja bezposrednio z Lematu [9) Lematu [10] (3.21)), (3.22) (3.23)
oraz (|3.24)).

Jesli x = 0 lub y = 0, oraz jedli x = 7 lub y = 7 nieréwnos¢ jest prawdziwa. Wyko-
rzystujac otrzymujemy, ze nieréwnos¢ (3.26]) jest spetniona jesli z = 2171“ iy = M
gdzie r > 31ily,ls € {1, oo (5] — 1}, gdy r jest liczba parzysta, oraz lq,ls € {1, e [2]}, gdy
r jest liczbg nieparzysta.

Zalozmy, ze © € (Zl#Tr M] oraz y € (M M}, gdzie [1,1, € {0,1,...,[%] — 1},

r 7 r

gdy r jest liczbg parzysta, oraz l1,ly € {0,1,...,[5]}, gdy r jest liczba nieparzysta. Niech

P P
W= [%l”} oraz v = [%12”} . Wykorzystujac elementarne przeksztalcenia otrzymujemy
T—— Yy——

sin(jr) sin(ky) = (sin(j:c) - sm(j%;”)> (sm(k:y) - sm(k:2lr7r)>

+ (sin(jx) - sm(ﬂ;”)> (k:%ﬂ>

21 21 21 21
+ sin(jTlﬂ) (sin(ky) - sin(k;j)) + sin(jTlﬂ) 1n(k;—27r) (3.28)

r

Stosujac  twierdzenie Lagrange’a o wartoSci Sredniej odpowiednio do funkcji
f(z) = sin(jx) oraz f(y) = sin(ky) na przedziatach [211” x} oraz [212”,3/} uzyskujemy,
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ze dla dowolnego j, k € N istniejg liczby z; € (217}”,3:) oraz q € (2172“,3/) takie, ze

21 21
sin(jz) — sin(0) = jcos(jz)(x — —0),
r " (3.29)
2l 2[27’(’

sin(ky) — sin(—— . ) = kcos(kqr)(y — T)

Rozwazmy teraz dziewie¢ nastepujacych przypadkow:

Przypadek (a): n < m < M < porazn < n < N < v. W przypadku (a) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:

(ay): m+ u% > M oraz n+vr > N. Wykorzystujac (3.27)), (3.28) i (3.29)) uzyskujemy

R Mo 2y 2lom
]; ;cm sin(jz) sin(ky)| < ]27;1];1 Cik (sm(jx) - sm(y)) (sm(k:y) - sm(kj)) |
+ f: Y Cik (sin(jm) —sin(j2l)> (k%ﬂ)
j=mk=n
+ f: i\/: ¢ sin( lerﬂ) (Sm(k’y) — sm(k%fr)) l
j=m k=n
+ f: g: C]kSIIl(jQZrﬂ-)Si (kJQZjW)
j=mk=n

( 2[17T> (
<lx——— Y
r
2[171' Mo N
(I r) 2.2
j=mk=n
M
at

)23

2o ML N ] )
_ 72 ) Z Z |cjkj cos(jz;)k cos(kqy)|
j=m k=n

2[27’(’

+ cjrj cos(jz;) sm(k;T)

byl

k

21
c; ik cos(kqy,) sin(jiﬂ)‘ + ¢

n

1
1 m+uP —1n4vp—1

< 471 Z Z Jklnjlnk|c;l

HPVP  j=m k=n

1 m—i—u%—l [e's) n+V%—1 o0
+— >, supilng ) e+ D supklnk D el +e < 4e
JP  j=m J2m k=n vr g=n k2n j=m

(ag): m—l—u% > M oraz n+ vr < N, Wtedy

M N M n—l—l/P -1

Z Zc]k,sm jx)sin(ky) = Z Z ¢jrsin(jz) sin(ky) + Z Z c;rsin(jz) sin(ky)

j=mk=n j=m

— 81+SQ.

k= n+VP

Analogicznie jak w przypadku (a;) mamy

1 1
M n+vpP—1 1 m—+uP — 1n+VP 1

1S:] = Z Z cjrsin(jz)sin(ky)| < —— Z Z JlnjkInk|c;

j=m k=n UPVP  j=m
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1 m—i-u%—l 0o n—&—V%—l o)
+— > supilid el +—5 D supklnk D ekl +e < 4e
ne  j=m j=zm k=n Ve k=n 2n j=m

Wykorzystujac Lemat [B] (3.27) 1 (3-29) otrzymujemy

M N
1Sa] =Y. Y ¢jpsin(jz)sin(ky)
J:mk:n—l—ull’
M N
2l 20T\
=1 Y ¢k (] cos(jz;) (x - ;) + sin(jl)> sin(ky)
]:mk=n+l/%
2L\ & X 2l
<(+-T) S % lueostiz)+ Z > o) s
]:mk:n+ul’ k n+u1’
1
45 m+uP -1 ntv—1 1 n+v—1 1
- +4supklnk ¢kl
,u% = k:%r:wlj (k+1)In(k+1) k> ]27;1 ’ . EIJ; (k+1)In(k+1)
de m+,u%—1 n+v—1 k41 ntv—1 ki1 1
< — dr + 4 klnk d
e Z Z . rlnx v sup " Z|C]k| Z . ez~
I ke=ngwp j=m hentv? K
1 1
de MHEESL T R e mHET
< ki de [ k< Inp+del
;Z/klkJrs Flnk ro2 ptdelyp
ne o j=m 1 Be o j=m
n+1/1’ n+vP
< 8 lnp.
Zatem
M N
>N ¢jrsin(jz) sin(ky)| < e (4+ 8Inp). (3.30)
j=m k=n

(az): m+ ,u% < M orazn+vr > N. Analogicznie jak w (a2) otrzymujemy, ze nier6wnosé

(3-30) jest prawdziwa.

(aq): m—i—u% < M oraz n+vr < N. Wtedy

M N
> ¢jpsin(jz) sin(ky)
Jj=m k=n
1 1
m+pP — 1n+11? 1 n+vP —1
= Z > ¢jpsin(jz)sin(ky) + Z > ¢jesin(jz) sin(ky)
k=n j= m‘Hl% k=n
mpP-1 N M N
+ Z > c¢rsin(jz)sin(ky) + > ¢irsin(jz)sin(ky)
J= k= n—&—u% j= m+,u,P k= n—i—z/%

253+S4—|—S5+Sﬁ.
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Analogicznie jak w (a;) mamy

n+VP 1
Z cjrsin(jz) sin(ky)| < 4e

Wykorzystujac oszacowania z (az), otrzymujemy

1
ntvp —1
|S4| = Z Z c;rsin(jz) sin(ky)
J= m+u%
< <y _ 2km Z n+§’: 1|cjksm (jx)k cos(kqr)| + Z n+§”;‘ 1 cjsin(jx) sm(k%ﬂ)
' Jj= m+;t% h=n jemapp '
de m+pu—1 n+yp 1 1
< T

00 m+u—1
. : +4sup jing ) ek
g R GG 2 o
j=m+pp

1
j=m : Z '

i =+ )G+ 1)
J:mJ,»up
m4p—1 Jj+1 1 Jtu
<8 Y dr < 8¢ dr < 8elnp
,J xlnx xlnx
J:m+M5 J ]4—#%
oraz
m+,u%—l N
55| =

> ¢irsin(jz)sin(ky)| < 8sInp.
1
k=n+v?

Dalej, korzystajac z Lematu |5, dostajemy

M N
|Se| = Z Z cirsin(jz) sin(ky)| < Z Z ¢kl
Jj= m+;¢P k= n+1/1’ j:m+u% k=n+l/%

m4pu—1 ntv—1 1 1
< 16¢
2 1 Z; G+DInG+1)(k+1)n(k+1)
j=m-+u?P k=n+v?P

m—+p—1 Jtl

n+v—1 k41 1
< 16e Z /wlnx Z /

/o ylny
i= m—l—,u,P J k=n+vP k

dy
nt+v m+tp 1

< 16¢ drdy < 16¢ In? p.

xlnxylny

1 1
n+vP m+uP

Przypadek (b): maz{pu,n} < m < M orazn < n < N < v. W tym przypadku mamy do
rozwazenia dwa przypadki:
1

(by): n+vr > N. Wykorzystujac (3.29)) otrzymujemy
M N

Z z_:cj,k sin(jz) sin(ky) = Z_: (k cos(kqy) <y — 2ljﬂ> +

29

9 M
Sin(k:liﬂ)) > ¢jpsin(jz)
j=m
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2lom M .. NoM . 2w,
-n j=m k=n j=m

= S7+Sg.

Korzystajac z Lematu |11 oraz (3.27) mamy
2[271' n+u1’ 1
|157] < |y — - Z k

% M+r m—+r—1
ST Z H(Z\Aro%kH > leiul+ Z |Cg,k\>

vp — j=M+1

Z cjrsin(jx)

(,LL +1 = n+VP -1 M+r m—+r—1
< Z k Z ’ATOC]]C‘—i_ Z ’CJk’"i‘ Z ’C]k’
27“1/17 j=M+1
- nvP -1 M+r m4r—1
< —— Z mp suka|Arocjk|+ Z jklnjnk|c; | + Z Jjklnjnk|c;
2UPT  k=n 2n j—m j=M+1 j=m
T n+zx%71
<— > (e+re+re) < 3me. (3.31)

Dalej, korzystajac z Lematu (3.27)) oraz definicji klasy DGM (p, 2, 23,27y, 1) dostajemy

1
n+vP—1

M ntv? -1 M+r mtr—1
|Ss| < Z Z cjksin(jr)| < Z N Z | Avoci x| + Z lcjn| + Z [ox
k=n |j=m k=n 2 (i - ) Jj=M+1
4 1)» n+VP -1 M—+r m—~+r—1
SIS Z Brosal + 3l + 3 I
r k=n j=M+1
T , 00 2S+1m—1 M—+r m+r—1 00
<o (M 22X X 1Awerl+ X0 supjing Z il + Z sup jlng Y [ejnl
r k=ns=0 j=2%m j=M+1 I=m =m J=m k=n
T L oo L1 25tlm—1 %
< — |m?r Z Z (2°m) " » Z |Avocik|” | 4 2re
2r k=n s=0 Jj=2°m
- 2M
< — : 2
<3, mpkz;wz;) % o TI9E j;J‘C],k‘ + 2re
T 22by (28 m) 1 0o
< — C’Z > <supjlnj2|cj,k|>+27’5
2r s=0 2p j=b1(25m) J 1 jzm k=n

e oo 2Zm) e
< o C’Z Z —— 4+ 2re | < — (
,

+r> <e. (3.32)
s= 02p j=b1(2°m jlnj

<

Zatem nierownosé (13.26)) jest spelniona.
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(by): n+ v < N, Wtedy korzystajac z (3.29) mamy

1
n+vP —1

M N M M
>N cipsin(jz)sin(ky) = > sin(ky) > ¢jrsin(jz) + Z sin(ky) Y ¢ sin(jz)
j=mk=n k=n j=m k:n+uP j=m
1
n+vP —1 9] 9] M
= Y ((k’ cos(kqy,) (y — ﬂ)) + sin(k—ﬂ ) > ¢jrsin(jz)
k=n r r j=m
M
+ Z sin(ky) Zc]ksmjx
k:n—i—y% J=m
1
21 n+vpP —1 n+1/10 1 M 2l
= <y— ﬂ) Z k cos(kqx) Z cirsin(jz)+ > D c¢jpsin( k—ﬁ)sin(jx)
r
Jj=m k=n j=m

N
+ Y sin(ky) Z ¢jrsin(jz) = Sg + Sip + S

k::nJrz/% j=m

Analogicznie jak w oraz (3.32) uzyskujemy, ze |So| < 3me, |S10| < . Wykorzystujac
Lemat I, Lemat . , definicje klasy DGM (p, 2cv, 23,27, 1) oraz nierownos¢ Holdera z
p > 1 otrzymujemy

N M
1Sul < DD | D ¢irsin(jz)
k—n+l/% g=m
N M+r m+r—1
< Z N(Z|Ar00ﬂc|+ Z |Cjk|+ Z |CJk|)
k=n+1/% (? ) J=M+1

N

1
(i +1)r N M M+r m+r—1
e Dry ( Dol + Y leal + > el
J

=m j=M+1 Jj=m

1

oo 00 25t1lm—1 P n+v—1

T o1 1-1 8mre 1
< —mp 2°m P AoCi p 4
2r kz:%;( ) (j:%:m | AvoCinl ) 2r k_zj; (k+1)In(k+1)
2M nt+v—1 k41 1
j 4
kz: z;) )% b1(23m)£nl\/fag)\b1(25m) -2]\:/[‘6]7“ ane Z 1 .%lnxdx
"o J= k=n+v?P k

_ Or =1 2Xb1(2%m) 1 <

n+v
> 1
—= —— | sup jlny Z ‘Cj’k‘> + 4re / dx
2r = 2p j=br@em) J Inj \ ;

jzm k—n N rlnzx
n+vP
—= 17 +4melnp
s=0 2p j =b; 25 .]

C’7T52)\ |

27’Z

s=0

(3.33)

Stad nieréwnoscé (3.26) jest prawdziwa.
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Przypadek (c): n < m < M < poraz maz{n,v} < n < N. Jest to symetryczny odpowiednik
przypadku (b), wiec dowod jest analogiczny. Zatem nieréwnosé jest spelniona.
Przypadek (d): max{n,u} < m < M oraz maz{n,v} < n < N. Wykorzystujac Lemat
otrzymujemy

M
Zchksm]x smky‘: Z n(jzx) Zc]ksm ky)
j=mk=n =m k=n
M N N+r
=| 2 sin(a) | = 3 BorciaDerly) + 3 skl [ D (9)
j=m k=n k=N+1
n+r—1
- Z C]ka 7" )
< ZZATTCj,ijT )DkT Z ZAOTC]kD] —r )Dk,r(y)
j=mk=n j=M+1 k=n
m+r—1 N _ ~ M NAr ~ ~
1> > AocikDj (@)D ()| + D0 D AvocikDjr(x) Dr—r(y)
Jj=m k=n j=m k=N+1
M n4r—1 _ _ M+r N+r
+ Z Z Arocj,ij,r(x)Dk,—r(y) + Z Z CjkDg r Dk r()
j=m k=n J=M+1k=N+1
m+r—1 N+r M+r n+r—1
+ Z Z C]kD] r Dk: r Z Z CjkD] 'r’ Dk r()
j=m k=N+1 j=M k=n
m+r—1n+r—1 5 N
+ D D0 caDj—r(@) Di ()] -
j=m  k=n
Korzystajac z (3.16) oraz (3.27) uzyskujemy
M N ) . . 7'(2 1 1 M+r N
> Y cinsin(jz)sin(ky)| < 2ty +1)r Z Z Apecikl + D0 D [Aorcjkl
j=m k=n j=mk=n j=M+1k=n
m+r—1 N M  N+4r M n4+r—1 M+r N+r
+ 2 DAl F Y0 D0 1Akl D0 D0 [Avcikl+ Y0 D0 ekl
j=m k=n j=m k=N+1 j=m k=n j=M+1k=N+1
m+r—1 N+r M+r ntr—1 m+r—1n+r—1
+ Z Z |Cjk|+z Z |Cyk|+ Z Z |Cjk|
j=m k=N+1 j=M k=n =m
2
< T (mpnp Z Z |ACjp +2Tmp sup k Z |Aroc; i
T
j=mk=n 2n j=m
+2rnb sup j Z |Aorcji| +4r*  sup  jklnjlnk \cj,k]>
jzZm p—p izm k>n
2
< 12 (6 + 2re + 2re + 47"25> < 4me. (3.34)
r

Przypadek (e): n<m<pu<Min<n< N <v. Wtedy

Z Zc]ksm jx) sin(ky) Z chksm (jx) sin(ky)

j=mk=n j=m k=n

Z Zc]ksm (jzx) sin(ky)

j=p+1k=n
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oraz korzystajac z Przypadku (a) i (b) otrzymujemy ((3.26]).
Przypadek (f): n<m < M <pin<n<v<N.W tym przypadku mamy

Z Zc]ksm jx)sin(ky) Z chk.sm (jx) sin(ky)

j=m k=n j=mk=n

Korzystajac z Przypadku (a) i (¢) uzyskujemy ([3.26).
Przypadek (g): maz{n,u} <m < Min<n<v<N.Wtedy

Z chksm jx)sin(ky) Z Zc]ksm jx) sin(ky)

j=m k=n j=mk=n

Z Z cjrsin(jx) sin(ky)| .

j=m k=v+1

Z Zc]ksm jx) sin(ky)

j=p+1k=n

oraz korzystajac z Przypadku (c) i (d) otrzymujemy (i3.26).
Przypadek (h): n <m < u < M i mazx{n,v} <n < N. Teraz mamy

Z Z ¢;rsin(jz) sin(ky) Z Z ¢jrsin(jz) sin(ky) Z Z cirsin(jz) sin(ky)| .

j=m k=n j=mk=n Jj=m k=v+1
Korzystajac z Przypadku (b) i (d) uzyskujemy (3.26)).
Przypadek (i) n <m<pu<Min<n<v<N.Wtedy

M N " v M v

SN cjrsin(z) sin(ky)| < | Y. > ¢ipsin(jz)sin(ky)| + | D> Y ¢jpsin(jz) sin(ky)
j=mk=n j=mk=n j=p+1k=n

p N M N
+ 1> > cipsin(jz)sin(ky)|+| Y. D c¢irsin(jz)sin(ky)] .
j=m k=v+1 J=p+1k=v+1

Korzystajac z Przypadkow (a) - (d) otrzymujemy (3.26)).

Zalozmy teraz, ze x € (Lt 2(l1+1)7r) y € (% (%H)”] gdzie [; € {0,1,...,[5] — 1} i

r ) r

lo € {0,1,...,[5]}, gdy r > 3 jest liczbg nieparzysta, oraz I;,l, € {0,1,...,[5] — 1}, gdy r
p p
jest liczba parzysta. Niech pu = {W} oraz v = [yl} . Wykorzystujac elementarne

2lom
T

przeksztatcenia otrzymujemy

sin(jx) sin(ky) = <sin(jx) — sin(jw)> (sm(k:y) - s1n(k’2lj7r)>

r

+ (sin(jw) - sin(J’LZ1 il 1)7T)> sin <k2l2ﬂ>

r r

+ sin (]W) (sm(k:y) — sm(k‘ZZiW))
+ sin <]2(l1—:1)ﬂ-> sin (kzlﬂ) . (3.35)

r

Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej do funkeji f(x) = sin(jz) oraz

f(y) = sin(ky) odpowiednio na przedziatach [x, W] oraz {Ql”,y} uzyskujemy, ze dla

dowolnego j, k € N istniejg liczby z; € (x, W) , oraz q € (21%”, ) takie, ze
2([1 + 1)71'

PIT) —sini) = jeos(jz) T

sin(

- ),
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2 2
sin(ky) — sin(k’liﬂ) = kcos(kqx)(y — ljﬂ) (3.36)

Mamy do rozwazenia dziewie¢ przypadkow: (a*)-(i*).

Przypadek (a*):n <m < M < porazn < n < N < v. W przypadku (a*) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:

(ar*): m + ,u% > M oraz n +vv > N. Wykorzystujac (3.27), (3.35)) i (3.36) uzyskujemy

> > ¢jesin(jz) sin(ky)

j=mk=n

e ( () —sin )> (Sm<ky> - <k2”>> ‘
j=m k=n

|2 Z%<Sm j) = sin(j (h: o )> sin (k%”>
j=m k=n
j=m k=n

T % i Cjx Sin (jW) sin <k2lj7T> |
j=m k=n

2 M N ) )
2) > lejkd cos(izi)k cos(kqy)|

r

( j=mk=n
2(l, + 1 MoN 2 + 1
—l—( (h + D SL’)ZZCkaCOSjZJ s1n<kw>‘
r j=mk=n r
21 MoN 20 +1
+ (y— 7) >N |ejik cos(kgr) sin <]<1T)ﬂ->| +e
j=m k=n

Jklnjlnk|c;l

1 m—i—u%—l [e's) 1 n+y%—1 o0
+— > supilg) e+ D supklnk D Jeji|+e < 4e
pr  j=m  JZm k=n UP  f=n k2n j=m

(ax™®): m—i—,u% > M oraz n+vr < N. Wtedy

M N M nJrlﬂlJ 1
Z Zc]ksm jx)sin(ky) = Z Z ¢jrsin(jz) sin(ky) + Z Z ¢;rsin(jz) sin(ky)
j=mk=n k n+VP

=S+ 55.

Analogicznie jak w przypadku (a;*) dostajemy, ze

1
M n+vpP—1

ST =1>" > c¢rsin(jz)sin(ky)| < 4e.

j=m k=n
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Korzystajac z Lematu 5, (3.27) oraz (3.36) otrzymujemy analogicznie jak przy szacowaniu
wielkosci |Ss|, 7e

M N
1S5 =1>_ D> cjusin(jz)sin(ky)
J=m k:n—l—l/%

= % g: Cjk (-j cos(jz) (2(lljl) - x) + sin (JM» sin(ky)

j=m 1
k=n+vP
2(l +1 . 2(L + .
< <(1T ) 3 Z ericos(iz)+ Y D |epusin (17~) sin(ky)
" = n+uP g=m k= n+1/P
de m+uP -1 n4v—1 1 00 n+v—1 1
< - 4 klnk :
wro Z 2 (’f+1)ln(/<:+1)Jr oy ;Cj”“ Zl(k:Jrl)ln(k—Irl)
k:nJruP J= k=n+v?P
de m+,u%—1 ntv—1 kil ntv—1 k1 1
<E Z: Zl /xln dm+4supklnk:2|c]k| Zl mlnxdm
Y S j=m hmntv? k
1 1
4:8 m+uP —1 n+4-v 1 n+v 1 46 m+pP —1
<= ——dk+4 /—dk<— Inp+del
Yy /klk+€ knk r ) Ilnptdelnp
pr g=m 1 1 ur o j=m
n+v?P n+vP
< 8 lnp.
Zatem
M N
> > ciwsin(ja)sin(ky)| < e (4 + 8Inp). (3.37)
j=mk=n

(az*): m + /JJ% < M oraz n+ve > N. Analogicznie jak w (ao®) otrzymujemy, ze (3.37) jest
prawdziwa.

1 1
(as™): m+ pr < M oraz n+vr < N. Wtedy

> ¢jpsin(jz) sin(ky)

Jj=m k=n
m—}—ul’ 1n+I/P 1 n+uP 1
= > > c¢rsin(jz)sin(ky) + Z > ¢rsin(jz) sin(ky)
j=m k=n 1l k=n
J=muP
mapP—1 N M N
+ > cipsin(jz)sin(ky) + D> > ¢rsin(jz)sin(ky)
j=m k:n—&—V% j:m—ﬁ—,u% k,‘:’l’l-f—V%

=5;+85;+5+ 56
Analogicznie jak w (a;*) uzyskujemy, ze

1 1
m+u?P —1n4vpP—1

1S51=1 > > c¢rsin(jz)sin(ky)| < 4e.

j=m k=n
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Dodatkowo, wykorzystujac oszacowania z (as™*), otrzymujemy

n—l—uP 1
1S3 = Z Z cjrsin(jx) sin(ky)
j=mu?
2[27'(' n+yﬁ -1 n—l—uP 1 l
< ( - Z Y. cirsin(jz)k cos(kgr) + Z > ¢rsin(jz) sm(lc—)
jemur P jemapp T
4e ™HrCE nt o1 1 00 m+p—1 1
<-T ‘ . +4 sup jIng > ekl : :
V?Z; ; U+DInG+1) om ,;1 ’ AZ;(J%—l)ln(]ﬂLl)
J=mtpP Jj=mAtp?
m4pu—1 JH1 Jtu 1
e D / r<se | dr < 8lnp
, a:lna: rinx
Jj= m+ﬂp J j+u%
oraz )
m+puP —1 N
1S:1=1 Y Y cjsin(ja)sin(ky)| < 8elnp.
i=m 1
k=n+vPp

Dalej, korzystajac z Lematu |5, dostajemy, ze |S;| < 16¢1n” p.
Przypadek (b*): max{p,n} <m < M oraz n <n < N < v. W przypadku (b*) mamy dwa
przypadki do rozwazenia:

(b1*): n+ vr > N, Analogicznie jak w (by), korzystajac z (3.36]) otrzymujemy

MY . . . 2[27T
>N ¢jpsin(jz)sin(ky) = . Z k cos(kqy) Z cjrsin(jz)

j=mk=n k=n j=m

2l . . .
+Z Zc]ksm )sm(j:(:) = 57 + 5.
k=n j=m
W podobny sposob jak przy szacowaniu wielkosci |S7| korzystajac z (3.14) zamiast (3.12))
oraz (3.27) uzyskujemy

. 217_‘_ n+uP —1
|S7|<(y—ﬁ) > b

Z cirsin(jz)

1 % 1 k M+r m+r—1
ST Z Z |ATOCjk|+ Z |Cyk|+ Z |C]k3|
vr k=n (2(11 + 1) ) j=M+1
T n+l/%—1
<—— Y (e4re+re) < 3me. (3.38)
20Pr  k—p

Dalej, analogicznie jak przy szacowaniu wielkosci |Sg|, wykorzystujac (3.14) zamiast (3.12)),
(3.27) oraz definicje klasy DGM (p,2cv, 23, 27, 7) otrzymujemy

1
n+vpP —1

M
1Sel < D2 |20 cjusin(jz)
k=n |j=m
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=

n+vpP —1 1 M+r m4r—1
S Z |Avocikl + D lejul + Z ¢kl
k— ll + 1) >

j=M+1
o0 1 2)\b1 Q&m) 1
<Zley oy < ( +r> <e. (3.39)
S o = 02”j 51(28 )7l
Zatem
M N
> ¢jrsin(jz) sin(ky)| < e.
j=mk=n
(bo*): m + v7 < N. Wtedy
M N n—i—y%—l M N M
Y eipsin(jz)sin(ky) = > sin(ky) > ¢rsin(jz) + Y sin(ky) > ¢jxsin(jz)
j=m k=n k=n j=m k:n«Hj% Jj=m
o7 217\ & o
- Z ((k cos(kqy) (y - j)) (kTQ ) > ¢jpsin(jz)
N M
+ Y sin(ky) Y ¢jpsin(jz)
k:n—l—y% j=m
2l27T vDP — M n+yp 1 M 2l
=|y— Z kcos (kar) > cirsin(jz) + > > ¢jrsin( k—)sm(jx)
r k=n j=m k=n j=m

+ Z sin(ky) chksm (jx) = S5 + Sip + Si1-

k= n+1/P g=m

Analogicznie jak w (3.38)) oraz (3.39) otrzymujemy, ze |S | 3re, |S5,| < e. Dalej, podobnie

jak przy szacowaniu wielkosci ]5’11|, wykorzystujac (3 zamiast (3.12)), Lemat [5, Lemat
[11] (3.27), definicje klasy DGM (p,2cv, 203,27, 1) oraz nieréwnoéé Holdera z p > 1 dostajemy

N M
STl < D2 | D ¢asin(jz)
k= n+yP j=m

1 M+4r m—+r—1
< 212 ) Z‘ATOCMH‘ Z |cjk| + Z [

k=niu? ( (l1+1) j=M+1

Cre2A X 1
< i Z — +4melnp K e.
2r T 2v

Zatem nier6wnos¢ ([3.26)) jest prawdziwa.

Przypadek (¢*): n <m < M < p oraz maz{n,v} <n < N. Jest to symetryczny odpowied-
nik przypadku (b*), wiec dowod jest analogiczny. Zatem otrzymujemy ([3.26)).

Przypadek (d*): maxz{n,u} < m < M oraz max{n,v} < n < N. Analogicznie jak w
przypadku (d), korzystajac z (3.14) zamiast (3.12)), Lematu [3] oraz otrzymujemy

M N 72 ) ) M+r
YD cisin(jz)sin(ky)| < < (p+1)7 (v +1)» Z Z 1Apcinl + D Z | Aorcjk]
j=mk=n r Jj=mk=n Jj=M+1k=n
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m+r—1 N N+r M n4r—1 M+r  N+r

+ Z Z | Aorcjn| + Z Z | Avocsl + Z Z | Arocjl + Z Z ¢k
j=m k=n j=mk=N+1 j=m k=n j=M+1k=N+1
m+r—1 N++r M+rn+r—1 m+r—1n+r—1

+ Z Z |CJI<:| + Z Z |Cjk| + Z Z |Cjk|)
Jj=m k=N+1 j=M k=n =m

<L (m;nz’ > Z |Acjgl T 2rmy sup k Z |Avoc; k]

j=mk=n 2N j=m

—|—2rn% sup j Z |Aorcjk] + 4% sup jklnjlnk |cj,k]>

jzm jzm k2n
2
< — — (8+2T€+2T€+4T 8) < €.
r

Przypadek (e*):n < m < pu < Min < n < N < v. Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (e) korzystajac z Przypadku (a*) i (b*) uzyskujemy (3.26]).

Przypadek (f): n < m < M < pin < n < v < N. Wtedy, podobnie jak w
Przypadku (f) korzystajac z Przypadku (a*) i (c*) otrzymujemy (3.26)).

Przypadek (g*): n < m < p < M i maz{n,v} < n < N. Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (g) korzystajac z Przypadku (¢*) i (d*) dostajemy (3.26)).

Przypadek (h*): maz{n,u} <m < M in<n <v < N. Wtedy, tak samo jak w Przypadku
(h) korzystajac z Przypadku (b*) i (d*) otrzymujemy (3.26).

Przypadek (i*): 7 < m < p < Min < n < v < N. Wtedy, podobnie jak w
Przypadku (i) korzystajac z Przypadkéw (a*) - (d*) uzyskujemy (3.26).

Niech teraz = € (217}”,(2llj1)”], y € ((212#)”,2“2?)”), gdzie I, € {0,1,...[5]}

ily €{0,1,..,[5] =1}, gdy r > 3 jest liczbg nieparzysta, oraz [i,lo € {0,1,...,[5] — 1},
p p
gdy r jest liczba parzysta. Niech p = {éllﬂ] oraz v = {M} . Do rozwazenia mamy
T—— - Y
rowniez dziewie¢ przypadkow: (a**) - (i**). Sg to symetryczne odpowiedniki przypadkow
(a*) - (i*), wigc oszacowania sa identyczne. Zatem nieréwnosé (3.26)) jest prawdziwa.

Ghihz Aitlle) ) ¢ (Qathe Math) gggic 1y 1, € {0,1,...[3] - 1},

r ’ T T r

Zalozmy, ze x € (
p p
gdy r > 2. Niech u = {lﬁ})ﬂ} oraz v = [M} . Analogicznie, jak w poprzednich
Tz Y

przypadkach, wykorzystujac elementarne przeksztalcenia otrzymujemy

sin(jz) sin(ky) = <Sin(j$) - Sin(jw)> (Sin<k‘y) - sin(kw))

r r
2(1 1 21 1
r r
2(1 1 21 1
+ sin <j<1+)77> (sin(ky) _ sin(kw)>
r r
2(l +1 2l + 1
+ sin <j(1+)77> sin <k(2+)7T> ' (3.40)
r r
Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartodci $redniej do funkcji f(z) = sin(jx) oraz
f(y) = sin(ky) odpowiednio na przedziatach [:1:, M] oraz [y, M}, uzyskujemy, ze
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dla dowolnego j, k € N istniejg liczby z; € (m, 2(l1j1)w> , oraz qp € (y, W) takie, ze
2L + 1 2L + 1
sin( 2T _ gin(ja) = 5 costjz) COFDT o)
2is +1) 2y +1) (341)
s T
sin( 22 —2) —sin(ky) = k cos(kqs) (———— — y).

r

Nalezy rozpatrzy¢ dziewie¢ przypadkow:
Przypadek (a***):n <m < M < poraz n <n < N < v. W przypadku (a***) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:

(@ ™) m + ,LLP > M oraz n +vv > N. Wykorzystujac (3.27)), (3.40) i (3.41)) uzyskujemy

M N

> ) ¢jpsin(jz) sin(ky)

< (W _ x) (M — y> >N jcos(jzi)k cos(kqr) ekl

r j=mk=n

(PR ) 3 5 e oty sin (12EEDT)
j=m k=n
(HE ) S5 S bt s (2007

<11 X kg Ink|el

1 m—i—u%—l [e%s) 1 n—l—V%—l 0
+— >, supili ) e+ D supklnk D el +e < 4e
pr  j=m  J=m k=n VP f=n k>n j=m

(@g®**): m—i—,up > M oraz n+ vv < N, Wtedy

1
M n+4vp-—1
Z Zc]ksm jr)sin(ky) = > Y ¢jesin(jz)sin(ky) + Z Z cjrsin(jx) sin(ky)
Jj=mk=n j=m k=n

1
k n+vP

Analogicznie jak w przypadku (a;***) otrzymujemy, ze

1
M n+vpP-—1

171 =132 X cusin(ja)sin(ky)| < de.

j=m k=n

Korzystajac z Lematu 5 (3.27) oraz (3.41) dostajemy analogicznie jak przy szacowaniu
wielkosci | S,

M N
|55 = Z > ¢jpsin(jz)sin(ky)

1
k n+vPp
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1 1
g ML TRV Yy A mAnP -1
<,u% j;l /1 o kdk—l—45 /1 klnkdk<ﬂi j;n Inp+4elnp
n+v?P n+vP
< 8lnp.
Stad
M N
> > csin(ja)sin(ky)| < (4+8Inp). (3.42)
j=mk=n

(ag™*): m + u% < M oraz n+ vy > N. Analogicznie jak w (ax™**) otrzymujemy, ze
nier6wnosé (3.42)) jest prawdziwa.

1
(ag™*):m+ pr < M oraz n+vr < N. Wtedy

M N

>N ¢jpsin(jz) sin(ky)
Jj=m k=n
m+/ﬂ’ 1n+uP 1 n+1/117 1
= > Z cjrsin(jz) sin(ky) + Z > ¢rsin(jz) sin(ky)
Jj=m =n j=m+,u,% k=n
muP-1 N M N
+ > > cesin(jz)sin(ky) + > > ¢jesin(jz)sin(ky)
g=m k:n—&—l/% j:m—ﬁ—ué k:n—l—l/%

Analogicznie jak w (a;***) dostajemy, ze

1 1
m+puP —1ntryp —1

1S5 =1 > D cusin(jz)sin(ky)| < 4e.
j=m

k=n
Dodatkowo, wykorzystujac oszacowania z (a***), otrzymujemy
n+y117 1 m+p—1 Jj+1 j+u 1
SiH| = cirsin(jz)sin(ky)| < 8 / r < 8 / dx
| 4 ’ Z . Z J:k ] <y) Z / xlnx = zlnx
j=m+4up N Jj= m+,uP J j+“%
< 8 lnp
oraz .
m+uP —1 N
| S5 = > ¢rsin(jz)sin(ky)| < 8sInp.

= 1
J=m k=n+vP

Dalej, korzystajac z Lematu [5, otrzymujemy
|Sz**| < 16¢ In? p.

Przypadek (b***): max{u,n} <m < M oraz n <n < N < v. W przypadku (b***) mamy
dwa przypadki do rozwazenia:
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(b1***): n 4+ vr > N. Korzystajac z (3.41) otrzymujemy

> > ciwsin(jz)sin(ky) = (W — y) > (—kcos(kqy)) > cjrsin(jz)

Jj=m k=n k=n j=m

—i—Z chksm

k=n j=m

Korzystajac z (3.14) oraz (3.27) dostajemy
) (20 + D)7 w1
53] < <<2>_y> >

Z cjrsin(jz)
r

n—+

% k M—+r m~+r—1
Z ( ) Z|ATOCJJ€|+ Z lcin| + Z ¢k ]

(h+1)—

’U\»—‘

j=M+1
1
T n+v?P —1
<— Y. (e+re+re) < 3me. (3.43)
2UPT k=

Dalej, wykorzystujac (3.14), (3.27) oraz definicji klasy DGM (p, 2cv, 93, 27y, 1) otrzymujemy

n—i—r/%—l M
1S5 < D2 | D casin(jz)
k=n |j=m

1

n+vP —1 1 M+r m+r—1
< ) )(Z‘AOCMH‘ > lejul + Z |CJ,)

= 220 +1) - AT

22b1(25m) 1 7T€
(oz 3 i m) < (

s 02pj b125m)j1n

+ 7’) < €. (3.44)

Zatem nieréwnosc (3.26)) jest spetniona.
1
(b2***): n 4+ vr < N. Wtedy

Z ch,k sin(jx) sin(ky) = (W — y) ' Vz:_ —k cos(kqy) Z cjrsin(jx)

Jj=mk=n k=n j=m
7’L+VP -1 M <l2 4 1) M
+ > Y ¢jpsin(k————)sin(jz) + Z sin(ky) Y ¢jpsin(jz)
k=n j=m j=m
k= n+1/P

_ kkok kkok kkk
=5 + 51 +517

Analogicznie jak w (3.43)) oraz (3.44)) dostajemy, ze |S5**| < 3me, |S55*| < e. Dalej, wy-

korzystujac (3.14), Lemat [ Lemat [I1] (3.27), definicje klasy DGM (p,2a,/3,27,7) oraz
nieré6wnos$¢ Holdera z p > 1 otrzymujemy

*kkok N M . . .
ST < Z Z cjksin(jr)
k:n—i—u% j=m
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N 1 M+r m4r—1
< Z 21 1 (Z |A700J, + Z |CJ K+ Z |C] k|)
k= n+yP ( ( 1+ ) ) Jj=M+1
Cre2d & 1
<= ;)25 +4relnp < e.

Zatem nieréwnosc ([3.26) jest prawdziwa.

Przypadek (c >I<>“*) n < m < M < poraz maz{n,v} < n < N. Jest to symetryczny
odpowiednik przypadku (b***), wiec dowod jest analogiczny. Zatem nierownosé (3.26)) jest
spelniona.

Przypadek (d***): max{n,u} < m < M oraz max{n,v} < n < N. Wykorzystujac (3.14)),
Lemat [3| oraz (3.27) otrzymujemy

Z Zc]ksm jx)sin(ky)| <

Jj=mk=n

j=mk=n 2N j—m

2
— (mpnp Z Z |Arcjp] + 27"mp sup k Z 1A k|

+2rnb sup j > |Aorcinl +4r* sup jklnjlnk \cj,k]>
jzm j=m k>n
2
< 3 (54—27"5—1—27’5—1—47" 5) < e.

r
Przypadek (e***):n<m <pu< Min<n< N <v. Wtedy, analogicznie jak w Przypadku
(e) korzystajac z Przypadku (a***) i (b***) otrzymujemy (3.26).
Przypadek (f***): n < m < M < pin < n < v < N. Wtedy, podobnie jak w
Przypadku (f) korzystajac z Przypadku (a***) i (¢***) uzyskujemy (3.26).
Przypadek (g***):n < m < pu < M i max{n,v} < n < N. Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (g) korzystajac z Przypadku (¢***) i (d***) dostajemy (3.26).
Przypadek (h***): maz{n,u} < m < Min < n < v < N. Wtedy, tak samo jak w
Przypadku (h) korzystajac z Przypadku (b***) i (d***) otrzymujemy (3.26).
Przypadek (i***):n < m < p < Min < n < v < N. Wtedy, podobnie jak w
Przypadku (i) korzystajac z Przypadkéw (a***) - (d***) uzyskujemy (3.26)).

Niech teraz y = 227 j 3 € (217, M] gdzie , € {0,1,...,[5]} il € {1,...,[5]}, gdy v > 3
jest liczbg nieparzysta, oraz [; € {0,1,...,[5] =1} ilo € {1,...,[5] — 1}, gdy r > 4 jest liczbg

p
parzysta. Niech y = {_%llﬂ] . Mamy do rozwazenia nastepujace przypadki:

Przypadek (a°): n < m < M < p. W przypadku (a°) mamy do rozwazenia dwa przypadki:
1
(a9): m + ur > M. Korzystajac z (3.27) i (3.29)) otrzymujemy

2
E g ¢jpsin(j) s1n(kﬂ)
,

j=m k=n

Z: z_: ((sm jx) — sm(jQZTW)) + sin(j%?r)> sin(k‘%ﬂ)

,

2L 20w, ., 2lemw

( 1 )ZZHCJH—F ZZc]ksm )sm(k:TQ)
Jj=m k=n j=m k=n
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1 m+u%—1 00
<— Y. supjlnj > ekl +e < 2e

(a3): m + u% < M. Wtedy

1
M N m+uP—1 N
21 a 21
> D cigsin(jz) Sin(/fﬂ) = Z Z cjrsin(jx) sm(kﬂ)
; r
j=mk=n =m
2y
+ Z Zc]ksm jx sm(k’—) ST+ 55.
j=mAup 1l k=n
Analogicznie jak w przypadku (af), korzystajac z (3.27)) oraz (3.29)) dostajemy, ze
1
m4pP —1 00
STl<— >° supjlnj) feul <e
ur j=m jzm k=n

Wykorzystujac (3.27) i Lemat , otrzymujemy

m4p m+p—1 1

1S5 < > ZC]kSHljZL‘ sm(kzl— <4 ).

sup 71nj ¢k
G+ In(+1) jzm kz% i#]

L k=n . 1
j=m+pP J=m+pP
mp—1 It m+p
1 1
<t S / dr < 4e / dr < 4Inp.
,J xlnz rlnz
j=m+uP J m—i—,u%

Przypadek (b°): max{p,n} < m < M. Wykorzystujac (3.12), (3.27) oraz definicje klasy
DGM (pa2a72ﬁ7277r) mamy

Mo .. . 2y N ..
Z ch’k sin(jx) s1n(kT) < Z Z ¢jpsin(j)
j=mk=n k=n |j=m
N 1 M M+r m—4r—1
<Zm7 Z| r0Cjk| + Z |cjk + Z ¢kl
k:nQ(?_2l1> j=m j=M+1
1
T +1 P N M M—+r m+r—1
<(“27ﬁ)z(z|amcjk|+ > lel+ > rw)
k=n \j=m j=M+1
T 1 N 0o M+r m-+r—1
Soomv 3| 2 Avcial+ X el + Z [
k=n \Jj=m j=M+1

1

L, [rtime P .
Z ’ATUCngv) + 7 sup j In j Z ‘ijk’

j=25m J=zm k=n

N\
ST
3

S =
|M8
K
>
2
e~

ooooc« 2M

< ;—Tm% Sy = max > lejx] +me

== 02p bi(2m)SM<b1 (29m) S

_Ony b1 (2Tm) g (

<— ) — —— | sup jIlnj |ck|> + me
2r 3027 sy ey 0T\ izm kZ;L !
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ng oo PAb@m)

S5 Xt X

5=0 27 j_p (25m jln]

+ e

C’7r€)\°° 1
mp B

Przypadek (¢°): n < m < p < M. Rozbijajac sume na dwa sktadniki otrzymujemy

M N

. . . 2[271' ® l
> cesin(jz)sin(k——)| < | Y Z ¢k sin(jz) sm(k—)
Jj=mk=n r j=m k=n

21

Z Zc]ksm jr) sm(k—ﬂ)

j=p+1k=n r

Korzystajac z Przypadku (a®) i (b°) otrzymujemy, ze nierownosc¢ (3.26) jest spelniona.

Dalej, niech y = 227 j g ¢ (Gtr CUEIT) “oqzie | € {0,1,..., [5] =1} ils € {1,..., [L] 1},
gdy 7 > 4 jest liczbg parzysta, oraz [} € {0,1,...,[5] =1} ily € {1,...,[5]}, gdy 7 > 3 jest

p
liczba nieparzysta. Niech p = [W})ﬁ_] . W podobny sposob jak powyzej, wykorzystujac

odpowiednio (3.14]) i (3.36]) zamiast (3.12) i (3.29), otrzymujemy analogicznie jak w przy-
padkach (a°)-(c°), ze nierownosé (3.26) jest spetniona.

Ostatecznie, niech z = 207 j y € (227, (%H ~], gdzie [y € {1,...,[5]} ila € {0,1,..., [§]}, gdy
r > 3 jest liczba nieparzystad oraz l; € {1 sl —1)il e {0, L., [5] =1}, gdy r > 4 jest
liczba parzysta lub z = 217 j ((212“) : (211“ %), gdzie [; € {1, ..., [5]} ilo € {0,1,...,[5] — 1},
gdy r > 3 jest liczba nleparzyst@ oraz I e {1, [5] -1} il € {O, L., [5] =1} gdy r > 4
jest liczba parzysta. Wtedy analogicznie jak povvyzej uzyskujemy, ze nieréwnosé jest
prawdziwa. To konczy dowod. O]

Uwaga 19. Jezeli r = 1 lub r = 2, to warunek (3.21)) jest spetniony.

Z nastepujacej uwagi wynika, ze warunek (3.8) nie gwarantuje jednostajnej zbieznosci
szeregu " gdy {cj,k:}jo',ok:O € DGM (pa 20, 255 275 3) dla p> L.

Uwaga 20. [15] Istnieje punkt (vo,y0) € R? oraz cigg {ijk};jczl nalezgey do klasy
DGM (p, s, 20, 97,3) dla p > 1 i nie nalezgcy do klasy DGM (1,20, 20, 97,3) spetniajgcy
warunek (3.8), dla ktorego szereg (3.18)) jest rozbiezny w (xq, yo).

Dowadd. Niech p > 1 oraz dla dowolnego m,n € N

@7 gdy n =1 (mod 3),
— dzi _ nln(n+1)7 gdy n =2 (mod 3),
Cm,n = AmQn, gAZ1€ G, = nln(n+ ) gdy n=>00 (mod 3) in 7£ 0 (mOd 6),

(n— 3)ln(n 5y T+ L ! , gdy n =0 (mod 6).

P In(n+1)

Oczywiscie ciag {c;x}.,_, spetnia warunek (3.8).
Na poczatek pokazemy, ze {c;}3%—1 € DGM (p, 2, 20,27, 3). Niech

={keN:n<k<2n—1loraz k=1 (mod 3)},
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n<k<2n-—1oraz k=1 (mod 3)},
Chn={keN:n<k<2n-—1oraz k=0 (mod 3) oraz k # 0 (mod 6)},
n<k<2n—1oraz k=0 (mod 6)}.

Dla dowolnego m € N uzyskujemy

1
2n—1 P
< Z |Cm,k - Cm,k+3|p - Z |ka - Cm,k+3|p + Z |Cm7k - Cm,k+3’p + Z |Cm,k — Cm k+3 P
k=n keAn keBn, keCy,
1

p
+ Z ’Cm,k - Cm,kJrS‘p) = (Z

p

3 3
<l<:ln(/<: +1)  (k+3)In(k+ 4)) o

keDy, keA,
p

| 1
+ keZB <kln(k+ 1) (k+3)In(k+ 1)) Om

p

Py I 1 )
e, (\EIn(k+1)  kn(k+1)  (x4+3)*vIn(k+4))

+ Z ! + ! — ! a AN
e, |\ (k=3)In(k —=2) * p*ok+1) (K+3)n(k+4) )"
p 1 1 : p
- (,E;S <kln(k}—|—1) - (k:+3)ln(k‘+4)> @]
1 ) 1 o
+k§5; <kln k’—i—l) (k‘+3)ln(k‘+1)> |am| +keZC ((k+3)1+1’1n( +4)) | m|

k
1 1 1 ’
+ — + |am|”
kez,; (‘ (k—3)In(k —2) (/{:+3)ln(k‘—|—4)‘ l{:1+1171n(k;—|—1)) )
6 p
< 3 (g | laml” + | awl”
kezA: <k2ln(k+1)> o] ,g; <k:21 k;+1)> [am|
+ > ; lam|” + > + ! p\am|p ;
reo, \K5 In(k + 1) KeDn k2lnk+ ) k" n(k+ 1)
2n—1 1 p % 1
LI D Dl ——— < 49 || —— nb = 49— 1oml
imn \E'T7 In(k +1) n' e In(n + 1) nin(n +1)

147
Z k] -

n b2(n)<N<>\b2(n

1
< 147- Z laram| <

kn

W analogiczny sposob, dla dowolnego n € N, otrzymujemy, ze

1
2m—1 P 2M
147
( > leim — Cj+3,n|p) < —  max > lcinl-

e by (m) <M< (m) 5,
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Ponadto

2m—1 2n—1 1
o |Asseinl” | =
=m

] n

k=
(Z Do1Assekl”+ D0 D0 Asseinl”+ D0 D 1Asseinl"+ D D [Asseil”
; ,

€A kEA, JEBm k€A, Jj€CH kEA, JEDm kEA,
+ 30 Y 1A+ D0 DD Assekl + D0 DD Akl + D D [Assenl”
jEAm kEBy, JjE€EBm k€EBy, J€CHm kEB), J€Dm k€EBy,
+ 30D [Assenl”+ Y0 D [Asseinl”+ Y. D [Asscl"+ YD D [Assegnl”
JEAM keCy, JEBm keCy, Jj€Cn keCy, JE€Dm keCy,
1
+ 30D Asl"+ D0 DD [Assein"+ D0 D (A" + DD D 1Asseal”
JjEAm k€D, JE€EBm k€D, Jj€Cnm kEDy, J€Dm k€D,

=57+ 855 +855+S;+S5 + S5 +57+ S5+ Sy + ST+ S11 + STy + S + S1y + S75 + ST

Wykonujac elementarne przeksztalcenia otrzymujemy

1 1
P p
Ste = ( > > |A33Cj7k|p) = ( Do > Gk — sk — Cirys + Cj+3,k+3|p)

JE€EDm k€D, JE€EDm k€Dy,

1 n 1 B 1
—3)In(j —2) ! +3 In(j+ 1) (J+3)In(j +4)

1 1 1 P\
((k:—3)ln(k;—2) i l{:H%ln(k%—l) - (k—|—3)1n(k:+4)) )

8 1 ’ 48 1 Al
(Z 2 (21nj—|—1) 1+é1n(j+1)) (len(kJrl)Jrk”iln(kH)) )

(2216

J€Dy, k€D,

€D k€D,
2m—12n—1 1 p 1 P\ 5
< 2041 _— _—
]Z;n /;1 ln(] +1) e In(k+1)

1 1 1 1 2041
nr =

me = .
W n(m 1) (1) min(m+ Daln(o 1)

< 2041

15 uzyskujemy, ze

o 2041
9 min(m+ Dnln(n+ 1)

W analogiczny sposéb dla g = 1,2, ...,

Zatem
oM 2N

2m—1 2n—1 5 32 656 2m—12n—1 32 656
( ) S Z Z |ajar| < sup Z Z ¢l

> D [Ageiul”
I M+N2bs(m+n) j—pg g—

j=m k=n j=m k=n

WIQC {Cj,k};f])gzl S DGM(p7 20, 267 27, 3)
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Pokazemy teraz, ze {cj,k}ﬁ;:l ¢ DGM(1, 50, 0,27,3). Dla m € N otrzymujemy

2n—1

Z |Cmk — Cmjets| = Z |Cmk — Cmjot3]
]C_TL kECn

=

Ao, 1 1
- - 1 A
kec, | FIn(k +1) (kln(k: 1) (k+3)" % In(k+ 4))

1 || ||
= |(lm| 1 > 1 A > 1 .
;g(; (k+3)"rIn(k+4) 2n+2)"""In(2n+3) 12~ 48(2n + 2)» In(2n + 3)

Z drugiej strony mamy

3

1 > lensl) < 1!
- max Cm < C——.
n \be(n) *

SM<b2(n) =5, n

Zatem nier6wnosé

2n—1 2N
Z ’cmk_cmk+3’ < l max Z ‘kal
P ’ n \b2(m)<M<Ab2(n) /=%

nie moze by¢ spetniona jesli n — oo.

Pokazemy teraz, ze szereg (3.18)) jest rozbiezny w punkcie (xg,y0) = (%71’, %71’)
Wykorzystujac (2.26) z Uwagi dostajemy, ze dla dowolnego n € N szereg pojedynczy
(2.7) jest rozbiezny w xq, wiec szereg podwojny (3.18) jest rozbiezny w punkcie (zo,yo).

To koniczy dowdod. O

Twierdzenie [18| podaje warunek dostateczny zbieznosci jednostajnej podwdjnego szeregu
sinusow, gdy wspotezynniki tego szeregu tworza ciagi nalezace do klasy DG M (p, o, 93, 277, 7),
gdy p > 1 oraz r € N i stanowi uogdlnienie wezesniejszych wynikow dotyczacych tej proble-
matyki. Nalezy zaznaczy¢, ze twierdzenie to zostalo wykazane przy zatozeniu, ze speliony
jest warunek zamiast (3.8)) oraz przy dodatkowych zalozeniach (3.21)) - . Celo-
wo$¢ wzmocnienia warunku i koniecznos¢ dodatkowych zalozen - uzasadnia
Uwaga [20]

Analizujac dowdéd Twierdzenia [18| otrzymujemy, ze w przypadku p = 1 prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 21. Niech cigg {cj,k}ﬁzl C C nalezy do klasy DGM (1,900,903, 97,7), gdzie
r € N. Zatozmy, ze dla r > 3 spetnione sq¢ warunki (3.21)),

sup j Y lejxl — 0 (3.45)
i

sup kY |eju] — 0, (3.46)

k>n j=m

gdy m +n — oo. Jezeli zachodzi warunek (3.8), to szereg (3.18)) jest zbieiny jednostajnie

reqularnie wzgledem (x,y).

Jezeli dodatkowo zatozymy, ze r = 2, to woéwczas bedziemy mogli w zalozeniach po-
wyzszego twierdzenia rozszerzy¢ klase ciagow do klasy DGM (1, 3, 303, 37,2) i w ten sposob
otrzymamy wynik K. Duzinkiewicza oraz B. Szala z pracy [3] oraz wszystkie wczesniejsze wy-
niki wspomniane w rozprawie podajace warunek dostateczny zbieznosci podwojnego szeregu
sinusow.
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3.3 Zbieznos¢ jednostajna podwdjnych szeregéw miesza-
nych

Niech {cj7k}]°.c;€:1 bedzie podwojnym ciggiem liczb zespolonych. Rozwazmy podwéjny szereg

mieszany postaci
o0 oo

> cjrsin(jz) cos (ky). (3.47)
j=1k=1
Pierwszy wynik dotyczacy problematyki jednostajnej zbieznosci podwéjnych szeregéw mie-
szanych zostal przedstawiony przez Korusa w pracy [12], ktory mozna zapisa¢ w postaci
nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 22. [I2] Zaléimy, zZe podwdjny cigg {cjr}5%=1 nalezy do klasy
DGM(1720572ﬂ72771)'

(i) Jezeli {cjx}5%=1 C C spetnia warunek (3.8) oraz isinieje liczba naturalna m, taka, Ze
dla kazdego m < my

> Cmp—0 gdy n— oo (3.48)
k=n
?
sup m Y |cmp] = 0 gdy n— oo, (3.49)
mzmy k=n

to szereg (3.47) jest zbiezny reqularnie jednostajnie wzgledem (x,y).

(ii) Jezeli {Cj,k}ﬁﬂ C RS)F i szereg (3.47) jest zbieiny regularnie jednostajnie wzgledem

(x,y), to zachodzi warunek (3.8)) oraz warunki (3.48) i (3.49) dla kazdego m, € N.

Wynik ten zostal uogélniony przez K. Duzinkiewicza dla klasy ciagow DGM (1, scv, 23, 277, 2)
w pracy [4] i mozna go sformutowaé¢ w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 23. [{] Zaldzmy, zZe podwdjny cigg {cjr}5h—1 nalezy do klasy
DGM(172a72ﬁ72772)'

(i) Jezeli {cjr}3%=1 C C spetnia warunek (3.8) i istnieje liczba naturalna m, taka, ze za-
chodzq warunki (3.48) i (3.49) oraz dla dowolnego m < my

o0

S (=Dfenr—0  gdy n— oo, (3.50)
k=n

to szereg (3.47) jest zbiezny reqularnie jednostajnie wzgledem (x,y).

(ii) Jezeli {Cj,k}ﬁﬂ C RS)F I szeregjest zbiezny regularnie jednostajnie wzgledem (x,y),

to zachodzi warunek (3.8) oraz warunki (3.48)), (3.49) ¢ (3.50) dla kazdego

m1€N.
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Zostang teraz zaprezentowane gtéwne wyniki tego podrozdzialu stanowiace uogdélnienie
powyzszych twierdzen i podajace warunek konieczny oraz dostateczny jednostajnej regular-
nej zbieznosci szeregu dla klasy DGM (p,2a,90,27,7). Rezultaty te beda stanowily
podstawe przygotowania kolejnej pracy naukowe;j.

Twierdzenie 24. Niech cigg {CM};Z:I C C nalezy do klasy DGM (p, 2,23, 97,7), gdzie
p>1,r e N. Zalozmy, ze szereg

> 2l 2lym
> > ¢jrsin (ﬂj> cos ( 21 k) (3.51)
J=1k=1 r

jest zbiezny regqularnie dla dowolnych ly,ls € {0, 1. [%]} oraz spetnione sq¢ warunki (3.22))

i (3.23)). Jesli zachodzi warunek (3.24)), to szereg (3.47)) jest zbiezny jednostajnie regularnie
wzgledem (x,y).

Dowdd. Niech r € N, oraz p > 1. Analogicznie jak w Twierdzeniu [10] oraz [12] korzystajac z
(3.51) uzyskujemy, ze pojedyncze szeregi:

> ¢jpsinjz, n=12,..., > e cosky, m=1,2,... (3.52)
j=1 k=1

sa jednostajnie zbiezne, poniewaz dla dowolnego n € N dostajemy, ze,
{Cjn}?ol € GM(p72Oé7T) g GM(p,304,T') = GM(p,55,7’), jlnjcj,n - 07 ngJ — 00 i

Z Cjn Sin (2117rj> < oo dla kazdego 4 € {0,1,...,[5]} oraz dla dowolnego
m c N, {ka}k L € GM(p,26,r) € GM(p,306,1) = GM(p,59,r), klnkcpr — 0, gdy
k — oo i Z Con ke COS (2127rk;) < oo dla kazdego [y € {O, 1,.., g]}

Niech dany deZle e > 0. Pokazemy, ze dla dowolnych M > m > n(¢), N > n > n(e) oraz
dla dowolnego (z,y) € R? zachodzi nier6wnosé

M N

> Y ¢jpsin(jz) cos(ky)

Jj=m k=n

<, (3.53)

gdzie n = n(e) > A jest liczba naturalna taka, ze dla dowolnego m,n > n zachodzi

£ S )2

Jj=mk=n

< gdzie Iy, 1y € {0, 1o [;H

1 s 1 . >
me sup k Z |AT(]C]‘7]€| <€, ne SUP ] Z ‘Arocj,k’ <§g,

(3.54)
1 1 (o) o
mrne Z Z A, < e mnlnmlnn |c,,| <e,
j=m k=n
(oo}
sup jIng Y |ejul <e, sup klnkZ\c]k]<6
jzm k=n j=m

Powyzsze nieréwnosci wynikaja bezposrednio z Lematu [9) Lematu [10, (3.22) (3.23), (3.24)
oraz (|3.51)).
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Wykorzystujac warunek (3.51)) otrzymujemy, ze nieréwnos¢é (3.53)) jest spelniona jesli z =
i y = 227 dla dowolnych Iy, 1, € {0,1, .., [5]}.

20w
r

Zalozmy teraz, ze x € (21;w7 (2111‘1)”} oraz y € (212” (%H)”} gdzie [y, 1, € {0, 1, .., [g] — 1},

gdy r jest liczba parzysta, oraz li,ly € {O, 1., [g]}, gdy r jest liczba nieparzysta. Niech
= L%llﬂ} oraz niech v = L%lw] . Wykorzystujac elementarne przeksztalcenia otrzy-
mujemy ' '

2[27’(’

sin(j)cos(iy) = (sinie) —sins %2 ) (costy) = cosi 227

21 21
+ (sin(jx) - sin(j;ﬂ)> (k:ﬂ)
21 2l 21 21
+sin(j—l7r) (cos(ky) - Cos(k’ﬂ)> +sin(j—l7r) cos(k:ﬂ). (3.55)
r r T T
Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej do funkcji f(z) = sin(jx) oraz

f(y) = cos(ky) odpowiednio na przedziale {ZZT”r,I} oraz {%“,y} uzyskujemy, ze dla do-

wolnego j, k € N istnieja liczby z; € (2171”@) oraz qy € (212”,y) takie, ze
214 21
sin(jir) — sin(=15) = j cos(jz;)(x — =10,
r " (3.56)
2[271' 2[27’(’

cos(ky) — cos(—— . ) = —ksin(kgy)(y — T)

Nalezy rozwazy¢ dziewie¢ nastepujacych przypadkow:

Przypadek (a): n < m < M < porazn < n < N < v. W przypadku (a) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:
(a1): m+ u% > M oraz n+vr > N. Wykorzystujac (3.54)), (3.55) i (3.56]) uzyskujemy

M Mo 2l 2lym
>N cirsin(jz)cos(ky)| < DD ¢k (sm(jx) - sm(g)) <cos(ky) - cos(k;)) ‘
j=mk=n j=mk=n r
M N
+ 10> cin (sm jx) — 3111(]2[7”)) (k%ﬂ)
Jj=m k=n
M
+ > cjpsin( jQZ—W) (Cos(ky) - cos(kw)> ‘
Jj=m k=n r r
N 2L 2lym
|35 cpusinG T cos( 22T
j=m k=n

J
2l 2\ M N ) ) .
< (x — ;) (y — j) Z Z lcjkj cos(jz;)k sin(kqy)|

j=mk=n

21
cirjcos(jz;) COS(l{ﬂ)
,

21
cj ik sin(kqy) sin(j:r)’ +e
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1 1
1 m+uP—1n4vp—1

< — Z Z Jjklnjnk|c;l

%
1 !
1 m+pP —1 00 n+vP —1 %)
+— > supilnid lejul+—= Y. supklnk > |ejil+e < 4e
Wr  j=m  J2Zm k=n VP k=n Zn j=m

(ag): m+u% > M oraz n+vv < N, Wtedy

1
M n4+vpr-—1
Z chksm jr)cos(ky) = > Y. ¢jesin(jz) cos(ky) + Z Z cjrsin(jz) cos(ky)
Jj=m k=n j=m k=n Jj= mk n+yp
= Sl —|— SQ.
Analogicznie jak w przypadku (a;) mamy
1 1 1
M n+4vpP-—1 1 m+uP —1nt+vp —1
1S11=1>" Y. c¢iesin(jz)cos(ky)| < —= D > jlnjkInk|c;l
j=m k=n UPUP  j=m k=n
1 1
1 m+u? —1 1 n+vP —1 o0
+—= > supjlan|cjk|+ S sup klnk Y |ejx] +e < 4e.
wue j=m j=m — yp k=n k>n j=m

Wykorzystujac Lemat [f] (3.54) oraz (3.56) otrzymujemy

M N
1Sa] =1>_ Y. ¢esin(jz) cos(ky)
j=m k:n+u%

= % i Cik <] cos(jz) (96 - 2?) + Sin(j%;ﬁ)> cos(ky)

J=m k:n—i—ué
2l N Mo 2L
< (35 - ;) ST eiricos(jz)] Z > cjksm(]—r ) cos(ky)
J=m k:n«Hj% g=m k= n+y%
de m+,u%71 n+v—1 1 ndv—1 1
<-T +4 sup klnk c
e :Zm Z;(1€+1>ln(k‘+1) b ;%'”' Zl(k:+1)1n(k+1)
k=n+4v?p k=n+vP
4e m-HH’ -1 ntv-1 k41 n+v—1 k+1 1
< — Z > p dm+43upklnk:2\c]k] > I
P — 1 1
S g=m k=n+vP
1 1
fe MEHP LMV o 4e MALL
<= % / dk+ 4e / k<Y lnptdelnp
i — klnk klnk T —
1’L+I/p n+yp
< 8 1Inp. (3.57)
Zatem
M N
> > ciwsin(jz) cos(hy)| < e(4+8np). (3.58)
j=m k=n
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Rozdzial 3. Zbieznosé jednostajna podwdjnych szeregow trygonometrycznych

(az): m + ,u% < M oraz n+vi > N. Analogicznie jak w (ay) otrzymujemy, ze (3.58]) jest
prawdziwa.

(aq): m+p% < M oraz n+vr < N. Wtedy

M N
> ¢jpsin(jz) cos(ky)
Jj=m k=n
1 1
m+puP — 1n+l/P 1 M n+vP —1
= Z > ciesin(jz)cos(ky) + > > ¢jesin(jz) cos(ky)
k=n 1 k=n
J=m+u?

m+up 1 N

+ > > ¢irsin(jz) cos(ky) + Z Z cjx sin(jz) cos(ky)

j=m k:n+1/1’ ]:er,uP k:nJrVP

253+S4—|—S5+S6.
Analogicznie jak w przypadku (a;) mamy
1 1
m+u?P —1n4vp—1

1S5 =1 Y. Y ¢esin(jz)cos(ky)| < 4e.

j=m k=n

Wykorzystujac Lemat (3.54) oraz (3.56)) otrzymujemy

n+1/P 1
|S4| = Z Z c;rsin(jz) cos(ky)
Jj= m+u%
- P -1
2l n—+v n—+v 2l
< ( _men Z Z |cjx sin(jx)k sin(kqy)| + Z Z cjrsin(jz) cos(k:ﬂ)
- r
j= m+u% N j= mﬂﬂ’ -
de m+u—1 n+VP 1 1 0 m+u—1 1
. : +4 sup jlny Cjk - :
g2 R Gromgen R el 2 g
j=muP j=mtuP
mtpu—1 JH1 Jjt+u 1
Z / r < 8 / dr < 8lInp
/ a:lnx rlnzx
i b
oraz analogicznie jak przy szacowaniu wielkosci |Sa| mamy
1
m+pP —1 N
|S5| = > ¢irsin(jz) cos(ky)| < 8sInp.

I
3

1
k=n+vPp

Dalej, korzystajac z Lematu [5, otrzymujemy

M N M N
Sel=| > > cuesin(jr)eos(hy)| < 3o Y0 el

1 1 1 1
]:m+u? k=n-+vP j:m+up k=n+vP
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-1 _
m-p n+rv—1 1 1

<16e > 1 > LG+ InG+1) (k+ 1D n(k+ 1)

j=m+uP k=n+vP

m+p—1 J+l n4+v—1 k+1 1
<16 / d [ ——d
c Z | zlnz v Z . ylny 4
Jj= er,up J k=n+vpP K
n+v  m4p 1
< 16¢ / drdy < 16¢In?p. (3.59)

) . mlnxylny
n+vP m+uP

Przypadek (b): max{u,n} < m < M orazn < n < N < v. W przypadku (b) mamy dwa
przypadki do rozwazenia:

(b1): n+ vr > N. Wykorzystujac (3.56) dostajemy

> cjrsin(jz) cos(ky) = Y (—k sin(kqy,) (y - 2[7%%) + cos( >

j=mk=n k=n

2[27’(’ N M l
=y——) > (—ksin(kq)) > ¢jxsin(jz) + Z Z Cj ks COS k?i)Sln(]x)

r k=n j=m k=n j=m

M
Z cjrsin(jz)

] m

= 57 + Sg.
Korzystajac z Lematu [11] oraz (3.54), analogicznie jak w (3.31) otrzymujemy

2[27.‘_ n-HJP 1 - ntu? —1
157 < y—T Z k ZCJkSIH jx) 21/17’ Z (e4+re+re) <3me.  (3.60)
P k=n

Dalej, korzystajac z Lematu[L1] (3.54)) oraz definicji klasy DGM (p, 2cv, 23, 27, ), analogicznie
jak w (3.32)) dostajemy, ze

1

n+vP —
|Ss| < Z Z cjrsin(jz)| < ( ) L e. (3.61)
k=n j=m
Stad nieréwnosé (3.53)) jest spetniona.
(by): n+vr < N. Wtedy korzystajac z (3.56)) mamy
M N n+u%71 M N M
>N cipsin(jz)cos(ky) = > cos(ky) > cjesin(jz) + Y. cos(ky) Y ¢jxsin(jz)
j=mk=n k=n j=m k:n—ﬁ—u% j=m
1
n+vP —1 M
21 21y
= > ((—k sin(kqy) (y — ﬂ)) + os(k;— ) > ¢ sin(jz)
k=n r r Jj=m
N M
> cos(ky) Y cipsin(jz)
k:n—i—y% J=m
1 1
2[27T n+vpP —1 M n+vP—-1 M l
- <y— ) > (=ksin(kgy)) Y cijpsinz)+ Y. Y cjkcos(k’—)sm(]x)
r
k=n j=m k=n j=m
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N M
+ Z cos(ky) Z cjrsin(jx) = So + S + Si1.

1 | —
k=n+vPp J=m

Analogicznie jak w oraz otrzymujemy, ze |Sy| < 37e, |S1o| < &. Wykonujac po-
dobne oszacowania jak w dostajemy |S1;| < . Stad nieréwnosé jest prawdziwa.
Przypadek (¢): n < m < M < p oraz max{n,v} < n < N. Mamy ponownie do rozwazenia
dwa przypadki:

(c1): m+ ,u% > N. Wykorzystujac (3.56) mamy

Z ch,k sin(jx) cos(ky) = Z (j cos(jz;) (3: — 2l17r> + sin(jzlrl_ﬂ)> Z cjr cos(ky)

j=mk=n j=m "
2117’( Y I 2l
=|o— — Z]COS (725) chkcos (ky) —I—chjksm ]7)005(199)
r
] =m k=n k= n.j =m
= Sy + Sho.

Analogicznie jak w (3.60) wykorzystujac (2.2) zamiast (2.1) otrzymujemy

2l mep? -1 T mep? -1
|S| < (x - r) Z ] 2y 5 Y (e+re+re)<3me. (3.62)
P j=m

Analogicznie jak w (3.61)) wykorzystujac (2.2) zamiast (2.1) dostajemy

m+,u%fl N
1S10] < D0 1D ¢jrcos(ky)| < — (C’)\Z 5F ) < e. (3.63)
j=m k=n P

Zatem nieréwnosc (3.53) jest spetniona.
Przypadek (d): max{n,u} < m < M oraz maz{n,v} < n < N. Wykorzystujac Lemat
otrzymujemy

M
Zchksm]x cosk;y’: Z n(jx) chkcosky)
j=mk=n =m k=n
M N+r
= Z sin(jx) ZAOTC]kaT< ) — Z |Cj,k| ‘Dk,fr@)’
j=m k=n k=N+1
n+r—1
+ > Cj,k;Dk,—r(y)>’
k=n
M N B M—+r
Z Z Arrcj,ij,r )Dkr Z Z AOrcj kD], )Dk,r(y)
j=mk=n j=M+1 k=n
m+r—1 N 5 M  N+4r 5
1 Y D Aok Dy (@) Dip()| +1D- D AvociaDjr () Di . (y)
Jj=m k=n j=m k=N+1
M n4+r—1 5 M+r N+r
+ Z Z Arocj,ij,r(x)Dk,—r(y) + Z Z CjkDg r Dk r()
j=m k=n J=M+1k=N+1
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m+r—1 N+r M+r n+r—1
+ Z Z C]kD] 7' Dk r Z Z Cjk}D] 'r Dk r( )
j=m k=N+1 j=M k=n
m+r—1n4r—1 5
+ Z Z ijijv_T(x)Dk7_T(y) ° (3-64)
j=m  k=n
Korzystajac z (3.17) oraz (3.54), analogicznie jak w (3.34) uzyskujemy
M N 2
> ciesin(jz)sin(ky)| < — (5 + 2re + 2re + 47"25) < 4n’e. (3.65)
Jj=m k=n r
Przypadek (e): n<m<pu<Min<n<N <v. Wtedy
M N u N M N
SN ersin(jz) cos(ky)| < [ D0 D ¢jusin(iz) cos(ky)| +| D D ¢jrsin(jz) cos(ky)
j=mk=n j=mk=n j=p+1lk=n
oraz korzystajac z Przypadku (a) i (b) otrzymujemy (3.53]).
Przypadek (f): n <m < M < pin<n<v<N.Mamy
M N M v M N
SN cwsin(jz) cos(ky)| < [D° D ¢jpsin(jz) cos(ky)| + | D> Y. ¢jrsin(jz) cos(ky)
j=m k=n j=m k=n j=m k=v+1

i korzystajac z Przypadku (a) i (¢) dostajemy -
Przypadek (g): max{n,u} <m < Min<n<v<N.Wtedy

Z chksm jx) cos(ky)

j=m k=n

Z chksm jx) cos(ky)

j=m k=n

Z chksm (jx) cos(ky)

Jj=p+1 k=n

oraz korzystajac z Przypadku (c) i (d) uzyskujemy (3.53).
Przypadek (h): n <m < pu < M imax{n,v} <n < N. Teraz

M N M v M N
Z Z cjrsin(jz) cos(ky)| < Z Z cjrsin(jz) cos(ky)| + Z Z cjsin(jz) cos(ky)
j=m k=n j=m k=n j=m k=v+1
i korzystajac z Przypadku (b) i (d) otrzymujemy (3.53).
Przypadek (i): n <m<pu<Min<n<v<N.Wtedy
M N nw v M v
Z Z ¢k sin(jz) cos(ky)| < Z Z ¢k sin(jz) cos(ky)| + Z Z cjrsin(jz) cos(ky)
j=m k=n j=m k=n Jj=p+1k=n
uw N M N
+ 13 > ¢esin(jz)cos(ky)| +| > D c¢jpsin(jz) cos(ky)|.
j=m k=v+1 J=p+1k=v+1

Korzystajac z Przypadkow (a) - (d) otrzymujemy ([3.53).

Przyjmijmy teraz, ze x € ((2l1+1)7r 2(llj1)7r) orazy € (M (212“ } gdziel; € {O, L., 5 — 1},

r ) r

ly € {0, 1,..., [g]}, gdy r > 3 jest liczba nieparzysta, oraz [y, l2 € {O, L., 5 - 1}, gdy r jest
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p p
liczba parzysta. Niech p = {M} oraz v = [%lﬂ] . Wykorzystujac elementarne
——— Yy——
przeksztatcenia otrzymujemy

sin(jx) cos(ky) = (sin(jx) - sin(jW)) (cos(ky) - COS(kQZjW)>

+ (sin(jx) - sin(jW)) cos(k:zljﬂ)

+ sin(jQ(ll—:DW) (cos(k;y) - COS(k%?”)

+sin(j2(“j1)> (k”ﬂ) (3.66)
Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej do funkcji f(z) = sin(jx) oraz

f(y) = cos(ky) odpowiednio na przedziatach [x, M} oraz {212”,y} uzyskujemy, ze dla
dowolnego j, k € N istniejg liczby z; € (x, 2<l1+1)”) oraz qi € (21%”, ) takie, ze

2([1 + 1)7‘( 2([1 + 1)7’(‘ B I)

) — sin(jz) = j eos(jz;) (= e
2[2 21271' )
=—k k - —
2 = —ksin(ka)(y — —2)
Musimy rozwazy¢ dziewie¢ nastepujacych przypadkow:

Przypadek (a*):np <m < M < porazn < n < N < v. W przypadku (a*) mamy do
rozpatrzenia cztery przypadki:

1 1
(a1*): m + ur > M oraz n+ vy > N. Wykorzystujac (3.54), (3.66) i (3.67) uzyskujemy

sin(

cos(ky) — cos(——

Mo Mo 2(l + 1 21y
> Y ¢jrsin(jz) cos(ky) Z Z Cik (sm jx) — sm(j(l—:)W)) (Cos(ky) — cos(k:Tﬂ)
j=m k=n =m k=n

+§:zqk@nn-wmf“+”>> )

j=mk=n r

+ Z Z ¢k sin(y 2+ D —_—) (cos(ky) — cos(k2ljﬂ)> |

Jj=mk=n "
M N 2l +1 21
+ Z Z Cj,k Sm(ju) Cos(kﬂ)
=m k=n r "
2(l; + V) 25T\ SN SN 0 costiz ks
< (O o) (= 2T 30 3 gty st )
j=mk=n
2l + D M N 2lom
. <<> - ) 33 fesud cos(z) cos(k=2")
Jj=m k=n
2\ AL X 2h
+ (y— iw> 2 Z c]kksm(qu)sm(Jﬂ)| te
e
1 m+pP — Vb —
< —— Z JkInglnk |c;j
UPVP  j=m k=n

86

)
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1 m—i-u%—l o9 n—l—V%—l o]
+— >, supilg ) el D supklnk D el +e < 4e
Hr o j=mo J2m k=n VP g=n k2n j=m

(ax™®): m—i—u% > M oraz n+vr < N. Wtedy

=

M n+4vpP-—1 M N
Z Zc]ksm jx) cos(ky) = Z Z cirsin(jz)cos(ky) + > > ¢jpsin(jz) cos(ky)
j=m k=n j=m k=n j=m 1
k=n-+vP
=S+ 5.
Analogicznie jak w przypadku (a;*) uzyskujemy
1 1 1
M n+vp-—1 . . 1 m+uP —1ntvp —1 . '
ST =1>" > c¢rsin(jz)cos(ky)| < — > > jlnjkInk|c;l
j=m k=n UPUP  j=m k=n
1 1
1 m+uP —1 1 ntrP- 1 00
+—= > sup]lnj2|cjk|—|— > sup kInk Y |ejx] +e < 4e.
UP  j=m jzm k=n Vp k=n 2n Jj=m

Wykorzystujac Lemat 5| (3.54) oraz (3.67), w analogiczny sposob jak dla (3.57) otrzymujemy

N

M
S5 =122 > cinsin(iz) cos(ky)

j=

3

1
k=n+vP

=Y ¥ G <j cos(jz;) (W — x) +sin(j2l71’7r)> cos(ky)

Jj=m

k=n+vP
4e mep? -1
< — Z Inp+4elnp < 8lnp.
©r o j=m
Zatem spetniona jest nieré6wnosé (3.58]).
1 1
(az™): m + pr < M oraz n+ ve > N. Analogicznie jak w (a2*) otrzymujemy, ze (3.58)) jest
prawdziwa.
1 1
(ag®): m + ur < M oraz n+vr < N. Wtedy

> ¢jrsin(jz) cos(ky)

j=mk=n
1 1 1
m—+upuP —1n4vp —1 M n+vpP —1
= > > cgrsin(jz)costky)+ Y. > ¢jrsin(jz) cos(ky)
j=m k=n . L k=n
J=mtul
mtpP-1 N M N
+ > > crsin(jz)cos(ky) + > D c¢ipsin(jz) cos(ky)
j=m k:n+l/% j:er,u% k‘=n+1/%

=S+ S+ S+ S5
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Analogicznie jak w (a,*) dostajemy, ze |S;| < 4e. Ponadto, podobnie jak przy szacowaniu
wielkosci |Sy| korzystajac z zamiast ([3.56), otrzymujemy |S;| < 8lnp. Dalej, w
analogiczny sposob jak dla (3.57) uzyskujemy |Si| < 8lnp oraz w identyczny sposob jak
dla (3.59), ze |S;| < 16¢In® p.

Przypadek (b*): maz{pu,n} < m < M oraz n < n < N < v. Dokonujac analogicznych
szacowan jak w Przypadku (b) otrzymujemy, ze nieréwnosc¢ jest prawdziwa.
Przypadek (¢*): n < m < M < p oraz max{n,v} < n < N. W przypadku (c*) mamy dwa
przypadki do rozwazenia:

(e1*): m + u% > N. Wykorzystujac (3.67)) otrzymujemy

% ivjcj,k sin(jz) cos(ky) = % <—j cos(jz;) (M;H) ) +sm(32lr ) >~ ¢ cos(ky)

j=m k=n Jj=m k=n
2(l; + D M 27
_ <<1+) —:1:) > —jcos(jz;) Zc]kcos ky) + Z Z cjk Sin j—)cos(k’y)
r k=n k=nj=m
= S+ S8,

Analogicznie jak w (3.60) wykorzystujac (2.2) zamiast (2.1)) dostajemy

1
21 1 m+;ﬂ’ -1 nP—1
]S;"\<<(1+)7T—a:> Z J Zc]kcosky Ll Z (e +re +re) < 3me.

r 2urr  j=m

(3.68)
Analogicznie jak w (3.61]) wykorzystujac (2.2) zamiast (2.1) otrzymujemy
1
mpP—1| N re
1551 < D2 | ¢ cos(ky) ( ) <e. (3.69)
j=m k=n

Zatem nieréwnos¢ (3.53)) jest spetniona.
Przypadek (d*): ma:z:{n p} < m < M oraz max{n,v} < n < N. Wykorzystujac Lemat

(3-16), (8.17) oraz (3.54)), analogicznie jak w (3.34) uzyskujemy

M N

> > ¢jpsin(jz) sin(ky)

j=m k=n

2
< 7% (5 + 2re 4 2re + 4r25> < 4r’e. (3.70)
r

Przypadek (e*): n < m < pu < Min < n < N < v. Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (e), korzystajac z Przypadku (a*) i (b*) otrzymujemy (3.53).

Przypadek (f*): n < m < M < pin < n < v < N. Korzystajac z
Przypadku (a*) i (¢*) dostajemy (3.53).

Przypadek (g*): max{n,u} < m < M in < n < v < N. Wtedy analogicznie jak w
Przypadku (g), korzystajac z Przypadku (c*) i (d*) uzyskujemy (3.53).

Przypadek (h*): n < m < p < M i max{n,v} < n < N. Korzystajac z
Przypadku (b*) i (d*) otrzymujemy -

Przypadek (i*): n < m < p < Min < n < v < N. Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (i), korzystajac z Przypadkow (a)* - (d*) otrzymujemy (3.53).
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Przyjmijmy teraz, ze x € (211”, w} oraz y € ((%H)”, 2(l2+1 ) gdzie [, € {O, 1,..., [g]},

ly € {0, L., 5 — }, gdy r > 3 jest liczba nieparzysta, oraz ll,lg € {O, L., 5 — 1}, gdy r
p p
jest liczba parzysta. Niech p = {%llﬁ} oraz v = {W} . Wykorzystujac elementarne
T——0 — Y

przeksztatcenia otrzymujemy

2l

sin(j)cos(iy) = (sn(i) = sin(i 1)) (conti) — cos 22T

+ (sin(jx) — sm(j%?ﬂﬂ)) cos(kz(bjl)7T

)

21 2(1 1
+ sin(j—lﬂ) (cos(k;y) - cos(kw)>
r r
21 2(l+1
+sin(j—17r) cos(kM). (3.71)
r
Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej do funkcji f(z) = sin(jx) oraz
f(y) = cos(ky) odpowiednio na przedziatach [211” ZB} oraz [y, W}, uzyskujemy, ze dla

dowolnego j, k € N istniejg liczby z; € (ﬂ%,x) oraz qy € (y, M) takie, ze

921 21
sin(TﬁT) —sin(jz) = jcos(jz;)(z — Tﬂ)>

2y + 1) (3.72)

2([2 + 1)7'('

. ) — cos(ky) = —ksin(kq)(

cos( — ).

Musimy rozwazy¢ dziewie¢ nastepujacych przypadkow:
Przypadek (a**): n <m < M < poraz n <n < N < v. W przypadku (a**) mamy cztery
przypadki do rozpatrzenia:

(a**): m+u% > M oraz n+vv > N. Wykorzystujac (3.71) i (3.72)) zamiast (3.66]) i (3.67)
oraz korzystajac z (3.54)) w analogiczny sposob jak w Przypadku (a;*) otrzymujemy

M N
Z Z cjxsin(jz) cos(ky)| < 4e.

(ag™*): m + u% > M oraz n+ vr < N, Wtedy

1

M N M n+4vpP -1 M N
>N cipsin(jz)cos(ky) = > > c¢jrsin(jz) cos(ky) + Z > ¢irsin(jz) cos(ky)
j=m k=n j=m k=n j=m e n—&—y%

= ST+ S5

Szacujac w podobny sposob jak w Przypadku (as*), wykorzystujac (3.54)), Lemat |5 oraz

(3.72) zamiast (3.67) dostajemy |S7*| < 4e i [S5*| < 8 lnp.

Stad spelniona jest nieréwnosé (3.58)).

1 1
(a3™*): m+pr < M oraz n+vr > N. Analogicznie jak w (a2**) otrzymujemy, ze nier6wnoscé
(3-58) jest prawdziwa.
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(ag**): m-Hﬁ < M oraz n + V% < N. Wtedy

Z ch,k sin(jx) cos(ky)

Jj=m k=n
m—l—;UlJ 1n+11P 1 M n+zﬂ’ -1
= Z > ciesin(jz)cos(ky) + > > ¢jesin(jz) cos(ky)
k=n 1 k=n
J=m+u?

m+up 1 N

+ ) > ¢irsin(jz) cos(ky) + Z Z cjx sin(jz) cos(ky)

1
j=m k= n+1/1’ j= m+,upk n+v?P

= S 4 ST+ S+ S

Analogicznie jak w (a,*) uzyskujemy, ze |S5*| < 4e. Ponadto, analogicznie jak przy szaco-
waniu wielkosci |5y| korzystajac z zamiast (3.56), otrzymujemy |S;*| < 8= Inp. Dalej,
w analogiczny sposob jak dla @ dostajemy, ze |S:*| < 8z Inp oraz w podobny sposdb jak
dla (3.59) mamy, ze |Sg*| < 16¢1n” p.
Przypadek (b**): mam{p,n} <m < Morazn <n <N <v. W przypadku (b**) mamy
dwa przypadki do rozwazenia:

(b**): n + vr > N. Wykorzystujac (3.72)) otrzymujemy

Z ch,k sin(jx) cos(ky) = Z (k sin(kqy,) (W — y) (k:& ) Z cjrsin(jx)

r

j=mk=n k=n j=m
21, + 1 N a 2
_ <(2+>7T _ y) > (—ksin(kqy)) > ¢jrsin(jz) + Z Z Cj k COS k:—) sin(jx)
r k=n j=m k=n j=m

Korzystajac z Lematu [11] oraz (3.54), analogicznie jak w (3.31) dostajemy

1

o 2[277' n+1/P 1 T n+vpP —1
1537 < y= = Z ch]ksmjx > > (e+re+re)<3me. (3.73)
VPT  k=n

Dalej, korzystajac z Lematu[L1] (3.54)) oraz definicji klasy DGM (p, 2cv, 23, 27, ), analogicznie
jak w (3.32)) otrzymujemy

1

n+vP—1| M
1S < Y0 | D ¢jusiniz) <CAZ > <e. (3.74)
k=n |j=m

Stad nier6wnosé (3.53)) jest prawdziwa.
1
(b™*): n+vr < N. Wtedy

% g:cj,k sin(jz) cos(ky) = n+§_1 <<k sin(kqy) (W - y))

j=m k=n k=n
(l2 Fm\ M N M
+ cos(k——— Z cjrsin(jz) + Z cos(ky) Z cjrsin(jz)
g=m k:’l’b-‘,-l/% g=m
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r

_ (w — y) nJHi_ ksin(kqe) > ¢jrsin(jz)

k=n j=m
n+uP 1 M 2(l ) M
+ Z > ¢jk cos(k—————) sin(jz) + Z cos(ky) > ¢ sin(jz)
=n j=m k:n+l/% j=m

=S5+ Sig + 511

Analogicznie jak w oraz mamy |Sg*| < 3me, |S75| < e. Wykonujac podobne
oszacowania jak w (3.33)) uzyskujemy, ze |S}| < €. Zatem nier6wnosé jest speliona.
Przypadek (¢**): n < m < M < p oraz max{n,v} < n < N. W przypadku (¢**) mamy
dwa przypadki do rozwazenia:

(™) m + ,up > N. Wykorzystujac (3.72)) otrzymujemy

fj fjcj,k sin(jz) cos(ky) = % (j cos(jzj) <x - 2l;”> + sin(jmf)> fj% cos(ky)

Jj=m k=n Jj=m

21 2L
= <x ;W> > jeos(jz;) chkcos ky) + Z Z Cjk sin j—) cos(ky)

j=m k=n k=n j=m

= S 4 Sy

Analogicznie jak w (3.60) oraz (3.61) uzyskujemy, ze |Si*| < 3me, oraz |S§*| < e. Stad
nier6wnosé (3.53)) jest spetniona.
Przypadek (d**): mam{n p} < m < M oraz maz{n,v} <n < N. Wykorzystujac Lemat [3]

(B-16), (B.17) oraz , analogicznie jak w (3.34)) uzyskujemy

M N

>N ¢jpsin(jz) cos(ky)

j=mk=n

2
< 7% (5 + 2re + 2re + 47"25) < 4n’e. (3.75)
”

Przypadek (e**): n <m < pu < M in<n< N <v. Wtedy, analogicznie jak w Przypadku
(e), korzystajac z Przypadku (a**) i (b**) otrzymujemy ([3.53)).

Przypadek (f**): n < m < M < pin < n < v < N. Korzystajac z
Przypadku (a**) i (¢**) dostajemy (3.53).

Przypadek (g**): max{n,u} < m < M in < n < v < N. Wtedy analogicznie jak w
Przypadku (g), korzystajac z Przypadku (¢**) i (d**) uzyskujemy (3.53).

Przypadek (h**): n < m < p < M i max{n,v} < n < N. Korzystajac z
Przypadku (b**) i (d**) otrzymujemy (3.53).

Przypadek (i**):n < m < p < Min < n < v < N. Wtedy, analogicznie jak w
Przypadku (i), korzystajac z Przypadkow (a**) - (d**) otrzymujemy (3.53).

Dalej, niech = € ((%jl)ﬂ, 2(l2:f1)”) oraz y € <(212jl)ﬂ, 2t ) gdzie Iy, 1y € {O, L., [5] - 1}

p
dla r > 2. Niech p = {M} oraz v = {M} . Wykorzystujac elementarne prze-
r — s Y

ksztalcenia otrzymujemy

2([1 + 1)7T
r

) (costo) = cost 2207

sin(jz) cos(ky) = (sin(jx) — sin(yj .
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+ (sin(jx) _ Sin(jW)) COS(k2(l2—:1)ﬂ-)

in XD (o) con( 217

r r
20 +1 20l +1
4sin( 2 DTy o 2 DTy (3.76)
r r
Stosujac twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej do funkcji f(x) = sin(jz) oraz

f(y) = cos(ky) odpowiednio na przedziatach [x, W] , uzyskujemy, ze

oraz [y, LQH)“}

dla dowolnego j, k € N istniejg liczby z; € (x, w> oraz qi € (y, W) takie, ze

sin(227) — sinja) = j cos(jz,)(x — 227, -
COS(M) —cos(ky) = —k sin(k:qk.)(M — ).

r

Musimy rozwazy¢ dziewie¢ nastepujacych przypadkow:
Przypadek (a***):n <m < M < porazn <n < N < v. W przypadku (a***) mamy cztery
przypadki do rozpatrzenia

(@ ***): m+pv > M oraz n+vs > N. Wykorzystujac (8-76) i zamiast (3.66) i (3.67)

oraz korzystajac z (3.54]) w analogiczny sposob jak w Przypadku (a1 ) otrzymujemy, ze

M N
Z Z ¢jrsin(jz) cos(ky)| < 4e.

(™) m + ,up > M oraz n+vv < N, Wtedy

=

M n+vpP -1

M N
Z chksm jx) cos(ky) = Z Z cjrsin(jz) cos(ky) + Z > ¢irsin(jz) cos(ky)

j=mk=n = j=m

1
k=n+vP

Szacujac w podobny sposob jak w Przypadku (a2*), wykorzystujac (3.54), Lemat [5| oraz
(3.77) zamiast (3.67) dostajemy, ze |S7™| < 4e 1 ]55™| < 8 Inp. Stad

> ¢jrsin(jz) cos(ky)| < e (44 8Inp). (3.78)

j=mk=n

(ag™*): m + /L% < M oraz n + vy > N. Analogicznie jak w (ax™**) otrzymujemy, ze

nier6wnosé (3.78)) jest spetniona.

(@™ *): m + pr < M oraz n + vy < N. Wtedy

M N

> ¢jrsin(jz) cos(ky)

Jj=m k=n

m-l—u?lJ 1n+11P 1 M n+zﬂ’ -1
= Z > ciesin(jz)cos(ky) + > > ¢jesin(jz) cos(ky)
k=n 1 k=n
J=m+u?
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mtpP-1 N M N
+ > c¢rsin(jz)cos(ky) + Y > ¢jpsin(jz) cos(ky)
j=m k:n+l/1’ j= m+up k= n+uP

Analogicznie jak w (a;*) dostajemy, ze |S5**| < 4e. Ponadto, analogicznie jak przy szacowa-
niu wielkosci |Sy| korzystajac z zamiast (3.56), otrzymujemy |S;**| < 8z Inp. Dalej, w
analogiczny sposob jak dla uzyskujemy, ze |S:**| < 8cInp oraz w identyczny sposob
jak dla dostajemy, ze |Si**| < 16¢In? p. Zatem nierownosé (3.53) jest spetniona.
Przypadek (b***): max{u,n} < m < M oraz n < n < N < v. Dokonujac analogicznych
szacowan jak w Przypadku (b) uzyskujemy, ze (3.53) zachodzi.

Przypadek (c***): n < m < M < p oraz maz{n,v} <n < N. W przypadku (¢***) mamy
dwa przypadki do rozwazenia:

(™) m + ,uP > N. Wykorzystujac (3.77)) otrzymujemy

> Syt costh) = 3 (eostiz) ( AT 2T ot

Jj=m k=n Jj=m r " =n
I+ 1) M 2l
= <$ — (1:)> Z jecos(jz;) Z c;k cos(ky) + Z ¢ sin( ]—W)Cos(k‘y)
j=m k=n k=n j=m

Analogicznie jak w (3.60) oraz (3.61) uzyskujemy, ze |S3**| < 3me, oraz |S5*™| < e. Stad
(3.53) zachodzi.

Przypadek (d***): max{n pu <m < M oraz max{n, v} < n < N. Wykorzystujac Lemat [3]

(3-16), (B.17) oraz (3.54), analogicznie jak w (3.34) uzyskujemy

Z chksm jx) cos(ky)| <

j=mk=n

2
—2 (5 + 2re + 2re + 4r 5) < dre. (3.79)

Przypadek (e***):n<m <pu< Min<n< N <v. Wtedy, analogicznie jak w Przypadku
(e), korzystajac z Przypadku (a***) 1 (b***) otrzymujemy (3.53).

Przypadek (f*):n <m < M < pin<n <wv < N.Jest to symetryczny odpowiednik
przypadku (e***), wiec korzystajac z Przypadku (a***) i (¢***) dostajemy (3.53).
Przypadek (g***): maz{n,u} < m < M in < n < v < N. Wtedy analogicznie jak w
Przypadku (g), korzystajac z Przypadku (c***) i (d***) uzyskujemy (B.53).

Przypadek (h***): n <m < pu < M imax{n,v} <n < N. Jest to symetryczny odpowiednik
przypadku  (g***),  wiec  korzystajac z  Przypadku  (b***) i (d*¥*¥)
otrzymujemy -

Przypadek (i***):n <m < pu< M in<n<v < N.Wtedy, analogicznie jak w Przypadku
(i), korzystajac z Przypadkow (a***) - (d***) otrzymujemy (3.53).

Niech y = ZlTZ”, S (QZT”, M] gdzie [, € {0 L., 5 - 1}, ly € {O, L., [ ]} gdy r jest
p
liczbg parzysta oraz Iy, [l € {0, 1. [5]}, gdy r jest liczba nieparzysta. Niech u = [:,3%11«} .
Mamy do rozwazenia nastepujace przypadki: '
Przypadek (a°): n < m < M < p. W przypadku (a°) mamy do rozwazenia dwa przypadki:
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(a9): m + u% > M. Korzystajac z (3.54)) oraz (3.56) otrzymujemy

3 3" easintia)eostt220) = 35 3 e (sntie) %)) 247 o2

Jj=mk=n j=m k=n
2\ M XN 20T 2lym
< <I_ 1) Yo D dlerl+ Z Zc]ksm ! )cos(ki)
r j=mk=n j=m k=n r
1 m+u%—1 00
<— > supjilng> lejxl +e < 2.
ur j=m jzm k=n
(a3): m—i—u% < M. Wtedy
1
M N m4pP -1 N
2l a 21
> D cesin(jz) COS(/fﬂ) = Z Z cjrsin(jz) cos(k:ﬂ)
j=mk=n =m

2w
+ Z Zc]ksm jx) cos(k—) ST+ S;5.
1 k=n
j=mtp?

Analogicznie jak w przypadku (a9), korzystajac z (3.54)) oraz (3.56) mamy

1 m—&-u%—l 0o
STl < — Z sup jIn j Z lej k| < 2e.
MUP j=m jzm k=n

Wykorzystujac (3.54) i Lemat [f] otrzymujemy

m4p 2[27'(' m+p—1 1
SOl < ciksin(jz) cos(k——)| < 4 . . sup jln c
| 2|\ Z ;ljk j ( r = ZL(]“‘l)ln(]‘Fl)]/;ZJ ]];L|]k|
j:m—i—up Jj=m+upP
Z / dr < 4¢ / dr < 4elnp.
| xlnzx rlnx
.7 m+;u'p J mJ,»lu%

Przypadek (b°): maz{p,n} < m < M. Wykorzystujac Lemat [11] . - oraz definicje klasy
DGM (p,2cr, 23,97, 7) dostajemy w analogiczny sposob jak w , 7€

M N N | M .

(i 20y o g CmeA 1
> c¢jrsin(jz) Cos(k’ D) < > 1D ¢irsin(jz)| < . > .
j=mk=n k=n |j=m —0 27

Przypadek (¢°): n < m < p < M. W tym przypadku rozbijajac sume na dwa sktadniki
otrzymujemy

Mo N 2l 27
>N ¢jpsin(jz) cos(k;T Z Zc]ksm jx cos(k:T)
j=m k=n j=mk=n

Z Zsm (jx) cos( k%fr

Jj=p+1k=n

)|
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Nastepnie, korzystajac z Przypadku (a°) i (b°) otrzymujemy, ze nieréwnosé (3.53) jest spet-
niona.

Niech y = 227, 5 ¢ (GEUr 20E0T) “odzie 1) € {0,1,...,[5] =1}, b € {0,1,.., [3]} , gdy

r jest liczba parzysty oraz [; € {0,1,..., [5] — }, Iy € {0, 1,..., [g]}, gdy r > 3 jest liczba
P

nieparzysta. Niech p = [2(11+}>w_] . Mamy do rozwazenia nastepujace przypadki:

Przypadek (a®°): n < m <M< p. Korzystajac z (3.67) zamiast (3.56) oraz (3.54) i
Lematu [5| uzyskujemy analogicznie jak dla Przypadku (a°), ze

Z Z cirsin(jz) cos(k'&)

j=m k=n

Przypadek (b°°): maz{p,n} < m < M. Wykorzystujac Lemat [11] ., oraz definicje klasy
DGM (p,2ar, 23,97, 7) dostajemy w analogiczny sposob jak w , 7€

L e

M N N | M 00
L 2l o Crel 1

Z ch,ksm(]x) Cos(k—i )| < g E cirsin(jz)| < E X

j=mk=n k=n |j=m s=0 &P

Przypadek (¢*°): n < m < p < M. Analogicznie jak w Przypadku (¢°) rozbijajac sume na
dwa sktadniki otrzymujemy

2l 21
Z Zc]ksm jx) cos( 27T Z Zc]ksm jx) COS(kﬂ)
Jj=mk=n j=m k=n
2[271'

Z Zsm jx) cos(k

Jj=p+1 k=n

—)|.

Korzystajac z Przypadku (a®°) i (b°°) otrzymujemy, ze nieréwnos$é (3.53) jest spelniona.

Jezeli x = 0 lub x = 7 to nier6wnos¢ (3.53) réwniez jest speliona.

r 7 Yy e (2l27r M] glee ll € { o [%] o 1}’ l2 < {O’ 17'“7 [%]} ’

gdy r > 4 jest liczbg parzysta oraz [; € { H}7 ly € {0, 1., [g]}, gdy r > 3 jest liczba
p
. Mamy do rozwazenia trzy przypadki: Przypadek (a°°°):

Zatem, niech teraz r =

1
21271'

nieparzysta. Niech v =
n<n < N < v, Przypadek (bo°°) ma:c{u n} <n < N, Przypadek (¢°*°): n <n <v < N.
Korzystajac z (3.13) zamiast (3.12)) i (3.54) otrzymujemy w analogiczny sposob jak dla Przy-

padkow (a®) - (¢°), ze nier6wnosé 1) jest spelniona.

Ostatecznie, niech = = 2117"7 y € ((2l2+1)ﬂ72(12+1)ﬂ)7 gdZie ll < {177[%] B 1}7

p
ly € {0, L. [5] - } gdy r > 3. Niech v = [W}My} . Mamy do rozwazenia trzy przypad-

ki: Przypadek (a°*°): n <n < N < v, Przypa&ek (b°°°°): max{v,n} < n < N, Przypadek
(€°°°°): 77<n<y<N

Korzystajac z zamiast (3.14)) i (3.54) dostajemy w analogiczny sposob jak dla Przy-
padkow (a°°) - (c°°) ze nieréwnosé (3.53)) jest prawdziwa.

Wykorzystujac wszystkie czeSciowe oszacowania, otrzymujemy, ze nier6wnos¢é jest spel-
niona, co konczy dowdd twierdzenia. O
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Analizujac dowod Twierdzenia otrzymujemy, ze w przypadku p = 1 prawdziwe jest
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 25. Niech cigg {Cj,k}ﬁzl C C nalezy do klasy DGM (1,90, 90, 97,7), gdzie
r € N. Zatézmy, ze dla r € N spetnione sq warunki (3.45)), (3.46), (3.51)). Jezeli zachodzi

warunek (3.8), to szereg (3.47)) jest zbiezny jednostagnie regularnie wzgledem (z,y).

Jezeli dodatkowo zalozymy, ze r = 2 lub r = 1, to warunki (3.45)), (3.46)), (3.51)) be-
dziemy mogli zastapi¢ odpowiednio przez warunki (3.48)), (3.49), (3.50) w przypadku r = 2

i warunki (3.48)), (3.49) w przypadku r = 1. W konsekwencji z Twierdzenia 25| otrzymamy
odpowiednio Twierdzenie [23]i Twierdzenie 22 Stad dostaniemy rowniez wszystkie wezesniej-

sze wyniki dotyczace tej problematyki cytowane w rozprawie.

Sformutowane zostanie teraz twierdzenie podajace warunek konieczny jednostajnej zbiez-
nosci szeregu ([3.47), gdy wspolezynniki tego szeregu naleza do klasy DG M (p, 2cv, 23, 277, 7).

Twierdzenie 26. Niech {cj,k}ﬁ,:l bedzie ciggiem o wyrazach nieujemnych nalezgcym do kla-
sy DGM (p, acv, 93,27, 7), gdzier € N oraz p > 1. Jesli szereg (3.47) jest zbiezny jednostagnie
reqularnie wzgledem (x,y), to

1

(mn)repn — 0, (3.80)
gdy m +n — oo.
Dowdd. Niech {cj,k}?;:l bedzie ciggiem o wyrazach nieujemnych oraz niech ¢ > 0. Wy-

korzystujac zalozenie, ze szereg (3.47) jest zbiezny jednostajnie regularnie wzgledem (x,y)
otrzymujemy, iz istnieje liczba naturalna mg = mg(e) taka, ze nieréwnosé

M N
>N cjrsin(jz) cos(ky)| < e (gdzie I1<m < Mil<n<N) (3.81)

Jj=m k=n

jest spetniona dla dowolnego m,n, M, N € N, gdy m + n > mg oraz dowolnego (z,y) € R
Niech

(m)=-—"
) = 4(m+1)’
wo(m) = — 1
2T b (m)
m

Wtedy

sin(jzy(m)) > sin(%), dlam+r<j<2m+r—1,

sin(jza(m)) > Sin(%), dla by(m) < j < 27\by(m),

sin(jzg(m)) > sin(%), dlam < j <2m.

Poniewaz ciagi {b1(1)},2,, {b2(0)}2, {b3(1)},2, daza do nieskonczonosci, to istnieje liczba
naturalna my, taka, ze dla dowolnych m, n spetiajacych nier6wnos¢ m +n > m, prawdziwe
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sa réwniez nieréwnosci m +n > myg, bi(m) +n > mg, m + ba(n) > mg i bs(m +n) > my.
Przyjmujac y = 0 i wykorzystujac powyzsze nier6wnosci, Lemat [§ oraz (3.81)) mamy

2M 2N 2Xb1(m) 2n4r—1
de > sup S rsin(jzs(M))+ DY > ¢jesin(jza(m))
M+NZbz(m+n) j—M k=N j=b1(m) k=n+1
2m-+r—12n+r—1 2Xb2(n) 2m—+r—1
+ > Y cpsin(z(m))+ D> > ¢ipsin(jzi(m))
j=m+r k=n+r k=ba(n) j=m+1
T 2M 2N 2/\61 ) 2n+r—1
>sin(—)  sup > Zc]k—i—sm D ik
4 M+NZbs(m+n) j=M k= 4)‘ j=b1(m) k=n+1
2m+r 12n+r—1 2)\b2(n) om-4r—1
+sin(—) Y. > ¢ +sin( 4)\ S cin
j=m+r k=n+r k=bz(n) j=m+1

> sin(%) (mn)® 1 Cmons Ay m+mn > my oraz m,n > max{\,2r}.

Jedli j — oo oraz k < max{\,2r} lub j < max{\,2r} oraz k — oo, wtedy warunek ({3.19)
wynika z jednostajnej zbieznosci szeregow pojedynczych (3.52). To koriczy dowdd. O

Przyjmujac w Twierdzeniu ze p=11ir =2 otrzymujemy wynik uzyskany przez K.
Duzinkiewicza w pracy [4] oraz wszystkie wezesniejsze rezultaty podajace warunek konieczny
zbieznosci podwojnych szeregéw mieszanych.
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