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Bóg gra w ko±ci ze Wszech±wiatem. Ale ko±ci s¡ faªszywe. I gªówne zadanie �zyki polega
obecnie na odkryciu, jak zostaªy sfaªszowane i jak mo»emy ich u»y¢ do naszych celów.

Joseph Ford, 1993



Od Autora

Ze wzgl¦du na to, »e niniejsza rozprawa zostaªa napisana w formie bezosobowej, czytelnik
nie jest w stanie oceni¢ rzeczywistego wkªadu wªasnego autora. To skªoniªo mnie do
umieszczenia poni»szego tekstu.

Po pierwsze, b¦d¡c pracownikiem Instytutu Fizyki Plazmy i Laserowej Mikrosyntezy,
braªam czynny udziaª w projektach silników Halla, których dotyczy sporz¡dzona analiza.
Oba akceleratory zostaªy zbudowane dzi¦ki programowi �nansowanemu przez Europejsk¡
Agencj¦ Kosmiczn¡ (ESA), przy czym HIKHET (ang. High Impuslse Krypton Hall E�ect
Thruster) zostaª rozwini¦ty na sukcesie poprzedniego projektu KLIMT (ang. Krypton
Large IMpulse Thruster), który zademonstrowaª nam mo»liwo±¢ u»ycia kryptonu jako
gazu roboczego alternatywnego dla znacznie dro»szego ksenonu. Badania gªównie odby-
waªy si¦ w Laboratorium Plazmowych Nap¦dów Satelitarych (PlaNS) le»¡cym na terenie
Instytutu, ale jeden z prototypów byª równie» testowany z moim udziaªem w Holandii
w laboratoarium ESTEC (European Space Research and Technology Centre) nale»¡cym
do ESA.

Po drugie, sondy elektryczne typu Faraday'a, które zostaªy wykorzystane w rozpra-
wie doktorskiej zostaªy przeze mnie specjalnie zaprojektowane na t¡ okazj¦, a nast¦pnie
przetestowane i odpowiednio skalibrowane. Przy ich pomocy mogªam dokona¢ analizy
wydajno±ci silnika, która wraz ze zmierzon¡ siª¡ ci¡gu stanowiªy podstawy do stwier-
dzenia w jakich warunkach silnik pracowaª najsprawniej. Metodyka bada« tj. badanie
zmienno±ci pr¡dowych wraz z rosn¡cym napi¦ciem wyªadowania, jak i wybór topogra�i
pola magnetycznego poprzez dobranie stosunku pr¡dów pªyn¡cych przez cewki, czy wybór
pozostaªych parametrów operacyjnych silnika równie» zostaªy przeze mnie odpowiednio
zaplanowane i dostosowane do potrzeb tej rozprawy doktorskiej.

Caªa zawarta w tej pracy analiza wydajno±ci silnika zostaªa przeze mnie wykonana
samodzielnie. Ponadto, przygotowuj¡c oprogramowanie sªu»¡ce do poszukiwa« zachowa«
chaotycznych, przetestowaªam je dla kilku znanych ukªadów, a w tym dla szumu, sy-
gnaªu periodycznego, sygnaªu quasi-periodycznego, ukªadu Lorenza i wzbudzanego ukªadu
Lotki-Volterry. Do tworzenia kodów numerycznych oraz skryptów sªu»¡cych ilustrowaniu
wyników wykorzystaªam programy Matlab oraz R-project. Zatem wszystkie znajduj¡ce
si¦ w rozprawie wykresy, diagramy itp. dotycz¡ce nie tylko danych pomiarowych, ale
równie» wymienionych wy»ej ukªadów referencyjnych s¡ moim indywidualnym wkªadem
w niniejsz¡ prac¦ doktorsk¡.

Agnieszka Jardin
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Cel i zakres pracy doktorskiej

Niniejsza rozprawa doktorska dotyczy bada« strumienia plazmy emitowanej przez silnik
Halla, a w szczególno±ci wi¡zki jonowej generuj¡cej ci¡g w tego rodzaju silniku, jak rów-
nie» bada« dynamiki zmienno±ci pr¡du wyªadowania. Gªównym jej celem byªo poszukiwa-
nie chaosu w zebranych przebiegach pr¡dowych i identy�kacja zakresów warunków pracy
silnika, w których chaos znacz¡co wpªywa na jego dziaªanie. Miaªo to doprowadzi¢ do
dostarczenia nowej wiarygodnej metody badawczej sªu»¡cej do analizy wydajno±ci w tego
rodzaju silniku.

Rozprawa doktorska obejmuje szczegóªow¡ analiz¦ szeregów czasowych uzyskanych
w rezultacie pomiarów pr¡du wyªadowania i pr¡du jonowego. Warto podkre±li¢, »e jej
nowatorstwo polega na poszukiwaniu chaosu w danych eksperymentalnych, a nie w mo-
delach numerycznych symuluj¡cych dynamik¦ oscylacji pr¡dowych, czego podj¦ªy si¦ ju»
wcze±niej grupy kierowane przez Marini [161] czy Mandala [158].

Obecnie silniki elektryczne s¡ powszechnie stosowanymi nap¦dami sªu»¡cymi mi¦dzy
innymi do kontroli orbit satelitów czy transportu aparatury badawczej w przestrzeni ko-
smicznej. Jeden z najpopularniejszych wariantów, silnik Halla (HET, ang. Hall E�ect
Thruster), dzi¦ki wysokiemu impulsowi wªa±ciwemu, kompaktowej budowie, niewielkim
rozmiarom i niskiemu zu»yciu paliwa znalazª szerokie zastosowanie zarówno podczas pod-
trzymywania satelitów na odpowiednich orbitach jak i w misjach dalekiego zasi¦gu [66].

Jonowe silniki stanowi¡ce obiekty bada« tej pracy s¡ zbudowane z katody, anody,
dystrybutora gazu oraz z wewn¦trznyego izolatora, który tworzy pier±cieniowy kanaª wy-
ªadowania, gdzie gaz oboj¦tny jest jonizowany w wyniku zderze« z elektronami. Kolejnym
elementem budowy silnika jest obwód magnetyczny sªu»¡cy do generowania pola magne-
tycznego o topogra�i, która jest sterowana przez dwie koncentryczne cewki magnetyczne:
wewn¦trzn¡ (zwan¡ inn) i zewn¦trzn¡ (out) [220]. Wi¡zka jonowa jest przyspieszana
z wn¦trza kanaªu wyªadowania przy pomocy pola elektrycznego powstaªego dzi¦ki przy-
ªo»eniu napi¦cia mi¦dzy katod¡ i anod¡, wytwarzaj¡c siª¦ ci¡gu silnika.

�atwo obserwowalny przy pomocy oscyloskopu, �uktuacyjny charakter pr¡du wyªado-
wania silnika Halla zmienia si¦ w zale»no±ci od u»ytych parametrów operacyjnych, takich
jak napi¦cie wyªadowania, nat¦»enie pola magnetycznego czy przepªyw masowy paliwa
[255]. Te powszechnie obserwowane oscylacje s¡ ró»nego typu � maj¡ zmienn¡ amplitud¦
i cz¦stotliwo±ci w zale»no±ci od doboru parametrów. Naturalnie, pojawianie si¦ wysoko-
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amplitudowych oscylacji pr¡dowych mo»e by¢ szkodliwe dla dziaªania samych silników
jak i ich jednostek zasilaj¡cych.

Zmienne zachowanie sygnaªów pr¡dowych mierzonych w eksperymentach, szerokopa-
smowy charakter widm mocy oraz nieliniowe relacje obecne w modelach teoretycznych
wydaj¡ si¦ wskazywa¢, »e wspomniane powy»ej oscylacje mog¡ przejawia¢ zachowania
chaotyczne. Poniewa» wyst¦powanie takich zachowa« mo»e by¢ niekorzystne, celem ni-
niejszej pracy byªo sprawdzenie czy niskowymiarowy chaos deterministyczny mo»e by¢ wy-
ja±nieniem �uktuacji plazmowych obserwowanych w przebiegach pr¡dowych silnika Halla,
a nast¦pnie powi¡zanie go z wydajno±ci¡ silnika.

Pomiary g¦sto±ci pr¡du jonowego w wi¡zce plazmowej elektrycznych nap¦dów sate-
litarnych maj¡ ogromne znaczenie, poniewa» strumie« wyrzucanych jonów determinuje
wªa±ciwo±ci silnika, takie jak poziom siªy ci¡gu, impuls wªa±ciwy czy wykorzystanie pa-
liwa [166]. Pr¦dko±ci i rozkªady k¡towe jonów pochodz¡cych z wi¡zki plazmowej oraz
g¦sto±¢ pr¡du jonowego mo»na mierzy¢ w laboratorium za pomoc¡ odpowiednich sond
elektrycznych, które zasadniczo skªadaj¡ si¦ z elektrody przewodz¡cej, zwanej kolektorem,
spolaryzowanej odpowiednio dostosowanym ujemnym napi¦ciem w stosunku do lokalnego
potencjaªu plazmy w celu odepchni¦cia niepo»¡danych elektronów [93, 115]. Istniej¡ ró»ne
kon�guracje takich sond � od prostego metalowego dysku po architektury z kolimatorami,
pier±cieniami ochronnymi czy �ltrami [166].

Sonda pªaska z pier±cieniem ochronnym, cz¦sto nazywana sond¡ Faraday'a (FP, ang.
Faraday Probe), oraz kubek Faraday'a (FC, ang. Faraday Cup), je±li s¡ poprawnie za-
projektowane i pracuj¡ przy odpowiednim napi¦ciu polaryzacji, pozostaj¡ niewra»liwe
na istnienie warstwy elektrostatycznej, która si¦ tworzy wokóª obiektu wprowadzonego
w ±rodowisko plazmowe i potra� znacznie zaburzy¢ wyniki pomiaru. Dlatego te» te dwa
instrumenty s¡ szczególnie zalecane do pomiarów g¦sto±ci pr¡du jonowego [166].

Realizacja jednego z gªównych celów postawionych w ramach tej dysertacji, tj. ekspe-
rymentalne zbadanie dynamiki strumienia jonów generowanych przez silnik Halla, wyma-
gaªa zbudowania ukªadu diagnostycznego do rejestracji odpowiednich szeregów czasowych.
Do rejestracji pr¡du jonowego wykorzystane zostaªy wspomniane wy»ej sondy elektryczne
typu Faraday'a zaprojektowane i wykonane w ramach rozprawy doktorskiej.

Parametry wi¡zki plazmowej wyznaczone za pomoc¡ pomiarów sondami zostaªy wy-
korzystane do ilo±ciowego okre±lenia mechanizmów strat wydajno±ci silnika i okre±lenia
efektywno±ci wykorzystania paliwa [34]. Mianowicie w celu oceny i porównania caªkowi-
tego pr¡du jonowego oraz rozbie»no±ci wi¡zki jonowej w ró»nych warunkach pracy silnika
odtworzone zostaªy pro�le tej wi¡zki. Odbywaªo si¦ to poprzez zbieranie u±rednionych
w czasie sygnaªów zmierzonych przez oba typy sond podczas obrotu ramienia diagno-
stycznego. Powy»sza metoda oraz bezpo±rednie pomiary siªy ci¡gu pozwoliªy na okre-
±lenie wydajno±ci silnika w funkcji napi¦cia wyªadowania. Zale»no±¢ pr¡du jonowego od
czasu, potrzebna do przeprowadzenia analizy pod wzgl¦dem zachowania chaotycznego,
byªa natomiast mierzona wzdªu» osi silnika, gdy dana sonda pozostawaªa nieruchoma.

Poniewa» stwierdzono, »e ró»ne ukªady wykazuj¡ podobne przej±cia do chaosu poprzez
zmian¦ parametru kontrolnego [202], wybrano parametr kontrolny w postaci napi¦cia
wyªadowania i przebadano dynamik¦ pr¡du wyªadowania oraz pr¡du jonowego w szerokim
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zakresie tego napi¦cia. W trakcie pomiarów nat¦»enie przepªywu gazu roboczego byªo
utrzymywane na staªym poziomie, natomiast wykonano osobne serie pomiarowe dla kilku
ró»nych warto±ci pr¡du zasilaj¡cego cewki magnetyczne.

Chocia» eksperymenty przeprowadzono dla dwóch prototypów silnika Hallla, analiz¦
pod wzgl¦dem zachowa« chaotycznych przedstawiono tylko dla silnika KLIMT, poniewa»
w przypadku silnika HIKHET cz¦±¢ pomiarów mogªa zosta¢ zaburzona przez rozszczel-
nienie dystrybutora gazu. Szczegóªowej analizie poddano przede wszystkim dane zebrane
dla stosunku pr¡dów cewek Iinn/Iout równego 7.0 A do 4.0 A, które byªy reprezenta-
tywne dla pozostaych pomiarów. Na pocz¡tku przetestowano stacjonarno±¢ zmienno±ci
badanych przebiegów pr¡dowych wyznaczaj¡c momenty ich rozkªadu dla ró»nych prze-
dziaªów czasu. Dokonano tak»e redukcji poziomu szumu za pomoc¡ dedykowanej metody
uwzgl¦dniaj¡cej szerokopasmowo±¢ sygnaªu, dzi¦ki czemu mo»liwe byªo zastosowanie do
oczyszczonych danych kilku wymagaj¡cych tego technik badania chaosu.

Pierwsza cz¦±¢ bada« nad zachowaniami chaotycznymi obejmowaªa analiz¦ diagramów
bifurkacyjnych, gdzie parametrem kontrolnym byªo napi¦cie wyªadowania, charaktery-
styk¦ widm mocy oraz diagnoz¦ zachowa« intermitentnych. W analizie bifurkacji, poza
standardowymi diagramami, przedstawiono równie» tzw. diagramy g¦sto±ciowe. Widma
mocy zebranych przebiegów pr¡dowych zbadano pod wzgl¦dem dyskretnych skªadowych,
odpowiadaj¡cych gªównym trybom pracy silnika. Zjawisko intermitencji, polegaj¡ce na
przeª¡czaniu si¦ ukªadu pomi¦dzy dwoma odmiennymi trybami, przeanalizowano na trzy
sposoby, badaj¡c rozkªady kilku parametrów dla tych trybów, nachylenie widm mocy
w zakresie wysokich cz¦stotliwo±ci i rozkªady czasów trwania dominuj¡cego trybu.

Oczyszczone dane poddano analizie dwoma metodami, opartymi na funkcji autokorela-
cji i informacji wzajemnej, wyznaczaj¡c dzi¦ki temu opó¹nienia czasowe charakterystyczne
dla badanego sygnaªu. Pozwoliªo to na zastosowanie metody Takensa, dzi¦ki której uzy-
skano rekonstrukcj¦ atraktora w przestrzeni fazowej. Poniewa» istnienie atraktora o nie-
caªkowitym wymiarze jest jednym z gªównych wska¹ników istnienia chaosu w ukªadzie,
nast¦pnie wyznaczono jego wymiar fraktalny w postaci tzw. wymiaru korelacyjnego.

Rekonstrukcja atraktora pozwoliªa na u»ycie kolejnej metody badania chaosu, tzw.
przekrojów Poincare'go, okre±laj¡cych stopie« skupienia trajektorii fazowych. Zastoso-
wano tak»e podstawowe narz¦dzie diagnozy zachowa« chaotycznych, jakim jest wyzna-
czanie wykªadników Lapunowa, w szczególno±ci najwi¦kszego z tych wykªadników, dla
którego zbadano zale»no±¢ od parametru kontrolnego, czyli napi¦cia wyªadowania. Ko-
lejn¡ metod¡ zastosowan¡ w badaniu zmienno±ci przebiegów pr¡dowych silnika Halla byªa
analiza wykresów rekurencyjnych, która, poza interpretacj¡ wizualn¡, pozwala na wyzna-
czenie wielu parametrów badanego sygnaªu. Ostatni¡ metod¡ opisan¡ w niniejszej roz-
prawie byª tzw. symetryzowany wzór kropkowy, którego wyniki tak»e mo»na analizowa¢
i wizualnie, i ilo±ciowo.

Niniejsza rozprawa doktorska skªada si¦ z pi¦ciu rozdziaªów. Pierwszy zawiera ogólne
informacje dotycz¡ce silników i sond elektrycznych. Drugi opisuje u»yte metody badaw-
cze, a zwªaszcza wska¹niki chaosu, dzi¦ki którym mo»na charakteryzowa¢ badane ukªady.
W rozdziale trzecim opisano konkretne modele silników, których dotyczy sporz¡dzona
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analiza, jak równie» dokonano opisu u»ytych sond elektrycznych oraz podano metodyk¦
porowadzenia eksperymentów. Na ko«cu tego rozdziaªu zaprezentowane zostaªy osi¡gi
testowanych silników, które posªu»yªy do oceny w jaki sposób przej±cie silnika w stan
chaotyczny wpªywa na jego wydajno±¢. Rozdziaª czwarty stanowi serce rozprawy doktor-
skiej � tutaj znajduje si¦ caªa sporz¡dzona analiza danych pomiarowych pr¡du jonowego
i pr¡du wyªadownia oparta na wska¹nikach z rozdziaªu drugiego oraz wnioski dotycz¡ce
mo»liwo±ci pojawienia si¦ zachowa« chaotycznych. W ostatnim pi¡tym rozdziale umiesz-
czone zostaªo podsumowanie oraz nakre±lono perspektywy dalszego rozwoju naukowego.
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Wykaz publikacji

Agnieszka Jardin (wcze±niej Szelecka) jest samodzieln¡ autork¡ jednego artykuªu nauko-
wego oraz wspóªautork¡ siedmiu innych, z których w czterech jest pierwszym autorem.
Poniewa» dwa spo±ród nich ([16] i [222]) nie s¡ bezpo±rednio zwi¡zane z rozpraw¡ dok-
torsk¡, gdy» dotycz¡ silników impulsowych, nie zostaªy poni»ej omówione.

Jedyny samodzielny artykuª Advanced laboratory for testing plasma thrusters and Hall
thruster measurement campaign (Nukleonika, 2016) [219] dotyczyª opisu laboratorium
PlaNS pod wzgl¦dem mo»liwo±ci prowadzenia w nim bada« testowych.

Dwa kolejne artykuªy opisywaªy testy przeprowadzane na silnikach Halla przez Grup¦
Akceleratorów Plazmowych. S¡ to Performance tests of IPPLM's krypton Hall thruster
(Laser and Practicle Beams, 2018) [144] oraz artykuª konferencyjny Preliminary Tests
of HIKHET Laboratory Model at IFPiLM (36th International Electric Propulsion Confe-
rence, 2019) [145].

Pierwsze wyniki bezpo±rednio dotycz¡ce niniejszej rozprawy doktorskiej zostaªy umiesz-
cone w publikacji Study of plasma dynamics in the HET relying on global thruster charac-
teristics parameterized with discharge voltage (The European Physical Journal Plus, 2021)
[220]. W artykule tym zostaª przedstawiony opis sond elektrycznych u»ytych w rozprawie
doktorskiej oraz wyniki przeprowadzonej analizy wydajno±ci silnika w funkcji napi¦cia
wyªadowania.

Kolejne wyniki wst¦pne do tej dysertacji zostaªy umieszczone w publikacji Searching
for Chaotic Behavior in the Ion Current Waveforms of a Hall E�ect Thruster (Journal
of Fusion Energy, 2022) [123]. Struktury zaobserwowane na diagramie bifurkacyjnym
i na wykresach rekurencyjnych pr¡du jonowego wskazywaªy na obecno±¢ zachowania cha-
otycznego, chocia» mocne ilo±ciowe dowody potwierdzaj¡ce hipotez¦ deterministycznego
chaosu nie zostaªy dostarczone. Dlatego w niniejszej rozprawie doktorskiej kontynuowano
te badania z danymi po odpowiedniej redukcji szumu, uwzgl¦dniaj¡c równie» pr¡d wyªa-
dowania oraz stosuj¡c jeszcze inne metody analizy nieliniowych szeregów czasowych.
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Podzi¦kowania

Chciaªabym podzi¦kowa¢ prof. Krysztofowi Przesªawskiemu za wzniecenie zainteresowa-
nia ukªadami chaotycznymi poprzez bardzo ciekawe i inspiruj¡ce przedstawienie mechaniki
powstawania struktur fraktalnych na jednym z wykªadów na Wydziale Matematyki, In-
formatyki i Ekonometrii Uniwersytetu Zielonogórskiego (UZ), od którego tak na prawd¦
zacz¦ªa si¦ caªa moja przygoda z chaosem.

Ponownie podzi¦kowania kieruj¦ do prof. Van Cao Longa oraz prof. Wiesªawa Leo«-
skiego z Wydziaªu Fizyki i Astronomii UZ za rozwini¦cie i poszerzenie tego ekscytujacego
mnie tematu oraz wszelk¡ pomoc w przygotowaniu pracy magisterskiej pt. Zasada kore-
spondencji w przypadku ukªadów chaotycznych, która dotyczyªa docieka« czy dany system
klasyczny lub kwantowy przejawia zachowanie chaotyczne i czy przejawiaj¡ je obydwa
odpowiadaj¡ce sobie ukªady.

Nieodparta ch¦¢ poszukiwa« chaosu w zjawiskach z codziennego »ycia oraz wola zro-
zumienia i próby nadania im pewnych staªych warto±ci przetrwaªa u mnie przez lata.
Obecna praca nad silnikami plazmowymi pozwoliªa mi wykry¢ przesªanki mog¡ce ±wiad-
czy¢ o chaotycznej naturze ukªadu podczas okoliczno±ci analizy zachowa« pr¡du wyªa-
dowania. W zwi¡zku z tym ogromne podzi¦kowania kieruj¦ do mojego promotora, prof.
Piotra Lubi«skiego z Wydziaªu Fizyki i Astronomii UZ, za zgod¦ na dalsze rozwijanie
frapuj¡cego mnie tematu oraz nieodzown¡ pomoc, jak i cierpliwo±¢ dotycz¡c¡ opó¹nienia
przesªania manuskryptu zwi¡zanego z przedªu»aniem si¦ terminów planowanych ekspery-
mentów.

Szczególne podzi¦kowania nale»¡ si¦ dr. Jackowi Kurzynie b¦d¡cemu kierownikiem
Laboratorium Plazmowych Nap¦dów Satelitarnych (PlaNS) znajduj¡cego si¦ w Instytu-
cie Fizyki Plazmy i Laserowej Mikrosynetzy (IFPiLM) w Warszawie. Po pierwsze za
mo»liwo±¢ wygospodarowania czasu niezb¦dnego na przeprowadzenie obserwacji zacho-
wa« plazmy pod k¡tem chaosu, ale przede wszystkim za liczne uwagi merytoryczne.

Serdeczne podzi¦kowania nale»¡ si¦ te» pozostaªym czªonkom zespoªu PlaNS, a w szcze-
gólno±ci Maciejowi Jakubczakowi i Arsenijowi Riazantsev za kole»e«skie poparcie i pomoc
w »mudnym, wielogodzinnym zbieraniu danych.

Chciaªabym równie» podzi¦kowa¢ mojemu kochanemu m¦»owi Axelowi za pomoc
w utrzymywaniu motywacji do prowadzenia bada« nad chaosem, wiar¦ w sukces uko«cze-
nia tej rozprawy oraz podtrzymywanie na duchu w najgorszych momentach.

Agnieszka Jardin
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Nomenklatura

Oznaczena

ACu - wspóªczynnik temperaturowy miedzi,
Ac - staªa materiaªowa katody wn¦kowej,
Atol - wspóªczynnik przy doborze rozmiaru atraktora,
B - indukcja magnetyczna,
Br - warto±¢ pola magnetycznego,
Br,max - warto±¢ maksymalnego pola magnetycznego w pobli»u pªaszczyzny wylotowej
silnika,
C(R) - caªka korelacyjna,
cs - pr¦dko±¢ akustyczna jonów,
C(τ) - funkcja autokorelacji,
d - wymiar przestrzeni fazowej,
DA - wymiar atraktora,
DG - wymiar korelacyjny,
DET - determinizm,
DIV - dywergencja trajektorii przestrzeni fazowej,
e - elementarny ªadunek elektryczny,
E - nat¦»enie pola elektrycznego,
Ec - nat¦»enie pola elektrycznego na powierzchi katody,
Ej - energia jonu,
Ez - nat¦»enie pola elektrycznego w kierunku z,
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h - parametr Halla,
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Iinn - pr¡d cewki wewn¦trznej,
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Kurt - kurtoza,
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lmin - minimalna dªugo±¢ odcinka równolegªego do przek¡tnej i = j na RP,
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i,j - element tablicy RP,
RR - stopie« rekurencji,
Skew - sko±no±¢,
T - siªa ci¡gu,
Tcewka - temperatura cewki magnetycznej,
Te - temperatura elektronów,
Tlab - temperatura w laboratorium,
TREND - trend,
TT - czas puªapkowania, ±rednia dªugo±¢ odcinka pionowego na RP,
Tw - temperatura wkªadki,
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Vf - potencjaª pªywaj¡cy,
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vout - pr¦dko±¢ masy wyrzucanej przez nap¦d rakietowy,
Vp - potencjaª plazmy;
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Akronimy i skróty

BM - ang. Breathing Mode, tryb oddechowy,
CEX - ang. Charge EXchange, wymiana ªadunkowa,
EDI - ang. Electron Drift Instabilities, niestabilno±ci dryfu elektronowego,
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GIT - ang. Grid Ion Thruster, siatkowy silnik jonowy,
HEMPT - ang. High E�ciency Multistage Plasma Thruster, wysokowydajny wielostop-
niowy silnik plazmowy,
HET - ang. Hall E�ect Thruster, silnik Halla,
HIKHET - ang. High Impulse Krypton Hall E�ect Thruster (tytuª projektu ESA realizo-
wanego w IFPiLM), silnik z efektem Halla o wysokim impulsie wªa±ciwym operuj¡cy na
kryptonie,
IFPiLM - Instytut Fizyki Plazmy i Laserowej Mikrosyntezy,
KLIMT - ang. Krypton Large IMpulse Thruster (tytuª projektu ESA w ramach II kon-
kursu PECS realizowanego w IFPiLM), silnik o wysokim impulsie wªa±ciwym operuj¡cy
na kryptonie,
L-µPPT - ang. Liquid Micro Pulsed Plasma Thruster (tytuª projektu w ramach EC FP7
realizowanego w IFPiLM), impulsowy silnik plazmowy niewielkich rozmiarów dziaªaj¡cy
na paliwo ciekªe,
MPDT - ang. MagnetoPlasmaDynamic Thruster, silnik magnetoplazmadynamiczny,
PEEK - polieteroeteroketon,
PlaNS - Laboratorium Plazmowych Nap¦dów Satelitarnych,
PPS - franc. Propulseur à Plasma Stationnaire, stacjonarny nap¦d plazmowy, silnik Halla,
PPT - ang. Pulsed Plasma Thruster, plazmowy silnik impulsowy,
RP - ang. Recurrence Plot, wykres rekurencyjny,
RQA - ang. Recurrence Quanti�cation Analysis, analiza ilo±ciowa wykresu rekurencyj-
nego,
SEE - ang. secondary electron emission, emisja wtórna elektronów,
SERT-1 - ang. Space Electric Rocket Test, nazwa sondy testowej NASA,
SMART-1 - ang. Small Missions for Advanced Research in Technology 1, pierwsza ksi¦-
»ycowa misja ESA, bezzaªogowa sonda kosmiczna przeznaczona do testowania nowych
technologii,
SPD - ang. Symmetrized Dot-Pattern, symetryzowany wzór kropkowy,
SPT - ang. Stationary Plasma Thruster, stacjonarny silnik plazmowy z warstw¡ magne-
tyczn¡, silnik Halla,
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TAL - ang. Thruster with Anode Layer, silnik Halla z warstw¡ anodow¡,
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Rozdziaª 1

Wprowadzenie do bada«

Rozdziaª 1 stanowi wprowadzenie do tematyki zwi¡zanej z silnikami elektrycznymi, któ-
rych przykªad stanowi silnik Halla b¦d¡cy obiektem bada« tej pracy doktorskiej oraz
wprowadzenie do tematyki sond elektrycznych, których wybrane modele umo»liwiªy ze-
branie danych na potrzeby niniejszej rozprawy.

1.1 Nap¦dy elektryczne

Pierwszy podrozdziaª zostaª przeznaczony na zarys historyczny dotycz¡cy nap¦dów elek-
trycznych (EP, ang. electric propulsion), a w podrozdziale 1.1.2 przedstawiono przegl¡d
koncepcji takich nap¦dów, dziel¡c je na trzy grupy: elektrotermiczne, elektrostatyczne
i elektromagnetyczne. Podane przykªady maj¡ na celu uwidocznienie cech wspólnych
oraz uwydatnienie ró»nic mi¦dzy zasadami dziaªania jak i budow¡ poszczególnych typów.

W podrozdziale 1.1.3 omówiono podstawowe parametry, które s¡ przydatne do opisu
wydajno±ci silnika czy te» rozbie»no±ci wytwarzanej wi¡zki plazmowej. Dzi¦ki nim mo»na
nie tylko scharakteryzowa¢ dany silnik, ale i przeprowadzi¢ analiz¦ porównawcz¡ poszcze-
gólnych typów. Ponadto cz¦±¢ z tych parametrów b¦dzie pomocna przy próbie oceny jak
pojawienie si¦ zachowa« chaotycznych wpªywa na osi¡gi akceleratora.

Podstawy �zyczne dziaªania silnika Halla zostaªy podane w podrozdziale 1.1.4, gdzie
omówiono proces jonizacji oraz neutralizacji wi¡zki jonowej, a podrozdziaª 1.1.5 zawiera
opis kilku podstawowych typów oscylacji, które mog¡ si¦ pojawi¢ w pla¹mie wytwarzanej
przez ten silnik.

1.1.1 Zarys historyczny i przegl¡d najwa»niejszych misji

Gdy tylko pojawiªy si¦ mo»liwo±ci podró»y kosmicznych, nap¦d elektryczny byª rozwa-
»any jako aparatura sªu»¡ca do transportu w przestrzeni kosmicznej [52, 171]. Ju» w 1906
r. Goddard spekulowaª, »e przyspieszenie elektronów przez pole elektryczne mo»e by¢
wykorzystane do nap¦dzania statku kosmicznego, co zaowocowaªo w 1920 r. powsta-
niem patentu na pierwszy elektrostatyczny silnik jonowy [92]. Cioªkowski, któremu za-
wdzi¦cza si¦ pierwszy zaawansowany model uruchu rakiety kosmicznej uwa»aª, »e energia
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elektryczna mo»e by¢ wykorzystana w urz¡dzeniach rakietowych do wyrzucania cz¡stek
z du»¡ pr¦dko±ci¡ [232].

Pierwsze realistyczne koncepcje dotycz¡ce nap¦dów elektrycznych zostaªy zapropono-
wane przez Obertha w 1929 r. [178]. Cztery lata pó¹niej Glushko i in. [90] zbudowali
prototyp elektrycznego silnika w wersji elektrotermicznej i przetestowali go pod wzgl¦dem
siªy ci¡gu. Dziesi¦¢ lat pó¹niej Shepherd i Cleaver [212] przedstawili pierwsz¡ analiz¦ wy-
konalno±ci nap¦du elektrostatycznego sugeruj¡c konieczno±¢ u»ycia paliwa o du»ej masie
atomowej i podkre±laj¡c znaczenie neutralizacji wi¡zki.

Wszyscy wy»ej wymienieni konstruktorzy doszli jednak do wniosku, »e zbyt maªe przy-
spieszenie, które si¦ uzyskuje, rozstrzyga o niepraktyczno±ci zastosowa« silników elek-
trycznych. Jednak w 1951 r. Spitzer wykazaª, »e ju» niewielka warto±¢ przyspieszenia
wystarczy do nap¦dzania satelitów w przestrzeni kosmicznej. Rozpocz¡ª zatem komplek-
sowe i systematyczne badania nap¦dów elektrycznych, a w szczególno±ci silników jonowych
[218].

W nast¦pnych latach powstawaªy ró»ne koncepcje nap¦dów, które okazaªy si¦ na tyle
skuteczne, »e pozostaj¡ w u»yciu do chwili obecnej. Nale»¡ do nich np. silniki jonowe
bombardowane elektronami opracowane przez Kaufmana [127], silniki jonowe o cz¦sto-
tliwo±ci radiowej opracowane przez Löba [155] oraz silniki Halla (HET ang. Hall E�ect
Thruster), zwane równie» stacjonarnymi silnikami plazmowymi (SPT ang. Stationary
Plasma Thruster) lub silnikami z zamkni¦tym dryfem elektronowym, opracowane przez
Morozova [174].

Spo±ród licznych pomysªów dotycz¡cych nap¦dów elektrycznych dwa typy silników
okazaªy si¦ szczególne u»yteczne: silniki Halla oraz siatkowe silniki jonowe GIT (ang.
Grid Ion Thruster) [93]. Podczas gdy silniki Halla wydaj¡ si¦ najodpowiedniejsze do
klasycznych zastosowa«, takich jak stabilizacja orbity, ze wzgl¦du na ich wysoki stosunek
siªy ci¡gu do mocy elektrycznej, siatkowe silniki nadaj¡ si¦ bardziej do misji dªugotermi-
nowych ze wzgl¦du na ich wy»szy impuls wªa±ciwy, co umo»liwia dªu»sze czasy pracy przy
tej samej ilo±ci paliwa. Pomimo bardziej skomplikowanej �zyki, za silnikami Halla prze-
mawia jednak to, »e s¡ urz¡dzeniami du»o prostszymi technicznie i wymagaj¡ mniejszej
ilo±ci zasilaczy do dziaªania [93].

Obecnie silniki jonowe u»ywane s¡ jako podstawowe systemy nap¦dowe w kosmosie,
a ich rozwój naukowy i techniczny jest ukierunkowany przede wszystkim na optymalizacj¦
wydajno±ci. Post¦p in»ynierii kosmicznej zawsze byª odzwierciedleniem technicznych mo»-
liwo±ci danej epoki. Dzi¦ki zastosowaniu technologii póªprzewodników ogniwa sªoneczne
staªy si¦ znacznie wydajniejsze, co zaowocowaªo zwi¦kszeniem ilo±ci energii elektrycznej
dost¦pnej na satelicie i rozkwitem w dziedzinie nap¦dów elektrycznych. Do 2019 r. ponad
500 statków kosmicznych byªo wyposa»onych w silniki elektryczne. Ich chronologiczny
rozwój na przestrzeni ostatnich dziesi¦cioleci zostaª przedstawiony na Rysunku 1.1 [116].

Podstawowym parametrem opisuj¡cym ukªad nap¦dzaj¡cy rakiet¦ jest siªa ci¡gu. Po-
niewa» siªa ci¡gu T ukªadu nap¦dowego jest iloczynem pr¦dko±ci wyrzucanej masy vout
oraz masy zuzytego paliwa ṁ:

T = voutṁ, (1.1)
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Rysunek 1.1: Chronologiczne zestawienie silników elektrycznych wyniesionych na orbit¦ geosyn-
chroniczn¡ w latach 1981-2018. Kolorami wyró»niono poszczególne typy silników: arcjet, resistojet,
siatkowe silniki jonowe (GIT) oraz silniki Halla (HET). (Rysunek reprodukowany z [116].) Omówienie
poszczególnych typów silników znajduje si¦ w rozdziale 1.1.2.

to zwi¦kszenie pr¦dko±ci wyrzucanej masy pozwoli zaoszcz¦dzi¢ pewn¡ ilo±¢ paliwa przy
zachowaniu tej samej siªy ci¡gu. Poniewa» pr¦dko±ci w nap¦dach elektrycznych 10-krotnie
przewy»szaj¡ pr¦dko±ci uzyskiwane w nap¦dach chemicznych, to satelita nap¦dzany elek-
trycznie mo»e funkcjonowa¢ przy znacznie mniejszej ilo±ci paliwa. Po pierwsze prowadzi
to do ogromnego obni»enia kosztów, poniewa» du»e ilo±ci ci¦»kiego paliwa nie musz¡ by¢
wynoszone z Ziemi, a po drugie, zwi¦ksza si¦ ªadowno±¢, tj. satelita nap¦dzany elektrycz-
nie mo»e by¢ obci¡»ony przez znacznie wi¦kszy ªadunek ni» jego chemiczny odpowiednik.

Omówiona powy»ej zale»no±¢ wynika wprost z równania Cioªkowskiego:

md

m0

= exp

(
−∆v

vout

)
, (1.2)

gdzie md oznacza such¡ mas¦ nap¦du rakietowego (tj. mas¦ rakiety bez paliwa), m0

mas¦ caªkowit¡, ∆v zmian¦ pr¦dko±ci rakiety pod wpªywem wyrzucanego paliwa, a vout
pr¦dko±¢ wyrzucanych spalin [116].

W obszarze bada« nad nap¦dami chemicznymi od dziesi¦cioleci podejmuje si¦ szereg
wysiªków, aby znale¹¢ materiaªy o wystarczaj¡co wysokiej g¦sto±ci energii, które zapew-
niªyby wysokie pr¦dko±ci spalin. Jednak jedynie co do tej pory osi¡gni¦to to maksymalna
pr¦dko±¢ vout wynosz¡c¡ okoªo 5 km/s, podczas gdy dla nap¦du jonowego wynosi ona
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Rysunek 1.2: Schematy gªównych typów nap¦dów elektrycznych elektrotermicznych pokazane
w przekroju: a) resistojet, b) arcjet. (Szkice reprodukowane z [116] i przetªumaczone.)

40 km/s. Bior¡c pod uwag¦ fakt, »e obecnie ka»dy satelita wraz z paliwem musi zosta¢
wystrzelony w kosmos przez rakiet¡ o nap¦dzie chemicznym, u»ycie w kosmosie znacznie
bardziej efektywnego nap¦du elektrycznego staje si¦ wr¦cz konieczne, aby przedsi¦wzi¦cie
byªo w ogóle opªacalne [116].

Ze wzgl¦du na mo»liwo±¢ zastosowa« militarnych, intensywne badania nad silnikami
z zamkni¦tym dryfem elektronowym rozpocz¦to niezale»nie w ZSRR i USA ju» na po-
cz¡tku lat 60 [255]. Pierwsze wykorzystanie silników elektrycznych miaªo miejsce w 1964
r. i byªo koordynowane przez ameryka«sk¡ organizacj¦ NASA. Podczas misji suborbital-
nej o nazwie SERT-1 silniki jonowe zasilane rt¦ci¡ i cezem byªy testowane przez okoªo
30 minut. W tym samym roku Rosjanie wystrzelili sond¦ kosmiczn¡ Zond-2 wyposa»on¡
w sze±¢ impulsowych silników plazmowych [116].

Silnik Halla po raz pierwszy zostaª uruchomiony na pokªadzie rosyjskiego satelity me-
teorologicznego Meteor 1-10, wystrzelonego 29 grudnia 1971 r. [169, 174]. Do kontroli
orbity wykorzystane zostaªy dwa silniki SPT-60 dziaªaj¡ce z ksenonem [111]. Jednym
z bardziej znanych przykªadów wykorzystania silnika Halla byª jego udziaª w europejskiej
misji ksi¦»ycowej SMART-1 rozpoczetej w 2003 r. Podczas tej dwuletniej misji niewielki
statek kosmiczny o masie startowej 367 kg, zaprojektowany przez Swedish Space Coope-
ration, byª nap¦dzany przez pojedynczy ksenonowy silnik Halla PPS-1350 o sile ci¡gu
rz¦du 70 mN oraz impulsie wªa±ciwym na poziomie 1600 s [62].

1.1.2 Gªówne typy silników i rodzaje paliwa

Silniki elektrotermiczne W silnikach elektrotermicznych gaz p¦dny jest podgrzewany
elektrycznie, a siªa ci¡gu jest generowana poprzez termodynamiczne rozszerzanie si¦ gazu
i jego ucieczk¦ dysz¡ o odpowiedniej geometrii. Silniki tego typu s¡ proste w konstrukcji,
jednak nie s¡ w stanie zapewni¢ du»ych pr¦dko±ci wylotowych. Klasycznymi przedsta-
wicielami tego gatunku s¡ resistojet i arcjet, których schematy przedstawia Rysunek 1.2.
Pierwszy z silników zwi¦ksza pr¦dko±¢ spalin dzi¦ki omowemu grzaniu gazu przez element
elektryczny. W drugim gaz jest podgrzewany dzi¦ki zderzeniom z cz¡steczkami pocho-
dz¡cymi z wyªadowania ªukowego [116].
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Rysunek 1.3: Schematy gªównych typów nap¦dów elektrycznych elektrostatycznych pokazane
w przekroju: a) HET, b) GIT i c) HEMPT. (Szkice reprodukowane z [116], wprowadzono polskie
opisy.)

Silniki elektrostatyczne W silnikach elektrostatycznych do generacji siªy ci¡gu sto-
suje si¦ pole elektryczne. Przykªadem silnika elektrostatycznego jest silnik siatkowy GIT,
w którym procesowi jonizacji paliwa i jego przyspieszania przydzielone s¡ inne partie sil-
nika, tzn. plazma jest generowana w naczyniu wyªadowczym, a jony s¡ ekstrahowane
za pomoc¡ siatki. Silniki Halla1 lub wysokowydajne wielostopniowe silniki plazmowe
(HEMPT, ang. High E�ciency Multistage Plasma Thruster) nie potrzebuj¡ takiego roz-
dzielenia. Wykorzystuj¡ one bowiem topologi¦ skrzy»owanych pól elektrycznego i magne-
tycznego do generowania p¦tli pr¡dowych dla elektronów, zapewniaj¡c wysoce wydajn¡
jonizacj¦ paliwa w kanale wyªadowania. Natomiast przyspieszenie jonów nast¦puje bli-
sko uj±cia z tego kanaªu, o cylindrycznym ksztaªcie dla silnika HEMPT i pier±cieniowym
dla HET. Elektrony pochodz¡ce z katody s¡ przyci¡gane przez potencjaª anody, inicjuj¡
wyªadowanie plazmowe i podtrzymuj¡ je wewn¡trz kanaªu wyªadowania [138]. Katoda
mo»e by¢ umieszczona na zewn¡trz korpusu silnika lub by¢ centralnie zamontowana na
jego osi. Jej celem jest dostarczenie elektronów do wyªadowania plazmowego oraz neu-
tralizacja wi¡zki jonowej [34]. Anoda i wlot paliwa znajduj¡ si¦ po stronie zamkni¦tego

1Silniki Halla, wedle klasy�kacji podanej przez Goebla i Katza, s¡ okre±lane jako urz¡dzenia elektro-

statyczne a nie elektromagnetyczne, poniewa» jony s¡ przyspieszane przez przyªo»one pole elektryczne,

pomimo i» istnienie pola magnetycznego jest krytyczne dla caªego procesu [93].
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Rysunek 1.4: a) Zdj¦cie prototypu miniaturowego impulsowego silnika plazmowego na paliwo ciekªe
LµPPT (ang. Liquid Micro Pulsed Plasma Thruster) zaprojektowanego i zmontowanego w labora-
torium PlaNS. Pod numerem 1 znajduje si¦ elektroda gªówna, a pod numerem 2 jedna z baterii
kondensatora [16, 222]. b) Schemat generacji siªy ci¡gu w plazmowym silniku impulsowym.

ko«ca kanaªu. Gªówn¡ ró»nic¡ mi¦dzy tymi dwoma omawianymi rodzajami silników jest
zmienne pole magnetyczne, wyst¦puj¡ce w HEMPT, które poprawia puªapkowanie pla-
zmy, co w konsekwencji ma zapewnia¢ jej wy»sze g¦sto±ci w rejonie przyspieszania oraz
zmniejszy¢ erozj¦ ±cian [138]. Schematy silników elektrostatycznych znajduj¡ si¦ na na
Rysunku 1.3.

Istniej¡ dwa warianty silników Halla: silniki z warstw¡ magnetyczn¡, b¦d¡ce przed-
miotem bada« tej pracy doktorskiej oraz silniki z warstw¡ anodow¡ znane jako TAL (ang.
Thruster with Anode Layer). Gªówna ró»nica konstrukcyjna polega na tym, »e w silniku
z warstw¡ anodow¡ kanaª wyªadowania zostaª skrócony i zastosowano w nim przewodz¡ce
±ciany zamiast ceramicznych.

Silniki elektromagnetyczne W silnikach elektromagnetycznych tworzenie jonów oraz
ich przyspieszanie odbywa si¦ dzi¦ki silnemu sprz¦»eniu pola elektrycznego z magnetycz-
nym. Zatem w przeciwie«stwie do silników elektrostatycznych jonizacji i akceleracji nie
mo»na traktowa¢ jako procesów oddzielnych. Jednym z przykªadów silnika elektromagne-
tycznego jest plazmowy silnik impulsowy (PPT, ang. Pulsed Plasma Thruster). Przed-
stawiciel tego gatunku � miniaturowy prototyp LµPPT, przedstawiony na Rysunku 1.4
a), byª rozwijany w laboratorium PlaNS w latach 2013-2017 [16, 222]. Pole magnetyczne
w PPT jest generowane przez wyªadowanie ªukowe, co skutkuje przyspieszaniem cz¡stek
dzi¦ki sile Lorentza [116]:

→
FL=

→
j ×

→
B, (1.3)

gdzie wektor j oznacza g¦sto±¢ pr¡du pªyn¡cego w pla¹mie, a B indukcj¦ magnetyczn¡, co
schematycznie przedstawiono na Rysunku 1.4 b). Innym przykªadem silnika nale»¡cego do
tej grupy jest silnik magnetoplazmadynamiczny (MPDT, ang. MagnetoPlasmaDynamic
Thruster), który mo»na interpretowa¢ jako arcjet o znacznie wi¦kszej mocy, gdzie wyªa-
dowanie ªukowe ma tak wysok¡ intensywno±¢, »e gaz p¦dny jest nie tylko podgrzewany
termicznie, ale tak»e w pewnym stopniu jonizowany i przyspieszany przez pola elektroma-
gnetyczne towarzysz¡ce wyªadowaniu. Wad¡ silnika MPDT jest to, »e wysok¡ wydajno±¢
osi¡ga przy stosunkowo wysokim zu»yciu mocy elektrycznej; w przeciwnym razie pola
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Rysunek 1.5: Przekrój czynny na jonizacj¦ na skutek zderze« z elektronami [200].

generowane przez ªuk nie s¡ wystarczaj¡co intensywne, aby przyspieszy¢ paliwo [116].

Paliwa silników elektrycznych Ocena, czy dany materiaª nadaje si¦ na paliwo, jest
do±¢ zªo»onym zadaniem. Wa»nymi wªasno±ciami, które nale»y uwzgl¦dni¢ w przypadku
paliw atomowych s¡: masa atomowa, energia jonizacji i przekrój czynny na jonizacj¦,
a tak»e temperatura wrzenia [63]. Rysunek 1.5 przedstawia przekroje czynne na jonizacj¦
w zderzeniach z elektronami dla kilku gazów szlachetnych. Argon, krypton i ksenon wyka-
zuj¡ podobny ksztaªt krzywej jonizacji i s¡ znacznie efektywniejsze ni» hel i neon. Oprócz
rzeczywistej wielko±ci przekrojów ocenie nale»y równie» podda¢ energi¦ jonizacji. Pod
tym wzgl¦dem gazy szlachetne s¡ gorsze ni» paliwa cz¡steczkowe, poniewa» wypeªniona
powªoka atomowa okazuje si¦ szczególnie stabilna. Atomy zbli»one struktur¡ do gazu szla-
chetnego, takie jak metale alkaliczne czy halogeny, mog¡ ulega¢ jonizacji podczas zderze«
z elektronami o znacznie ni»szych energiach, ale z tego samego powodu substancje te s¡
bardzo reaktywne chemicznie, co mo»e prowadzi¢ do niepo»¡danych interakcji materiaªo-
wych.

W ostatnich latach przebadano szereg ró»nych pierwiastków i zwi¡zków chemicznych
pod wzgl¦dem ich przydatno±ci w charakterze paliwa. Obiecuj¡cym kandydatem oka-
zaª si¦ jod, który do pewnego progu przepªywu masowego wykazuje podobne wydajno±ci
do ksenonu [116]. Jednak ze wzgledu na jego reaktywno±¢ wokóª satelity wytwarza si¦
atmosfera jodowa, która pozostaje w kontakcie z materiaªami u»ytymi do budowy sate-
lity, daj¡c mo»liwo±¢ zaj±cia reakcji chemicznych. Chocia» wysoka korozyjno±¢ wymusza
równie» stworzenie specjalnych warunków umo»liwiaj¡cych przeprowadzenie testów labo-
ratoryjnych, niedogodno±¢ t¡ udaªo si¦ niedawno pokona¢, co zaowocowaªo powstaniem
komercyjnych jonowych silników Halla [116, 190].

Obecnie trwaj¡ równie» prace nad zupeªnie odmiennym rozwi¡zaniem, przeznaczonym
jednak tylko dla misji wokóª planet z atmosfer¡. Chodzi o stworzenie silników jonowych,
które uzupeªniaªyby paliwo w swoim zbiorniku, wykorzystuj¡c gaz resztkowy z otoczenia,
który wytwarza siª¦ oporu dziaªaj¡c¡ na satelicie, spr¦»a¢ go i wykorzystywa¢ jako pa-
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liwo. Co wa»ne, taka mo»liwo±¢ tankowania wydªu»yªaby czas pracy satelity, co z kolei
korzystnie wpªyn¦ªoby na rosn¡cy problem kosmicznych ±mieci.

W obecnym czasie ksenon jest rutynowo wykorzystywanym materiaªem nap¦dowym.
Po pierwsze jest on gazem chemicznie oboj¦tnym, a zatem minimalizuje zarówno zanie-
czyszczenie statku kosmicznego, jak i ±rodowiska. Po drugie u»ycie ksenonu pozwala
uzyska¢ nisk¡ mas¦ zbiornika pod ci±nieniem, ze wzgl¦du na wysok¡ g¦sto±¢ w temperatu-
rze otoczenia i, w porównaniu z innymi gazami oboj¦tnymi, umiarkowane ci±nienie. Nie
gromadzi si¦ te» on na elementach statku kosmicznego. Poza tym ksenon charakteryzuje
si¦ nisk¡ energi¡ jonizacji (12.1 eV w porównaniu z kryptonem 14.0 eV ), jak i wysok¡ mas¡
atomow¡ (131.3 u w porównaniu z kryptonem 83.3 u) [255]. Chcia» na korzy±¢ ksenonu
przemawia wiele czynników, cena tego gazu szlachetnego jest bardzo wysoka, a i wobec
rosn¡cego popytu na podró»e kosmiczne jego ilo±¢ wkrótce nie wystarczy � zawarto±¢
ksenonu w powietrzu wynosi zaledwie 400 ppb. Poszukiwanie ªatwo dost¦pnych, wydaj-
nych i opªacalnych alternatyw dla ksenonu staªo si¦ zatem podstawowym przedmiotem
zainteresowania w dziedzinie nap¦dów elektrycznych [116].

Tak jak i w przypadku silników badanych w niniejszej rozprawie doktorskiej, cz¦sto
obieran¡ alternatyw¡ dla ksenonu staje si¦ krypton, który wyst¦puje w ziemskiej atmos-
ferze okoªo dziesi¦ciokrotnie cz¦±ciej, co obni»a jego cen¦. Jednak z �zycznego punktu
widzenia konieczne staje si¦ zwi¦kszenie mocy strumienia wi¡zki jonów Pjet, tj. mocy elek-
trycznej potrzebnej do wytworzenia tego samego ci¡gu poprzez akceleracj¦ jonów [116]:

Pjet,Kr = Pjet,Xe ·
√
mi,Xe

mi,Kr

≈ 1.25 · Pjet,Xe, (1.4)

gdziemi,Kr imi,Xe oznaczaj¡ odpowiednio masy jonu kryptonu i ksenonu. Chocia» zgodnie
z równaniem 1.4 pobór mocy jest o 25 % wy»szy dla kryptonu ni» dla ksenonu, mo»na
przypuszcza¢, »e je±li na satelicie dost¦pna b¦dzie wystarczaj¡ca moc elektryczna, krypton
rzeczywi±cie stanie si¦ odpowiedni¡, ta«sz¡ alternatyw¡ dla ksenonu. Oprócz wzrostu
mocy, istniej¡ te» inne czynniki, które nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ ze wzgl¦du na ró»ne
energie jonizacji, przekroje czynne na jonizacj¦ i wzbudzenia, a tak»e wªa±ciwo±ci samego
przepªywu [116].

Istniej¡ argumenty za tym, »e wydajno±¢ silnika kryptonowego mo»e by¢ porówny-
walna z wydajno±ci¡ silnika ksenonowego, je±li masowe nat¦»enie przepªywu Kr b¦dzie
zwi¦kszone [136, 153], gdy» wi¦ksza g¦sto±¢ kryptonu w kanale wyªadowania jest w sta-
nie skompensowa¢ jego ni»szy przekrój czynny na jonizacj¦ i poprawi¢ wykorzystanie
masy gazu. Wzrost mocy elektrycznej Pjet zapewniony jest przez wzrost pr¡du wyªado-
wania, który powoduje wzrost nagrzewania Joule'a i b¦dzie prowadziª do zwi¦kszonych
obci¡»e« cieplnych silnika. W HET bez aktywnego systemu chªodzenia jedynym sposo-
bem na odprowadzenie nadmiernego ciepªa Joule'a jest promieniowanie. Energia cieplna
z wn¦trza silnika musi zosta¢ przekazana na odpowiednie powierzchnie promieniuj¡ce.
Skuteczne zapewnienie tego transferu byªo jednym z gªównych wyzwa« projektu KLIMT
(ang. Krypton Large IMpulse Thruster) realizowanego w IFPiLM w latach 2013-2016, dla
którego uzyskano saturacj¦ temperaturow¡ [221].
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1.1.3 Podstawowe parametry charakteryzuj¡ce silnik

Przy planowaniu misji kosmicznej o wyborze odpowiedniego typu silnika decyduj¡ dwa
kryteria. Pierwszym z nich jest moc elektryczna dost¦pna na satelicie, a tym samym
stosunek siªy ci¡gu do mocy zasilacza. Poniewa» wi¦ksza siªa ci¡gu przy zachowaniu tej
samej mocy oznacza szybsze podró»e w kosmosie, moc okre±la efektywno±¢ czasow¡. Dru-
gim kryterium jest warto±¢ impulsu wªa±ciwego Isp zwi¡zanego z mo»liw¡ do osi¡gni¦cia
zmian¡ p¦du ∆p w stosunku do wyrzucanej masy ∆m. Impuls wªa±ciwy odpowiada gene-
rowanej sile ci¡gu T podzielonej przyspieszenie grawitacyjne g ≈ 9.807 m/s2 i przez tzw.
wydatek masowy oznaczaj¡cy nat¦»enie przepªywu gazu ṁ. Mo»na go równie» wyrazi¢
przez pr¦dko±¢ przyspieszanych cz¡stek vout podzielon¡ przez g. Impuls wªa±ciwy przy
staªej warto±ci ci¡gu i przy staªym nat¦»eniu przepªywu paliwa wynosi:

Isp =
∆p

∆mg
=

T

ṁg
=
vout
g
. (1.5)

Dla wszystkich silników jonowych przy zaªo»eniu, »e wi¡zka plazmowa jest jednokie-
runkowa i skªada si¦ z jonów monoenergetycznych, prawdziwy jest równie» wzór [93]:

Isp =
vi
g

ṁi

ṁ
, (1.6)

gdzie ṁi oznacza wydatek masowy jonów, ṁ ilo±¢ pobieranego paliwa, a vi pr¦dko±¢
jonów.

Wysokie warto±ci Isp oznaczaj¡, »e do otrzymania tej samej siªy ci¡gu mo»na u»y¢
mniejszej ilo±ci paliwa. Zatem impuls wªa±ciwy okre±la wydajno±¢ silnika pod wzgl¦dem
masy paliwa. Niestety wysokim warto±ciom impulsu towarzyszy wy»szy pobór mocy elek-
trycznej, czyli stosunek siªy ci¡gu do mocy elektrycznej ulega zmniejszeniu. Wybór od-
powiedniego ukªadu nap¦dowego jest zatem zawsze kompromisem mi¦dzy dost¦pn¡ moc¡
elektryczn¡ a ilo±ci¡ paliwa, które mo»na przetransportowa¢. W przypadku wysokich
warto±ci Isp moc elektryczna jest okre±lana gªównie poprzez moc strumienia wi¡zki jonów
dan¡ wzorem:

Pjet =
1

2
ṁv2

out. (1.7)

Wykorzystuj¡c wzór na siª¦ ci¡gu 1.1 oraz wzór na impuls wªa±ciwy 1.5, moc strumienia
mo»na zapisa¢ równie» jako:

Pjet =
T 2

2ṁ
, (1.8)

z czego wynika, »e zwi¦kszenie siªy ci¡gu bez zwi¦kszenia nat¦»enia przepªywu gazu spo-
woduje wzrost mocy strumienia wi¡zki jonów. Moc strumienia jest powi¡zana z impulsem
wªa±ciwym relacj¡ Pjet ∝ I2

sp, ponadto ª¡cz¡c wzory 1.5 i 1.7 otrzyma si¦ kolejn¡ zale»no±¢:

Pjet =
TIspg

2
. (1.9)

Nat¦»enie przepªywu jonów jest zwi¡zane z pr¡dem wi¡zki jonowej Ii relacj¡:

ṁi =
IiM

e
, (1.10)
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gdzie M oznacza mas¦ atomow¡ u»ytego gazu, a e elementarny ªadunek elektryczny.
Przyjmuj¡c, »e pr¦dko±¢ jonów vi jest du»o wi¦ksza ni» cz¡stek pozbawionych ªadunku,
których niewielka ilo±¢ równie» opuszcza silnik, siª¦ ci¡gu mo»na przedstawi¢ jako:

T = vout
dm

dt
≈ viṁi. (1.11)

Ze wzgl¦du na to, »e siªa ci¡gu jest generowana gªównie przez ilo±¢ przyspieszanych
jonów ṁi, wprowadzono wydajno±¢ ich masowego wykorzystania ηm, tj. proporcj¦ emito-
wanych jonów w stosunku do caªo±ci paliwa ṁ:

ηm =
ṁi

ṁ
, (1.12)

co w przypadku jednokrotnie zjonizowanych atomów przybiera posta¢:

ηm =
Ii
e

M

ṁ
. (1.13)

Sprawno±¢ ηm jest proporcjonalna do masy jonów i pr¡du jonowego, poniewa» te czynniki
dominuj¡ w wytwarzaniu siªy ci¡gu.

Sprawno±¢ elektryczna:

ηe =
Pjet
Pin

, (1.14)

stanowi stosunek mocy strumienia wi¡zki jonów Pjet do caªkowitej mocy wej±ciowej do-
starczanej do silnika Pin.

Poniewa» w silnikach Halla jony s¡ przyspieszane dzi¦ki ustalonemu napi¦ciu wyªado-
wania Ud, ich pr¦dko±¢ okre±lona jest zale»no±ci¡:

v2
out =

2eUd
M

. (1.15)

Podstawiaj¡c powy»sze równania do równania 1.7 mo»na zauwa»y¢, »e moc strumienia
okre±la prosta zale»no±¢ Pjet = UdIi.

Koszt produkcji jonów wyra»a si¦ jako stosunek mocy sªu»¡cej do ich produkcji i pr¡du
przez nie wytworzonego:

ηd =
Pin
Ii
. (1.16)

W przeciwie«stwie do wi¦kszo±ci pozostaªych typów wydajno±ci, po»¡dana jest jak naj-
mniejsza warto±¢ ηd, poniewa» oznacza ona utrat¦ wkªadanej mocy. Minimalny koszt
produkcji jonów jest okre±lony przez energi¦ jonizacji paliwa i w silnikach jonowych wy-
nosi zwykle kilkaset eV na jon.

Je±li pominie si¦ wkªad niezjonizowanych cz¡stek neutralnych w produkcj¦ ci¡gu, caª-
kowita sprawno±¢ silnika ηT b¦dzie okre±lona równaniem 1.14. Wygodnie jest j¡ równie»
wyrazi¢ za pomoc¡ siªy ci¡gu, przepªywu masowego paliwa i caªkowitej mocy wej±ciowej:

ηT =
T 2

2ṁPin
. (1.17)
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W silnikach typu Halla gaz jest doprowadzany niezale»nie do kanaªu wyªadowania i do
zewn¦trznej katody. Zatem:

ṁ = ṁa + ṁc, (1.18)

gdzie ṁa jest nat¦»eniem przepªywu gazu podawanego od strony anody, a ṁc katody.
Poniewa» strumie« gazu katodowego jest podawany na zewn¡trz obszaru jonizacji jest on
w du»ej mierze tracony. W zwi¡zku z powy»szym wydajno±¢ gazow¡ de�niuje si¦ jako
[93]:

ηp =
ṁa

ṁ
=

ṁa

ṁa + ṁc

. (1.19)

Wydajno±¢ silnika Halla jest te» wyra»ana za pomoc¡ tzw. wydajno±ci anodowej:

ηa =
1

2

T 2

ṁaPd
, (1.20)

gdzie Pd oznacza moc wyªadowania równ¡ iloczynowi pr¡du wyªadowania Id i napi¦cia
wyªadowania Ud. Wzór ten opisuje podstawowe osi¡gi silnika bez uwzgl¦dnienia skut-
ków przepªywu gazu z katody i bez uwzgl¦dnienia mocy wykorzystywanej do generowania
pola magnetycznego czy podtrzymywania pracy katody. Zwykle ma to na celu oddzielenie
strat katodowych i magnetycznych, aby mo»na byªo dostrzec trendy w mechanizmach wy-
twarzania plazmy i przyspieszania [93]. Dzi¦ki powy»szemu równaniu mo»na w wygodny
sposób porówna¢ wydajno±ci ró»nych typów silników.

Siªa ci¡gu dla pojedynczo zjonizowanego gazu roboczego jest proporcjonalna do pr¡du
wi¡zki i pierwiastka kwadratowego z napi¦cia przyspieszaj¡cego:

T =

√
2M

e
Ii
√
Ud. (1.21)

Powy»sze równanie stanowi podstawowe równanie na siª¦ ci¡gu, które stosuje si¦
w przypadku jednokierunkowej, pojedynczo zjonizowanej, monoenergetycznej wi¡zki jo-
nów. Aby uwzgl¦dni¢ rozbie»no±¢ wi¡zki oraz obecno±¢ cz¡stek wielokrotnie naªadowa-
nych, które stanowi¡ do 20 % produkowanych jonów [93], równanie to nale»y zmody-
�kowa¢. Korekta siªy ci¡gu ze wzgl¦du na rozbie»no±¢ wi¡zki jest prosta, gdy wi¡zka
rozchodzi si¦ równomiernie po wyj±ciu z silnika, tzn. gdy pro�l g¦sto±ci jonów pozostaje
staªy. W przypadku silników o cylindrycznej lub pier±cieniowej budowie kanaªu wyªa-
dowania wspóªczynnik korekty ma bardziej rozbudowan¡ form¦. Druga przedstawiona
w tym podrozdziale poprawka zastosowana do równania 1.21 b¦dzie cz¦±ciowo uwzgl¦d-
niaªa obecno±¢ jonów o wielokrotnym ªadunku.

Przy obliczeniach caªkowitego pr¡du jonowego Ii na ogóª zakªada si¦, »e wi¡zka jest
symetryczna osiowo wokóª osi z stanowi¡cej o± wylotu silnika (patrz Rysunek 1.6), gdzie
o± obrotu sondy jest osi¡ x. Sonda porusza si¦ po ªuku o staªej warto±ci promienia R, a ko-
lektor jest skierowany do centrum silnika we wszystkich ustawieniach k¡towych pomiaru.
Taki sposób zbierania danych pozwala zbada¢ symetri¦ wi¡zki plazmowej w przemiatanej
pªaszczy¹nie [34].
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Rysunek 1.6: a) Schemat zbierania pro�lu pr¡du jonowego dzi¦ki sondzie umieszczonej na obroto-
wym ramieniu diagnostycznym [34]. b) Zdj¦cie zrobione w laboratorium PlaNS przedstawiaj¡ce rami¦
obrotowe ustawione pod k¡tem 30◦ w stosunku do osi centralnej silnika Halla, na którym zamonto-
wano sondy elektryczne.

Poniewa» rozbie»no±¢ wi¡zki jonów ma zwi¡zek z utrat¡ p¦du w kierunku osiowym
silnika, straty w sile ci¡gu mo»na szacowa¢ na jej podstawie:

Sθ = πR2

∫ 90◦

−90◦
ji(θ) |sin θ| cos θdθ

Ii
, (1.22)

gdzie ji(θ) jest lokaln¡ g¦sto±ci¡ pr¡du jonowego zmierzon¡, gdy sonda znajdowaªa si¦
pod katem θ od osi silnika.

Wydajno±¢ ze wzgl¦du na rozbie»no±¢ wi¡zki de�niuje si¦ nast¦puj¡co [34]:

ηθ = 〈cos θ〉2 = S2
θ . (1.23)

Gdy silnik Halla pracuje przy wy»szych poziomach mocy, czyli przy zwi¦kszonym
przepªywie masowym oraz wy»szym napi¦cu wyªadowania (Ud ponad 300 V ), to generuje
znaczn¡ liczb¦ wielokrotnie zjonizowanych atomów gazu. Jony te maj¡ wpªyw na wydaj-
no±¢ urz¡dzenia [93]. Je±li wi¡zka zawiera zarówno atomy zjonizowane pojedynczo, jak
i podwójnie, to caªkowity pr¡d wi¡zki wyniesie:

Ii = Ii,+ + Ii,++, (1.24)

gdzie Ii,+ to pr¡d jonowy pochodz¡cy od cz¡stek naªadowanych pojedynczo, a Ii,++ od
cz¡stek naªadowanych podwójnie. Poniewa» caªkowita siªa ci¡gu wytwarzana z udziaªem
jonów obu rodzajów jest sum¡ ci¡gu generowanego przez ka»dy z nich, mo»na j¡ zapisa¢
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w postaci [93]:

T = Ii,+

√
2MUd
e

+ Ii,++

√
MUd
e

= Ii,+

√
2MUd
e

(
1 +

1√
2

Ii,++

Ii,+

)
. (1.25)

Wspóªczynnik korekty siªy ci¡gu w obecno±ci podwójnie zjonizowanych atomów jest
okre±lony przez stosunek równa« 1.25 i 1.21, gdzie pr¡d wi¡zki w równaniu 1.21 jest
podany przez równanie 1.24:

Si,+,++ =
Ii,+ + 1√

2

Ii,++

Ii,+

Ii,+ + Ii,++

=
1 + 0.707

Ii,++

Ii,+

1 +
Ii,++

Ii,+

. (1.26)

Stosunek Ii,++/Ii,+ mo»na wyznaczy¢ za pomoc¡ bada« spektroskopowych lub ewentual-
nie przyj¡¢ orientacyjn¡ warto±¢ procentow¡ zale»n¡ od przykªadanego napi¦cia. Podobny
wspóªczynnik koryguj¡cy mo»na wyprowadzi¢ dla jonów o wy»szym stopniu jonizacji, ale
przewa»nie si¦ tego nie robi, gdy» ich liczba jest stosunkowo niewielka w wi¦kszo±ci siat-
kowych silników jonowych oraz Halla [93].

W celach pogl¡dowych na ko«cu tego podrozdziaªu umieszczono Tabel¦ 1.1. Przed-
stawia ona zakresy parametrów charakteryzuj¡cych nap¦dy omówione w rozdziale 1.1.2
oraz rodzaje stosowanych paliw. Dodatkowo podane zostaªy tutaj gªówne wady i zalety
poszczególnych typów silników.

Resistojet Arcjet GIT HET/HEMPT PPT MPDT

T [mN] 0.5 - 6000 50 - 6800 0.01 - 750 0.01 - 2000 0.05 - 10 0.001 - 2000

Isp [s] 150 - 850 130 - 2200 1500 - 10000 600 - 3000 1400 - 2700 200 - 3200

ηe [%] 30 - 110 25 - 60 30 - 90 20 - 70 5 - 30 20 - 70

T/P 450 - 700 150 - 600 20 - 250 150 - 300 50 - 200 150 - 500

[mN/kW]

Paliwo NH3, X2, NH3, X2, Xe, Kr, Xe, Kr, PTFE Ar, Xe

He, Xe, N2 He, N2 Ar, Bi Ar, I2 H2, Li

hydrazyna hydrazyna I2, H2O

Wady bardzo niskie niskie T , dywergencja niskie wymagana

niskie ηe du»a wi¡zki, ηe wysoka moc,

Isp zªo»ono±¢ erozja kanaªu krótka

»ywotno±¢

Zalety maªa wysokie wysokie wysokie paliwo wysokie

zªo»ono±¢ T Isp i ηe T/P staªe Isp i ηT

Tabela 1.1: Charakterystyka gªównych typów silników o nap¦dzie elektrycznym. Sprawno±¢ ηe
zostaªa okre±lona poprzez równanie 1.14. (Dane zaczerpni¦to z artykuªu [116].)
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1.1.4 Podstawy �zyczne dziaªania silników Halla

Chcia» zasada dziaªania silników Halla wydaje si¦ stosunkowo prosta, kryj¡ca si¦ za ni¡
�zyka jest bardzo skomplikowana i nieliniowa. Powód le»y w zªo»onym transporcie elektro-
nów w poprzek pola magnetycznego i jego sprz¦»eniu z polem elektrycznym oraz g¦sto±ci¡
neutralnych atomów gazu. Poza tym wytworzenie silnego pola elektrycznego w plazmie
quasi-neutralnej jest sporym wyzwaniem, ze wzgl¦du na ró»nego typu niestabilno±ci utrud-
niaj¡ce puªapkowanie elektronów. Ponadto na transport elektronów w kierunku anody
maj¡ istotny wpªyw ich oddziaªywania ze ±ciankami. Charakterystyka silnika zale»y zatem
od nie w peªni poznanych wªa±ciwo±ci materiaªowych tych ±cian (wtórnej emisji elektro-
nów, chropowato±ci powierzchni itp.) [24].

W silniku Halla, którego schemat przedstawiono na Rysunku 1.3, jony dodatnie po-
wstaj¡ce w wyniku zderze« z elektronami s¡ ekstrahowane z plazmy i przyspieszane przez
lokalne pole elektryczne ustalaj¡ce si¦ w kanale w wyniku przyªo»enia staªego napi¦cia
mi¦dzy anod¡ i katod¡ [93]. Elektrony s¡ dostarczane zarówno na skutek zderze« joni-
zacyjnych jak i dzi¦ki zewn¦trznej katodzie. Na skutek sªabego oddziaªywania z polem
magnetycznym trajektorie jonów s¡ z dobrym przybli»eniem prostoliniowe. Natomiast
elektrony, ze wzgl¦du na bardzo maª¡ mas¦, zostaj¡ uwi¦zione przez pole magnetyczne,
a ich trajektorie wyznacza pr¦dko±¢ dryfu w kierunku E ×B (schemat powstania bariery
magnetycznej przedstawia Rysunek 1.7). Lokalna warto±¢ promienia Larmora elektronu
jest znacznie mniejsza ni» dªugo±¢ strefy jonizacyjno-akceleracyjnej oraz odlegªo±¢ mi¦dzy
±cianami kanaªu [24]. �adunek przyspieszonych jonów opuszczaj¡cych silnik jest neutrali-
zowany przez elektrony produkowane przez katod¦ (zatem silnik opuszcza quasi-neutralna
wi¡zka plazmy).

Schwytane przez pole magnetyczne B elektrony mog¡ przemieszcza¢ si¦ w kierunku
anody jedynie dzi¦ki dryfowi zapewnionemu przez zderzenia z innymi cz¡stkami (gªów-
nie neutralnymi atomami) lub ze ±cianami kanaªu wyªadowania a tak»e dzi¦ki mikro-
niestabilno±ciom plazmy (transport anomalny) [24]. Ze wzgl¦du na skuteczne dziaªa-
nie silników Halla wa»ne jest aby strumie« elektronów generowany w kierunku E × B

(tzw. strumie« Halla) byª znacznie wi¦kszy ni» strumie« elektronów w kierunku anody:
Γe,E×B � Γe,E.

Poniewa» katoda jest ekranowana przez uwi¦zione elektrony, najwi¦ksza warto±¢ spad-
ku potencjaªu mi¦dzy elektrodami silnika wyst¦puje u uj±cia z kanaªu. Jest to równie»
miejsce gwaªtownego przyspieszania jonów. Pole magnetyczne jest gªównie radialne w re-
jonie biegunów magnetycznych i osi¡ga maksimum warto±ci w pobli»u pªaszczyzny wyloto-
wej kanaªu, a jego warto±¢ zanika przy anodzie (patrz Rysunek 1.8 a)) [175]. W obszarze
maksymalnego poprzecznego pola magnetycznego, na skutek efektu Joule'a, elektrony
maj¡ wy»sz¡ temperatur¦ i nat¦»enie jonizacji wzrasta. Zmniejszony strumie« elektro-
nów ~Γe,E i ich wysoka temperatura w obszarze silnego pola magnetycznego powoduj¡,
»e osiowe pole elektryczne równie» osi¡ga maksimum w pobli»u pªaszczyzny wyj±ciowej.
Poniewa» wi¦kszo±¢ gazu zostaje zjonizowana, g¦sto±¢ gazu oboj¦tnego w tym rejonie jest
bardzo maªa [24]. Jak pokazano na Rysunku 1.8 b) obszary jonizacji i przyspieszenia s¡
nieco przesuni¦te wzgl¦dem siebie, co prowadzi do dyspersji pr¦dko±ci jonów i rozbie»no±ci
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Rysunek 1.7: a) Schemat powstania bariery magnetycznej. b) Schemat powstania dryfu elektronów
w kierunku E ×B. (Schematy reprodukowane z [24] i przetªumaczone.)

Rysunek 1.8: a) Pro�l radialnego pola magnetycznego Br oraz osiowego pola elektrycznego Ex
wzdªu» kanaªu wyªadowania. b) Pro�l wydajno±ci jonizacji i przyspieszania. Biaªe prostok¡ty oznaczaj¡
±ciany kanaªu wyªadowania, a czarne anod¦. (Pro�le reprodukowane z [24].)

k¡towej wi¡zki plazmowej [93].
Intensywno±¢ i pro�l pola magnetycznego, które kontroluj¡ wzgl¦dne poªo»enia ob-

szarów jonizacji i przyspieszenia, musz¡ zosta¢ zoptymalizowane, aby zapewni¢ wydajn¡
ekstrakcj¦ jonów z kanaªu silnika. Podczas bada« nale»y pami¦ta¢, »e zwi¦kszenie wy-
datku masowego gazu doprowadzi do wzrostu cz¦stotliwo±ci zderze« z elektronami, a za-
razem zwi¦kszy cz¦stotliwo±¢ aktów jonizacji, a zmiana topogra�i pola magnetycznego
b¦dzie wpªywa¢ na obj¦to±¢ i poªo»enie strefy jonizacyjnej oraz ruchliwo±¢ elektronów
w kierunku ±cian kanaªu wyªadowania. Zatem odpowiednio dobrana topogra�a pola ma-
gnetycznego potra� wzmocni¢ puªapkowanie elektronów w stre�e jonizacji i zmniejszy¢
przewodno±¢ przy±cienn¡.

Poniewa» temperatura elektronowa Te jest w silnikach Halla na poziomie 10 eV , a kon-
centracja elektronowa ne wynosi okoªo 1010 cm−1, mo»na oszacowa¢ typow¡ dªugo±¢ ekra-
nowania Debye'a [59]:

λD =

√
ε0kBTe
e2ne

≈ 0.74× 10−4 m, (1.27)

gdzie ε0 oznacza przenikalno±¢ elektryczn¡ pró»ni, kB staª¡ Boltzmanna, a e ªadunek
elektronu.
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Na klasyczny transport zderzeniowy elektronów w obecno±ci sprz¦»onych pól E ×
B (patrz Rysunke 1.9 a)) mo»na spojrze¢ poprzez równanie p¦du elektronu w plazmie
jednorodnej [24]:

− e

me

[
→
E +

→
ve ×

→
B]− νe

→
ve=

→
0 , (1.28)

gdzie me jest mas¡ elektronu,
→
ve ±redni¡ pr¦dko±ci¡ elektronów, a νe ich cz¦stotliwo±ci¡

zderze«. Przyjmuj¡c, »e jednowymiarowe pole elektryczne E jest skierowane wzdªu» osi
x, a indukcja magnetyczna B w kierunku y (co odpowiada dryfowi E ×B w kierunku z)
odpowiednie pr¦dko±ci wynios¡ [24]:

vx = − eE

meνe

1

1 + h2
, (1.29)

vz = − eE

meνe

h

1 + h2
, (1.30)

gdzie h = Ωe/νe jest tzw. parametrem Halla, a Ωe = eB/me cz¦stotliwo±ci¡ cyklotronow¡
elektronu. Dla νe � Ωe (co jest prawd¡ w obszarze przyspieszenia w silnikach Halla,
gdzie parametr h jest wi¦kszy ni» 103), skªadowe pr¦dko±ci elektronu równolegªe do pola
elektrycznego i do kierunku E ×B mo»na wyrazi¢ w przybli»eniu [24]:

vx = vE ≈ −
1

h

E

B
, (1.31)

vz = vE×B ≈
E

B
. (1.32)

W przypadku braku pola magnetycznego ruchliwo±¢ elektronów w kierunku anody
równolegªa do pola elektrycznego wyra»a si¦ wzorem:

µe,E =
∣∣∣vx
E

∣∣∣ =
e

meνe
, (1.33)

a w obecno±ci pola magnetycznego ruchliwo±¢ ta jest silnie zmniejszona (podzielona przez
wspóªczynnik 1 + h2 ≈ h2):

µe,E =
1

Bh
. (1.34)

Klasyczny transport zderzeniowy pomi¦dzy elektronami i atomami omówiony powy»ej
nie jest jednak wystarczaj¡cy do wyja±nienia transportu elektronów w kierunku anody,
poniewa» w silnikach Halla powa»ny wkªad wnosi rozpraszanie elektronów na ±cianach ka-
naªu prowadz¡ce do transportu przy±ciennego. Efektywno±¢ rozpraszania zale»y mi¦dzy
innymi od stanu chropowato±ci powierzchni i w du»ym stopniu od emisji wtórnej elek-
tronów ze ±ciany (SEE, ang. secondary electron emission). Drugim istotnym czynnikiem
jest transport anomalny elektronów uwarunkowany obecno±ci¡ mikro-niestabilno±ci i tur-
bulencji w plazmie � w tym przypadku ruchliwo±¢ elektronów szacuje sie przez wyra»enie
proporcjonalne do 1/B, a nie do 1/B2 jak w przypadku transportu klasycznego [24]. Nie
wiadomo, który z mechanizmów rozpraszania elektronów dominuje w poszczególnych kon-
�guracjach silników i w jakich warunkach pracy. Opracowanie w peªni spójnych modeli
pozwalaj¡cych przewidywa¢ zachowania silników Halla jest zatem bardzo trudne [24].
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Rysunek 1.9: a) Schemat obrazuj¡cy kierunek pr¡du Halla E × B w kon�guracji o zamkni¦tym
dry�e. Na rysunku zazaczono radialne pole magnetyczne. b) Przykªady trajektorii elektronów uzyskane
przez Boeufa dzi¦ki scaªkowaniu równa« ruchu modelu hybrydowego (do zderze« zastosowano metod¦
Monte Carlo, przy zaªo»eniu staªej oboj¦tnej g¦sto±ci atomowej) [24].

Promie« cyklotronowy elektronu re musi by¢ mniejszy ni» dªugo±¢ obszaru jonizacji L,
liczonej wzdªu» osi kanaªu wyªadowania, aby ruchliwo±¢ elektronów w kierunku anody byªa
zmniejszona. Jest to dªugo±¢, na której pole elektryczne i magnetyczne s¡ skrzy»owane i na
której dochodzi do jonizacji. Szeroko±¢ obszaru jonizacji jest natomiast równa szeroko±ci
kanaªu silnika. Zakªadaj¡c, »e pr¦dko±¢ elektronów charakteryzuje ich pr¦dko±¢ termiczna
ve, ich promie« Larmora wyniesie [93]:

re =
ve
Ωe

=
1

B

√
8

π

me

e
Te � L, (1.35)

gdzie Te to temperatura elektronów wyra»ona w eV .
Elektrony wielokrotnie okr¡»aj¡ linie pola, zanim nast¡pi zderzenie z atomem oboj¦t-

nym lub jonem. Odpowiada to sytuacji, w której kwadrat parametru Halla jest znacznie
wi¦kszy od jedno±ci [93]:

h2 =
Ω2
e

ν2
e

� 1. (1.36)

Z drugiej strony, dªugo±¢ obszaru jonizacji L powinna by¢ znacznie mniejsza ni» pro-
mie« Larmora jonów ri, aby jony mogªy by¢ przyspieszane wzdªu» osi silnika przez przy-
ªo»one pole elektryczne [93]:

L� 1

B

√
2mi

e
Ud =

mi

eB

√
2eUd
mi

=
mivi
eB

=
vi
Ωi

= ri, (1.37)

gdzie mi oznacza mas¦ jonu, Ωi cz¦stotliwo±¢ cyklotronow¡ a vi jego pr¦dko±¢. Zatem
dªugo±¢ obszaru jonizacji powinna si¦ mie±ci¢ w zakresie:

re � L� ri. (1.38)
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Czas, jaki elektron sp¦dza na przej±ciu przez obszar jonizacji L od granicy katody o ni-
skim potencjale do granicy anody o wysokim potencjale, jest okre±lony przez ruchliwo±¢
elektronów w kierunku poprzecznym do pola magnetycznego µe,x:

τe ≈
L

ve
=

L

µe,xEx
=

L2

µe,xUd
. (1.39)

Ruchliwo±¢ elektronów przy braku pola magnetycznego lub równolegªa do tego pola wy-
nosi µe,E = e/meνe. Dªugo±¢ obszaru jonizacji jest zatem znacznie wi¦ksza ni» promie«
cyklotronowy elektronu [104]:

L ≈ re(ve/vi)
1/2. (1.40)

Czas przej±cia jonów przez stref¦ jonizacji jest wyra»ony przez:

τi ≈ L/vi. (1.41)

Zakªadaj¡c, »e caªy strumie« atomów gazu zostanie zjonizowany i pomijaj¡c wkªad
jonów wielokrotnych, pr¡d jonowy w silniku Halla wynosi [24]:

Ii = e
ṁa

mi

, (1.42)

gdzie ma to wydatek masowy gazu z anody.
Zderzenia elektronów ze ±cianami kanaªu wyªadowania silnika Halla byªy badane m.

in. przez Boeufa [24]. Symulacje wykazaªy, »e elektron pod¡»a spiraln¡ trajektori¡ wzdªu»
linii pola magnetycznego (która jest radialna w obszarze wylotowym), zderza si¦ ze ±cian¡
i odbija, pod¡»aj¡c inn¡ spiraln¡ trajektori¡, która jest zwykle przesuni¦ta w kierunku
bardziej dodatniego potencjaªu, co powoduje, »e elektron dryfuje w kierunku azymutal-
nym (patrz Rysunek 1.9 b). Poniewa» mechanizmy oddziaªywania ze ±ciankami oraz
pojawiaj¡ce si¦ niestabilno±ci nie s¡ dobrze okre±lone, ich wkªad do transportu jest cz¦sto
okre±lany jako anomalny. Ponadto stwierdzono, »e rozkªady osiowego pr¡du elektrono-
wego maj¡ maksymalne warto±ci w pobli»u ±cian, co potwierdza znaczenie przewodno±ci
przy±ciennej [38]. Elektrony, które dotr¡ do anody s¡ kierowane z powrotem do katody
poprzez zewn¦trzny obwód elektryczny.

Wybór odpowiedniej ceramiki do budowy nap¦du kosmicznego powinien uwzgl¦dnia¢
jej nale»yt¡ wytrzymaªo±¢ mechaniczn¡, by mogªa przetrwa¢ wysokotemperaturowe i tur-
bulentne ±rodowisko startu, wystarczaj¡c¡ odporno±¢ na szok termiczny, aby wytrzyma¢
rozruchy i przestoje oraz niski wspóªczynnik rozpylania (ang. sputtering) dla jonów w celu
utrzymania dªugiej »ywotno±ci. Poza tym ten materiaª powinien charakteryzowa¢ si¦ nisk¡
emisj¡ wtórn¡ elektronów � zderzenia elektronów i jonów ze ±ciankami generuj¡ niepo»¡-
dane elektrony wtórne o niskiej energii, które obni»aj¡ temperatur¦ elektronów w plazmie
wyªadowania. Niska temperatura elektronów rozszerza stref¦ jonizacji, zbytnio spowal-
niaj¡c produkcj¦ i przyspieszanie jonów [255]. Wiele wysiªku wªo»ono w rozwój ceramiki,
która jednocze±nie speªnia te zró»nicowane wymagania [22, 93, 207].

Silniki Halla wymagaj¡ ¹ródeª elektronów nie tylko do jonizacji gazu roboczego, ale
równie» do neutralizacji dodatnio naªadowanych jonów opuszczaj¡cych silnik. W przy-
padku du»ych ci¡gów, czyli wysokich pr¡dów jonowych rz¦du kilku amperów, które wy-
magaj¡ kompensacji, technologia neutralizatora z katod¡ wn¦kow¡ jest obecnie jedynym
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Rysunek 1.10: a) Typowa geometria katody wn¦kowej zbudowanej z metalowej rurki z wkªadk¡
emisyjn¡ wewn¡trz i grzaªk¡ na zewn¡trz. (Rysunek reprodukowany z [93] i przetªumaczony.) b)
Katoda HWPES-250 HeatWave Labs Inc.

rozwi¡zaniem. Typowa katoda tego typu skªada si¦ z pustej tulei posiadaj¡cej wkªadk¦
w ksztaªcie walca, otoczonej grzejnikiem zwanym heaterem, co przedstawia Rysunek 1.10.
Wkªadka stanowi aktywny emiter elektronów, a heater podnosi jej temperatur¦ do po-
ziomu temperatur emisyjnych. Grzejnik zostaje wyª¡czony dopiero po zapaleniu wyªa-
dowania plazmowego wewn¡trz katody. Katoda wyposa»ona jest równie» w dodatnio
spolaryzowan¡ elektrod¦ zwan¡ keeperem. Gªówn¡ rol¡ keepera jest uªatwienie rozru-
chu wyªadowania, utrzymanie wystarczajacej temperatury oraz podtrzymywanie pracy
katody podczas chwilowego przerwania dziaªania silnika. Keeper chroni równie» katod¦
przed bombardowaniem jonami o wysokiej energii pochodz¡cymi z silnika, które mog¡
znacznie ograniczy¢ jej »ywotno±¢. Po przyªo»eniu napi¦cia do anody elektrony s¡ ekstra-
howane przez odpowiedni otwór w keeperze i pod¡»aj¡ w kierunku wlotu silnika.

Materiaª wkªadki znajduj¡cej si¦ w wydr¡»onej katodzie emituje elektrony przez emisj¦
termoelektronow¡ zgodnie z równaniem Richardsona - Dushmana [116]:

Jc = AcT
2
wexp

(
− eW

kBTw

)
, (1.43)

gdzie Jc to g¦sto±¢ pr¡du, Tw temperatura wkªadki, e ªadunek elementarny, W praca wyj-
±cia z materiaªu, a Ac staªa materiaªowa. Jednak w obecno±ci silnych pól elektrycznych,
które wyst¦puj¡ na powierzchni katody zmniejsza si¦ bariera potencjaªu, któr¡ musz¡ po-
kona¢ elektrony z pasma przewodnictwa, co skutkuje zmniejszon¡ prac¡ wyj±cia. Jest to
tzw. efekt Schottky'ego, który uwzgl¦dnia si¦ w równaniu emisji przez dodanie czªonu opi-
suj¡cego wpªyw powierzchniowego pola elektrycznego na g¦sto±¢ pr¡du emisyjnego [201]:

Jc = AcT
2
wexp

(
− eW

kBTw

)
exp

(
e

kBTw

√
eEc
4πε0

)
, (1.44)

gdzie Ec jest polem elektrycznym na powierzchni katody. Niska praca wyj±cia w znacznym
stopniu zwi¦ksza emitowany pr¡d w danej temperaturze [93].

Materiaª, z którego zbudowana jest katoda, jej umiejscowienie i struktura plazmy
z niej wychodz¡cej w du»ym stopniu determinuj¡ wydajno±¢ i »ywotno±¢ samych silników.
Wiadomo na przykªad, »e symetryczne poªo»enie katody poprawia wydajno±¢ silnika, ale
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bior¡c pod uwag¦ jej gabaryty nie zawsze mo»na j¡ tak umie±ci¢. Z ró»nych wzgl¦dów
technicznych jak i ekonomicznych to samo paliwo jest u»ywane zarówno w silniku, jak
i w neutralizatorze.

1.1.5 Oscylacje plazmy w silnikach Halla

W silnikach Halla zidenty�kowano liczne oscylacje plazmy o szerokim zakresie charakte-
rystycznych cz¦stotliwo±ci od kilku kHz do kilkudziesi¦ciu MHz. Poni»ej zostaªy wyod-
r¦bnione cztery gªówne typy tych oscylacji [24]:

1. Oscylacje azymutalne o maªej dªugo±ci fali, których cz¦stotliwo±ci znajduj¡ si¦ w za-
kresie 1�10 MHz, zwi¡zane z niestabilno±ciami dryfu elektronów (EDI, ang. Elec-
tron Drift Instabilities).

2. Oscylacje czasu przej±cia jonów w kierunku osiowym (ang. transit time oscillations)
pojawiaj¡ce si¦ w zakresie cz¦stotliwo±ci 100�500 kHz.

3. Oscylacje azymutalne o niskiej kHz cz¦stotliwo±ci, zwane szprychami obrotowymi
(ang. rotating spokes).

4. Nisko-cz¦stotliwo±ciowe oscylacje jonizacji o zakresie 10�40 kHz, które wynikaj¡
z okresowej zmienno±ci procesu jonizacji gazu w obszarze najwi¦kszego pola magne-
tycznego.

Niestabilno±ci dryfu elektronów Oscylacje zwi¡zane z niestabilno±ci¡ dryfu elektro-
nów w kierunku E×B, zostaªy najpierw przewidziane w teorii, a nast¦pnie zaobserwowane
podczas symulacji cz¡stek w silniku.

Niestabilno±ci i turbulencje pojawiaj¡ si¦ w kierunku E×B najprawdopodobniej z po-
wodu du»ej ró»nicy pr¦dko±ci dryfu elektronów i jonów. W artykule [67] pokazano, »e EDI
charakteryzuje si¦ powstawaniem fali azymutalnej o dªugo±ci w zakresie mm i pr¦dko±ci
rz¦du pr¦dko±ci akustycznej jonu. Fala ta zwi¦ksza transport elektronów w kierunku pro-
stopadªym do pola magnetycznego. Oscylacje propaguj¡ si¦ z pr¦dko±ci¡ osiow¡ wi¡zki
jonów, zwykle od 15 do 20 km/s i poszerzaj¡ ich rozkªad energii [26]. Ponadto EDI
prowadz¡ do zwi¦kszonej siªy tarcia elektron-jon, która dziaªa jako dodatkowy mecha-
nizm utraty p¦du [148]. Oscylacje te wzmacniaj¡ si¦ wraz ze wzrostem radialnego pola
magnetycznego Br [50].

Oscylacje osiowe W silniku Halla pojawiaj¡ si¦ niestabilno±ci osiowe o zakresie cz¦-
stotliwo±ci 100 � 500 kHz, cz¦sto nazywane oscylacjami czasu przej±cia jonów [71], ze
wzgl¦du na to, »e takie cz¦stotliwo±ci w przybli»eniu odpowiadaj¡ odwrotno±ci czasu
przej±cia jonów przez obszar jonizacji. Badania wykazuj¡, »e w silniku Halla czas tran-
zytu jonów o pr¦dko±ciach 10 km/s przez dªugo±¢ obszaru L = 1 cm jest rz¦du 1 µs

[24].
Oscylacje czasu przej±cia jonów s¡ quasi-osiowymi falami elektrostatycznymi o stosun-

kowo szerokim i mieszanym pa±mie. Zwykle s¡ stosunkowo turbulentne i przypuszcza si¦,
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»e odgrywaj¡ wa»n¡ rol¦ w regulowaniu transportu plazmy. Ich znaczenie wzrasta wraz
ze wzrostem radialnego pola magnetycznego Br, a ich amplituda mo»e si¦ga¢ nawet 30%

napi¦cia wyªadowania. Rozkªad amplitudy oscylacji czasu przej±cia w kanale silnika silnie
zale»y od pro�lu tego pola [17, 50].

Nisko-cz¦stotliwo±ciowe oscylacje azymutalne W silniku Halla wykryto równie»
�uktuacje g¦sto±ci poruszaj¡ce si¦ azymutalnie w kierunku dryfu elektronów z pr¦dko-
±ci¡ fazow¡ 0.2E/B [122]. Przy niskich napi¦ciach wyªadowania mo»na zaobserwowa¢
niestabilno±¢ przypominaj¡c¡ z wygl¡du obracaj¡ce si¦ szprychy (ang. spoke). Rotacja
elektronów w pier±cieniowym kanale wyªadowania nast¦puje w kierunku obwodowym i ma
staª¡ pr¦dko±¢:

vθ ≈ cvEz/Br, (1.45)

gdzie cv jest staª¡ o warto±ciach z przedziaªu [0.4, 0.8] [71, 167].
Pomiary wykonane przez Michaela Sekeraka i in. w [205] pokazuj¡, »e pr¦dko±¢ szpry-

chy odpowiada pr¦dko±ci akustycznej jonów przy energiach elektronów okoªo 5 eV . Ozna-
cza to, »e wiruj¡ one z pr¦dko±ci¡ od kilkuset do nawet kilku tysi¦cy metrów na sekund¦.
Badanie tej oscylacji wykazaªo, »e szprycha posiada zwi¦kszon¡ koncentracj¦ zimnych
elektronów i jest otoczona warstw¡ elektronów o wysokiej temperaturze [255]. Z prze-
prowadzonych pomiarów wywnioskowano, »e okoªo 50% pr¡du pªyn¡cego do anody jest
przenoszone przez te obracaj¡ce si¦ szprychy.

Oscylacje jonizacji Fizyczne przyczyny oscylacji jonizacji o charakterystycznym za-
kresie cz¦stotliwo±ci 10 � 40 kHz s¡ stosunkowo dobrze poznane. Ze wzgl¦du na siln¡
jonizacj¦ w obszarze du»ego pola magnetycznego, front zªo»ony z neutralnych atomów
przesuwa si¦ w kierunku anody (czyli do regioniu o ni»szym polu magnetycznym), gdzie
jonizacja staje si¦ mniej wydajna, ze wzgl¦du na zwiekszon¡ ruchliwo±¢ zgodnie z kierun-
kiem strumienia ~Γe,E (Rysunek 1.7). Nast¦pnie neutralny front przesuwa si¦ z powrotem
w pobli»e obszaru wyj±cia z kanaªu, gdzie ponownie zachodzi jego intensywna jonizacja.
Ze wzgl¦du na podobie«stwo do procesu nabierania i wydychania powietrza przez ludzki
organizm, ten tryb oscylacji zostaª nazwany trybem oddechowym (BM, ang. breathing
mode) [25]. Okres oscylacji BM jest zwi¡zany z czasem niezb¦dnym do uzupeªnienia przez
neutralne atomy gazu obszaru gdzie odbywa si¦ jonizacja.

Oscylacje trybu oddechowego nie tylko zaburzaj¡ pr¡d wyªadowania, ale równie» maj¡
silny wpªyw na g¦sto±¢ plazmy w kanale wyªadowania i w opuszczaj¡cej silnik wi¡zce
plazmowej. Poniewa» odzwierciedlaj¡ one warunki pracy silnika Halla, stanowi¡ gªównie
badany problem [239].

Mechanizm oscylacji o niskiej cz¦stotliwo±ci jest zwykle wyja±niany za pomoc¡ mo-
delu typu drapie»nik-o�ara. Model ten bazuje na równaniach Lotki-Volterry i skªada si¦
z pary nieliniowych równa« ró»niczkowych pierwszego rz¦du, cz¦sto u»ywanych do opisu
dynamiki ukªadów biologicznych, w których oddziaªuj¡ na siebie dwa gatunki, jeden jako
drapie»nik, a drugi jako o�ara. Zostanie to omówione szerzej w rozdziale 2.2.2.
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Jeden z pierwszych modeli zero-wymiarowych dotycz¡cych trybu oddechowego opiera-
j¡cy si¦ na modelu drapie»nik-o�ara zaproponowali John Fife i in. w 1997 r. [75]. W ich
modelu równania ci¡gªo±ci dla jonów i atomów oboj¦tnych podlegaj¡cych transportowi
ze staª¡ pr¦dko±ci¡ w obszarze jonizacji, gdzie uwzgledniono generowanie jonów i utrat¦
atomów neutralnych w wyniku jonizacji, maj¡ posta¢:

∂ni
∂t

= ninoξion −
nivi
L

(1.46)

oraz
∂no
∂t

= −ninoξion +
novo
L

, (1.47)

gdzie ni i n0 s¡ odpowiednio g¦sto±ciami jonów i cz¡stek neutralnych, ξion wspóªczynnikiem
tempa jonizacji, vi jest ±redni¡ osiow¡ pr¦dko±ci¡ jonów, v0 pr¦dko±ci¡ gazu oboj¦tnego,
a L dªugo±ci¡ strefy jonizacji.

Aby okre±li¢ dynamiczny charakter pierwszego rz¦du ukªadu nieliniowego, nale»y przy-
j¡¢ zaburzenia liniowe w postaci:

ni = ni,0 + n
′

i (1.48)

n0 = n0,0 + n
′

0 (1.49)

gdzie n
′
i i n

′
0 s¡ zaburzeniami.

Zerowy rz¡d przybli»enia wynosi:

ξionn0,0 =
vi
L
, (1.50)

ξionni,0 =
v0

L
, (1.51)

co wymaga aby:
ni,0
n0,0

=
v0

vi
. (1.52)

Z powy»szego wynika, »e skoro v0 � vi, stopie« jonizacji musi by¢ w tym rejonie niski.
Z równa« 1.50 i 1.51 otrzymuje si¦:

∂n′i
∂t

= ni,0n
′
0ξion (1.53)

∂n′0
∂t

= −n′in0,0ξion (1.54)

co mo»na zapisa¢ w ró»nowa»nej formie:

∂2n
′
i

∂t2
= −ni,0n0,0n

′

iξ
2
ion, (1.55)

która reprezentuje nietªumiony oscylator harmoniczny o cz¦stotliwo±ci okre±lonej przez
[15, 51, 75, 174]:

fi =
1

2π

√
ni,0n0,0ξ2

ion ≈
√
viv0

2πL
. (1.56)
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Rysunek 1.11: Dwa tryby oscylacji: a) tryb globalny, b) tryb lokalny. Przebiegi zostaªy zarejestro-
wane przez Kentaro Har¦ podczas eksperymentu z silnikiem Halla H6 [108].

Zatem w modelu Fifa i in. [75] charakter oscylacji o niskiej cz¦stotliwo±ci jest zwi¡zany
z pr¦dko±ciami jonów i atomów neutralnych w stosunku do dªugo±ci strefy jonizacji.

W 2011 r. Wang i in. [239] zaproponowali uzupeªnienie powy»szego modelu efektami
zwi¡zanymi ze zmieniaj¡cym si¦ polem elektrycznym. Pole to odzwierciedla oddziaªywa-
nie strefy jonizacji ze stref¡ przyspieszenia. Ich model przedstawiaj¡ równania [239]:

∂n0

∂t
+
∂(n0v0)

∂x
= −ξionn0ni, (1.57)

∂ni
∂t

+
∂(nivi)

∂x
= ξionn0ni, (1.58)

∂(nivi)

∂t
+
∂(niv

2
i )

∂x
=
eni
mi

E(x) + ξionn0niv0, (1.59)

gdzie E(x) okre±la pole elektryczne.
Przedstawiony powy»ej model stanowi jeden z bardzo wielu wariantów mody�ka-

cji równa« Lotki-Volterry. Jako±ciowe cechy trybu oddechowego s¡ odtwarzane przez
wi¦kszo±¢ symulacji numerycznych, niezale»nie od ich modelu podstawowego (pªynowego
[3, 4, 55, 129, 147], kinetycznego [19] lub hybrydowego [25, 74, 75]).

Nawet nieznaczne wahania przepªywu masowego gazu, napi¦cia wyªadowania i wiel-
ko±ci pola magnetycznego mog¡ spowodowa¢ znaczn¡ zmian¦ charakteru oscylacji pr¡du
wyªadowania, co jest interpretowane jako przej±cie mi¦dzy tzw. modem globalnym, gdzie
dominuje tryb oddechowy o wysokiej amplitudzie oscylacji, a nisko-amplitudowym mo-
dem lokalnym [107, 145, 204], których przykªady umieszczono na Rysunku 1.11. Zmiany
pomi¦dzy dwoma trybami dziaªania silnika nie s¡ monotoniczne i s¡ powszechnie obser-
wowane w silnikach Halla [203, 204].

Yongjie Ding i in. w [66] prowadz¡c badania nad silnikiem Halla zmieniali topogra-
�¦ pola magnetycznego przy zachowaniu staªych innych parametrów operacyjnych silnika
i zauwa»yli, »e po przej±ciu do trybu globalnego wi¡zka plazmowa zmienia swój ksztaª
z bardziej skupionego na rozszerzony, w sposób zauwa»alny ro±nie ±redni pr¡d wyªadowa-
nia i/lub amplituda tego pr¡du, co skutkuje pogorszeniem pracy silnika [145]. Z powodu
tego pogorszenia przej±cie mi¦dzy trybami nazwali katastrof¡.
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Wedªug Pagnona i in. [183] tryb globalny nie tylko ma negatywny wpªyw na jed-
nostk¦ zasilaj¡c¡, ale równie» powoduje wi¦ksz¡ erozj¦ kanaªu wyªadowania, co skraca
dªugo±¢ »ycia silnika [85]. Kentaro Hara i in. [108] zauwa»yli, »e w trybie globalnym pla-
zma oscyluje zgodnie w caªym kanale wyªadowania, a nisko-cz¦stotliwo±ciowe oscylacje
azymutalne s¡ albo nieobecne, albo nieistotne. Amplitudy oscylacji w tym trybie mog¡
wynosi¢ nawet 100 % warto±ci ±redniej, zatem jest to mod wysoko-amplitudowy. W trybie
lokalnym oprócz trybu oddechowego du»y wpªyw na pr¡d wyªadowania wnosz¡ oscyla-
cje azymutalne rozchodz¡ce si¦ w kierunku E × B, poniewa» amplitudy tych oscylacji
zwykle wynosz¡ 10 − 20 % warto±ci ±redniej, tryb lokalny jest nisko-amplitudowy [108].
Przej±cia mi¦dzy trybami mog¡ by¢ kontrolowane przez zmian¦ parametrów operacyjnych
silnika takich jak napi¦cie wyªadowania, ale równie» mog¡ si¦ pojawi¢ samorzutnie dzi¦ki
wzrostowi temperatury obwodu magnetycznego [123].

1.2 Sondy elektryczne

Ci±nienie panuj¡ce w ±rodowisku testowym ma silny wpªyw na wytwarzan¡ wi¡zk¦ pla-
zmow¡, ale w praktyce wynikaj¡ce z tego bª¦dy pomiaru mo»na ªagodzi¢ dzi¦ki staran-
nemu zaprojektowaniu sond [34]. W rozdziale 1.2.1 opisano najpierw ±rodowisko pla-
zmowe i jego wpªyw na aparatur¦ pomiarow¡, a w rozdziale 1.2.2 przedstawiono sondy
elektryczne rekomendowane dla silników Halla wraz z zaleceniami przydatnymi przy ich
konstruowaniu.

1.2.1 �rodowisko plazmowe i jego wpªyw na aparatur¦ pomiarow¡

Plazma, zwana czwartym stanemmaterii, jest quasi-neutraln¡ mieszanin¡ dodatnio i ujem-
nie naªadowanych cz¡stek. Pomimo, »e cz¡stki te wydaj¡ si¦ by¢ niezale»ne, wykazuje
ona zachowanie kolektywne, co objawia si¦ np. tym, »e lokalne �uktuacje potencjaªu s¡
ekranowane na tzw. dªugo±ci Debye'a (wzór 1.27), zatem nie maj¡ wpªywu na plazm¦
w makroskopowej skali. Efekt jaki ekranowanie wprowadza do potencjaªu elektrycznego
zostaª pokazany na Rysunku 1.12. Z pewn¡ korzy±ci¡ dla nap¦dów elektrycznych, pla-
zma silnie oddziaªuje z polem elektrycznym i magnetycznym oraz jest bardzo dobrym
przewodnikiem elektrycznym.

Przy projektowaniu sond nale»y zdawa¢ sobie spraw¦, »e ka»dy przemiot wystawiony
na dziaªanie plazmy, b¦dzie wytwarzaª wokóª siebie warstw¦ elektrostatyczn¡ (ang. she-
ath) stanowi¡c¡ obszar przej±ciowy, w którym neutralno±¢ plazmy jest zaburzona. Utwo-
rzona warstwa b¦dzie ekranowa¢ ów przedmiot od gªównej cz¦±ci plazmy. Je±li przedmio-
tem tym jest elektroda spolaryzowana ujemnie wzgl¦dem potencjaªu plazmy, to zacznie
ona przyci¡ga¢ jony dodatnie i odpycha¢ elektrony. W pobli»u elektrody nast¡pi zubo-
»enie obu rodzajów cz¡stek, ale w ró»nym tempie � elektrony szybciej opuszcz¡ obszar
zubo»enia i stworzona warstwa b¦dzie naªadowana dodatnio. W rezultacie b¦dzie ona
ekranowa¢ ujemnie naªadowan¡ elektrod¦. To tzw. ekranowanie Debye'a spowoduje, »e
tylko cz¡stki ujemne o wystarczaj¡co wysokiej energii kinetycznej zdoªaj¡ pokona¢ spadek
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Rysunek 1.12: Ilustracja zjawiska ekranowania, które wprowadza dodatkowy czynnik w równaniu
na potencjaª elektryczny plazmy, gdzie λD jest dªugo±ci¡ Debye'a, e oznacza ªadunek elementarny, ε0
przenikalno±¢ elektryczn¡ pró»ni, a R odlegªo±¢ od sondy.

Rysunek 1.13: Charakterystyka pr¡dowo-napi¦ciowa dla sondy wstawionej w ±rodowisko plazmowe,
gdzie Vf � potencjaª pªywaj¡cy, Vp � potencjaª plazmy [95]. Charakterystyka ta nazywana jest
charakterystyk¡ I-V, gdzie pr¡d I jest wy±wietlany w funkcji napi¦cia oznaczonego jako V .

potencjaªu w warstwie i tra�¢ do elektrody. Natomiast elektrony o niskich energiach nie
b¦d¡ w stanie do niej dotrze¢.

Gdyby w sposób ci¡gªy pocz¡wszy od du»ych warto±ci ujemnych zwi¦ksza¢ napi¦cie
na sondzie wprowadzonej w ±rodowisko plazmowe, w pierwszym regionie, zaznaczonym na
Rysunku 1.13 liter¡ A, sonda byªaby spolaryzowana silnie ujemnie wzgl¦dem potencjaªu
plazmy, czyli »adne elektrony nie byªyby w stanie do niej dotrze¢. Przyci¡gane by byªy za
to jony dodatnie. Im napi¦cie byªoby ni»sze tym wi¦cej jonów pozostaªoby zebranych i tym
bardziej warstwa ekranuj¡ca zwi¦kszyªaby swoj¡ obj¦to±¢. Zwi¦kszaj¡c dalej napi¦cie na
sondzie w rejonie przej±ciowym, reprezentowanym przez liter¦ B, elektrony o odpowiednio
wysokiej energii kinetycznej mogªyby ju» dotrze¢ do sondy. W ostatnim obszarze, gdzie
sonda byªaby spolaryzowana mocno dodatnio (patrz Rysunek 1.13 C), odpychane byªyby
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Rysunek 1.14: Znieksztaªcenie w potencjale plazmy wywoªane przez obecno±¢ ujemnie spolaryzo-
wanej sondy zostaje osªoni¦te warstw¡ dodatniego ªadunku przestrzennego (sheath) [192]. Rysunek
przedstawia schematyczne umieszczenie powstaj¡cych wartstw.

wszystkie jony, a przyci¡gane elektrony. Dalszy wzrost napi¦cia polaryzuj¡cego znów
spowodowaªby znaczn¡ ekspansj¦ warstwy ekranuj¡cej.

Z powy»szego wynika, »e obj¦to±¢ warstwy ekranuj¡cej ro±nie wraz ze wzrostem ró»nicy
potencjaªów mi¦dzy plazm¡ a sond¡, a jej wzrost jest szczególnie widoczny dla silnie
dodatnich polaryzacji sondy. W momencie gdy potencjaª sondy zbli»y si¦ do potencjaªu
plazmy, warstwa ekranuj¡ca sond¦ maksymalnie si¦ skurczy.

Dwa miejsca na omówionej powy»ej charakterystyce pr¡dowo-napi¦ciowej s¡ szcze-
gólnie wa»ne. Pierwsze, oznaczone jako Vf , znajduje si¦ na charakterystyce tam, gdzie
nast¦puje zrównanie pr¡du jonowego i elektronowego pªyn¡cych do sondy. Jest to tzw. po-
tencjaª pªywaj¡cy (ang. �oating potential), dla którego caªkowity pr¡d pªyn¡cy do sondy
jest równy zeru. Mo»na powiedzie¢, »e tak spolaryzowana elektroda staje si¦ niejako �nie-
widoczna� dla naªadowanych cz¡stek znajduj¡cych si¦ w plazmie. Efekt ten wykorzystuje
si¦ przy budowie pewnych elementów sond elektrycznych, mo»na np. korpus sondy zo-
stawi¢ na potencjale pªywaj¡cym, aby nie zaburzy¢ trajektorii cz¡stek wchodz¡cych do
jej wn¦trza. Warto±¢ potencjaªu pªywaj¡cego zale»y od geometrii sondy, zatem w tym
wypadku nie jest ona ±cisªym parametrem plazmy. Drugie miejsce oznaczone jako Vp wy-
st¦puje w punkcie przegi¦cia charakterystyki, co obrazuj¡ dwie przerywane linie widoczne
na Rysunku 1.13, i jest spowodowane zrównaniem si¦ polaryzacji sondy z potencjaªem
plazmy. W tym momencie »adne z cz¡stek nie s¡ ani odpychane ani przyci¡gane do
sondy.

Chocia» potencjaª przestrzenny zmienia si¦ pªynnie pomi¦dzy plazm¡ a sond¡, zwy-
kle dla wygody dzieli si¦ go na kilka obszarów. Najbli»ej powierzchni sondy znajduje si¦
niewielki obszar oznaczony na Rysunku 1.14 numerem 4, w którym g¦sto±¢ elektronowa
ne jest pomijalna. Potem wyst¦puje tzw. elektrostatyczna warstwa Debye'a, oznaczona
numerem 3, w której g¦sto±¢ elektronowa ne maleje wykªadniczo z potencjaªem V w miar¦
oddalania si¦ od sondy. Na kraw¦dzi tej warstwy zachodzi quasi-neutralno±¢, czyli ne ≈ ni.
Tutaj rozkªad elektronów jest izotropowy (z wyj¡tkiem nielicznych bardziej energetycz-
nych elektronów, które wci¡» mog¡ dotrze¢ do sondy), a jony poruszaj¡ si¦ w jednym
kierunku, poniewa» z zaªo»enia sonda ma absorbowa¢ wszystkie przychodz¡ce jony. Aby
jednak osi¡gn¡¢ ten stan, musi istnie¢ obszar wst¦pny (ang. presheath) oznaczony nume-
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Rysunek 1.15: Schemat przedstawia kierunki ruchu jonów (kolor czerwony), które padaj¡ na pªask¡
tarcz¦ przewodz¡c¡ (kolor niebieski). Fragmenty czarnych krzywych symbolizuj¡ ksztaªty poszczegól-
nych warstw elektrostatycznych. [157]

rem 2, w którym niewielkie pole elektryczne przyspiesza jony do ich pr¦dko±ci akustycznej
cs (jest to minimalna wymagana pr¦dko±¢ dla utworzenia warstwy ekranuj¡cej2). Powy»ej
tego obszaru znajduje si¦ gªówna cz¦±¢ plazmy oznaczona numerem 1, która jest neutralna
i znajduje si¦ na tyle daleko od sondy, »e nie odczuwa ona pola elektrycznego przez ni¡
wprowadzonego. Warstwa Debye'a jest zwykle grubsza ni» region � jonowy� (4) znajduj¡cy
si¦ najbli»ej sondy, a obszar presheath jest znacznie grubszy ni» oba te obszary [46].

Obwiednie warstw znajduj¡cych si¦ najbli»ej sondy przyjmuj¡ ksztaªt elipsoidalny wy-
dªu»ony wzdªu» pªaszczyzny tarczy stanowi¡cej powierzchni¦ zbieraj¡c¡ sondy, nast¦pnie
w odlegªo±ci okoªo jednej ±rednicy od tej tarczy przechodz¡ w ksztaªt kulisty [157], co
w ogólnym zarysie prezentuje Rysunek 1.15. Kierunki ruchu jonów s¡ prostopadªe do lo-
kalnej powierzchni warstwy. Jony wchodz¡ce pod k¡tami ostrymi s¡ cz¦±ciej rozpraszane
(ang. sputtering) ni» zbierane przez kolektor i penetruj¡ jego pªytsze gª¦boko±ci. Je±li
stosunek promienia kolektora danej sondy do dªugo±ci Debye'a zostanie niewªa±ciwie do-
brany, warstwa elektrostatyczna przy powierzchni kolektora rozszerzy si¦ jako spªaszczona
elipsoida i zwi¦kszy si¦ efektywny obszar zbierania jonów.

Kolejnym aspektem, o którym nale»y pami¦ta¢ projektuj¡c sondy jest to, »e wi¡zka
plazmowa pochodz¡ca z silnika Halla posiada swój rozkªad g¦sto±ci jonowej oraz, »e ist-
nieje silne podrz¦dne ¹ródªo jonów, a s¡ nim reakcje wymiany ªadunku (CEX, ang. charge
exchange). Wysokoenergetyczne jony pochodz¡ce z wi¡zki mog¡ wymienia¢ ªadunki z ga-
zem oboj¦tnym tworzonym przez niezjonizowane cz¡stki opuszczaj¡ce zarówno silnik jak
i neutralizator (katod¦) oraz, w przypadku pomiarów laboratoryjnych, z gazowym tªem
resztkowym obecnym w komorze pró»niowej. Cz¡stki neutralne pochodz¡ce z gazowego
tªa mog¡ zderza¢ si¦ z wi¡zk¡ plazmow¡, w wyniku czego dominuj¡c¡ interakcj¡ b¦d¡
zderzenia wymiany ªadunku jonowo-oboj¦tnego [31]. Zderzenia te generuj¡ cz¡stki neu-

2Warunkiem koniecznym do powstania cienkiej warstwy ekranuj¡cej jest sªuszno±¢ kryterium Bohma,

które w najprostszej postaci wymaga, aby jony wnikaªy w obszar warstwy z co najmniej pr¦dko±ci¡ fal

akustycznych. Aby speªni¢ ten warunek, jony musz¡ zosta¢ wst¦pnie przyspieszone w quasi-neutralnym

obszarze presheath [192].
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tralne o du»ej pr¦dko±ci oraz rozproszone jony o niskiej energii, co podnosi g¦sto±¢ pr¡du
jonowego na obrze»ach strumienia plazmy, zwi¦kszaj¡c w ten sposób dywergencj¦ wi¡zki.
Kolizje CEX wpªywaj¡ zwªaszcza na wi¡zk¦ plazmow¡ tzw. bliskiego pola3 [31, 34]. Ana-
lizy procesów zderzeniowych w strumieniu plazmy wskazuj¡, »e zderzenia mi¦dzy jonami
wi¡zki a cz¡stkami oboj¦tnymi z komory pró»niowej dominuj¡ nad zderzeniami jonów
z cz¡stkami neutralnymi pochodz¡cymi z silnika oraz ich oddziaªywaniami kulombow-
skimi z elektronami i jonami [8].

Wi¡zka jonów zmienia si¦ w czasie i w przestrzeni � zmianie ulegaj¡ rozkªad energii
jonów jak i poziomy jonizacji cz¡stek. Jony niskoenergetyczne pochodz¡ce z wymiany
ªadunkowej przemieszczaj¡ si¦ pod du»ymi k¡tami w stosunku do osi silnika. Wraz z pod-
wy»szonym napi¦ciem wyªadowania, energia tych rozproszonych jonów mo»e sta¢ si¦ zna-
cz¡ca [93]. Rozproszone jony poruszaj¡ si¦ w lokalnych polach elektrycznych oraz mog¡
pªyn¡¢ wstecznie do silnika lub przemieszcza¢ si¦ promieniowo pod du»ymi k¡tami w sto-
sunku do osi silnika i w przyszªo±ci bombardowa¢ elementy statku kosmicznego znajduj¡ce
si¦ w pobli»u. Ponadto jony wysokoenergetyczne równie» mog¡ by¢ generowane pod du-
»ymi k¡tami od osi silnika ze wzgl¦du na du»e gradienty g¦sto±ci na kraw¦dzi obszaru
przyspieszenia lub ze wzgl¦du na rozpraszanie jonów wi¡zki z gazowym tªem resztkowym
znajduj¡cym si¦ w komorze pró»niowej.

Zatem przeprowadzaj¡c eksperyment nale»y zdawa¢ sobie spraw¦, »e warunki panuj¡ce
w komorze pró»niowej b¦d¡ wpªywaªy zarówno na dziaªanie silnika, jak i na powstaj¡c¡
wi¡zk¦ plazmow¡. Efekty takie jak wyst¦powanie cz¡stek neutralnych w tle, rozpylanie
(ang. sputtering) z powierzchni komory pró»niowej, pojawianie si¦ gradientów ci±nie-
nia spowodowanych kon�guracj¡ samej komory pró»niowej, jak i z powodu pompowania
oraz uziemienie elektryczne obwodu silnika pozostaj¡ nieodª¡cznie zwi¡zane z badaniami
naziemnymi.

Chocia» kolektor sondy jest zwykle wykonany z materiaªu o niskiej wydajno±ci emi-
sji wtórnej elektronów SEE, obecno±¢ tej emisji wci¡» ma znacz¡cy wpªyw na mierzony
pr¡d jonowy. Elektrony pochodz¡ce z emisji wtórnej powstaªe na ujemnie spolaryzowa-
nej powierzchni kolektora b¦d¡ si¦ przemieszcza¢ w kierunku przeciwnym do sondy, co
sztucznie zwi¦kszy mierzony pr¡d. Brak korekty pomiarów mo»e prowadzi¢ do przeszaco-
wania lokalnej g¦sto±ci pr¡du jonowego o 5 do 10 % [34]. Dobór materiaªów ma kluczowe
znaczenie, zwªaszcza w przypadku kolektora jonów i kolimatora. Poza nisk¡ wtórn¡ emi-
sj¡ elektronów materiaªy te musz¡ tak»e wytrzymywa¢ bombardowanie szybkimi jonami,
musi wyst¦powa¢ niskie prawdopodobie«stwo odbicia jonu, a rekombinacja jonów (neu-
tralizacja) na powierzchni musi by¢ wysoka [166].

Pr¡d zebranych jonów nale»y zawsze podda¢ starannej ocenie, po pierwsze ze wzgl¦du
na otaczaj¡c¡ plazm¦, a po drugie na warstw¦ powstaj¡c¡ na kolektorze. Pr¡d jonowy
pªyn¡cy do sondy mo»e sztucznie wzrosn¡¢ w przypadku podwy»szonego ci±nienia tªa
(w ten sposób sonda mierzyªaby sztucznie wysok¡ g¦sto±¢ pr¡du jonowego). Nale»y wi¦c
zadba¢ o to, aby ci±nienie w komorze pró»niowej podczas pomiarów sond¡ byªo mo»liwie

3Pole bliskie, w odró»nieniu od dalekiego, de�niuje si¦ jako obszar, w którym odlegªo±¢ sondy od osi

akceleratora jest mniejsza ni» cztery ±rednice kanaªu wylotowego silnika.
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jak najni»sze [166]. Trzeba je te» stale monitorowa¢ [58]. Chocia» podwy»szone ci±nienie
prowadzi do zwi¦kszonego rozpraszania jonów na obrze»u wi¡zki (od okoªo 40◦ mierz¡c
od linii ±rodkowej) i zwi¦kszenia rozbie»no±ci wi¡zki plazmowej, dziaªanie silnika i towa-
rzysz¡ce mu oscylacje nie zmieniaj¡ si¦ znacz¡co wraz ze zmianami ci±nienia tªa [34].

Silnik wydziela równie» swoje zanieczyszczenia zwi¡zane ze zu»yciem poszczególnych
elementów. Mo»e to by¢ spowodowane rozpylaniem elektrod, degradacj¡ materiaªów two-
rz¡cych katod¦ lub erozj¡ kanaªu ceramicznego. Przy wysokiej eksploatacji silnika podczas
testów laboratoryjnych przeprowadzanych w IFPiLM nastawionych na optymalizacj¦ wa-
runków pracy, kanaª wyªadowania ulegª znacznej degradacji. Podczas jednej z sesji pomia-
rowych Grupa Akceleratorów Plazmowych zaobserwowaªa pojawienie si¦ iskier zªo»onych
ze zdegradowanych elementów silnika. Cz¦±¢ materiaªu pochodz¡cego z zanieczyszcze«
niestety b¦dzie w przyszªo±ci osadza¢ si¦ na powierzchni statku kosmicznego, co z czasem
spowoduje zmian¦ wªa±ciwo±ci powierzchni, takich jak emisyjno±¢ czy przezroczysto±¢.

Z biegiem czasu na sondzie b¦d¡ si¦ osadzaªy ró»nego typu zanieczyszczenia pocho-
dz¡ce z materiaªów u»ytych do budowy silnika, katody, oraz komory pró»niowej i ele-
mentów w niej umieszczonych takich jak waga aerodynamiczna czy rami¦ diagnostyczne.
Napylanie materiaªów dielektrycznych lub przewodz¡cych mo»e wpªywa¢ na jako±¢ zbiera-
nia jonów przez sond¦. Mo»e np. wyst¡pi¢ upªyw pr¡du z kolektora albo inne niepo»¡dane
zjawiska [34, 230, 256].

Preferowana jest du»a komora pró»niowa, to znaczy taka, w której ±rednica silnika b¦-
dzie du»o mniejsza od promienia i dªugo±ci komory. Ponadto ±ciany komory powinny by¢
uziemione. Przed przyst¡pieniem do eksperymentów nale»y dokªadnie sprawdzi¢ ustawie-
nie instrumentów pomiarowych wzgl¦dem poªo»enia silnika. Wymagany jest te» wysoki
poziom czysto±ci tych przyrz¡dów. Izolacj¦ elektryczn¡ nale»y zawsze sprawdzi¢ przed
i po przeprowadzonych pomiarach. Caªy przewód elektryczny powinien by¢ chroniony
przed plazm¡. Odpowiednia konstrukcja wspornika sondy i ramienia obrotowego ma klu-
czowe znaczenie: interakcje ze strumieniem plazmy musz¡ zosta¢ zminimalizowane. Obrót
sond wokóª silnika powinien by¢ do±¢ szybki, aby zmniejszy¢ ekspozycj¦ sondy na wi¡zk¦
szybkich jonów [166].

Podczas zbierania przebiegów pr¡dowych silnik powinien pracowa¢ w stanie ustalonym
(tzn. w stanie równowagi cieplnej gªównych elementów, stabilnego pr¡du wyªadowania
i widma mocy) [166]. Tylko wtedy mo»na przeprowadzi¢ rzeteln¡ analiz¦ wydajno±ci dla
zadanych warunków operacyjnych pracy silnika.

1.2.2 Gªówne typy sond

W najprostszej postaci sonda przeznaczona do zbierania jonów skªada si¦ z elektrody, zwa-
nej kolektorem, spolaryzowanej ujemnie w stosunku do potencjaªu plazmy. Na przestrzeni
lat wprowadzano jednak liczne ulepszenia. Bogatsze kon�guracje wykorzystuj¡ kolima-
tory, pier±cienie ochronne lub spolaryzowane siatki sªu»¡ce do �ltrowania naªadowanych
cz¡stek. Mody�kacje maj¡ np. na celu utworzenie jednolitej warstwy elektrostatycznej
na kolektorze i unikni¦cie zbierania jonów z tªa, takich jak te pochodz¡ce z wymiany
ªadunkowej [28, 115, 195].
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Rysunek 1.16: Porównanie konstrukcji dwóch sond: a) sonda pªaska stanowi¡ca molibdenowy dysk
o ±rednicy 15 mm i grubo±ci 3 mm, zamkni¦ty w cylindrze z tlenku glinu [166], b) sonda pªaska
z pier±cieniem ochronnym o tej samej grubo±ci i ±rednicy kolektora, rekomendowana przez Mazu�re'a
i in. w artykule [166].

Sonda Pªaska Jak przedstawiono na Rysunku 1.16 a) sonda pªaska posiada nieskom-
plikowan¡ budow¦ � jest to zwyczajna pªyta przewodz¡ca, której grubo±¢ jest pomijalna
w odniesieniu do dªugo±ci i szeroko±ci. Niemniej jednak podczas konstrukcji nawet ta-
kiej prostej sondy, nale»y trzyma¢ si¦ szeregu zalece«. Przednia powierzchnia kolektora
powinna by¢ idealnie wyrównana z kraw¦dziami otaczaj¡cego go cylindra ceramicznego,
aby unikn¡¢ gromadzenia si¦ pr¡du po bokach kolektora, a tym samym zwi¦kszenia po-
wierzchni obszaru zbierania jonów. W celu zmniejszenia chropowato±ci powierzchni, wpro-
wadzaj¡cej niepo»¡dane zaburzenia, kolektor w postaci dysku nale»y wypolerowa¢. Mimo
tych zabiegów, okazuje si¦ jednak, »e sonda pªaska nie jest odpowiednia do pomiaru
g¦sto±ci pr¡du jonowego, poniewa» pozostaje wra»liwa na rozszerzanie si¦ warstwy elek-
trostatycznej wytworzonej nad powierzchni¡ sondy [166].

Sonda Faraday'a (FP) Druga sonda jest bardziej skomplikowana, poniewa» oprócz
kolektora jonów zawiera równie» otaczaj¡cy go pier±cie«. Gªównym celem pier±cienia
przewodz¡cego jest utrzymanie warstwy elektrostatycznej na kolektorze w taki sposób,
aby obszar zbierania dokªadnie odpowiadaª obszarowi geometrycznemu kolektora, co nie
ma miejsca w przypadku poprzedniej sondy ze wzgl¦du na ekspansj¦ warstwy elektrosta-
tycznej [46, 94, 119, 154].

Typowa sonda Faraday'a, oprócz kolektora i pier±cienia ochronnego, skªada si¦ z izola-
tora ceramicznego, obudowy oraz niezb¦dnych elementów mocuj¡cych i przewodów elek-
trycznych. Wa»ne jest, aby kolektor i pier±cie« ochronny byªy wykonane z metalu o niskiej
podatno±ci na rozpylanie i niskiej emisji wtórnej elektronów, takiego jak molibden, wol-
fram lub gra�t [29, 252]. Przy tym, do ich budowy nale»y stosowa¢ surowce o wysokiej
czysto±ci (≥ 99%). Ponadto kolektor i pier±cie« ochronny powinny by¢ wykonane z tego
samego surowca, aby zminimalizowa¢ ró»nice zwi¡zane z wªa±ciwo±ciami materiaªowymi,
takimi jak emisja SEE i emisja termoelektryczna [166].

Kolejn¡ kwesti¡ jest szeroko±¢ pier±cienia ochronnego, która musi by¢ zgodna z roz-
miarami lokalnej warstwy elektrostatycznej, aby wyeliminowa¢ efekty kraw¦dziowe. Poza
tym kolektor powinien by¢ jak najcie«szy, aby zapobiec gromadzeniu si¦ pr¡du jono-
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Rysunek 1.17: Jedna z rekomendowanych konstrukcji sondy Faraday'a zaproponowana przez
Browna i in. [34]. Po lewej zaznaczono najwa»niejsze elementy sondy: 1 � kolektor, 2 � pier-
±cie«, 3 � izolator, 4 � obudowa, 5 � otwory wentylacyjne, 6 � komory u podstawy izolatora. Po
prawej podano proponowane wymiary sondy w mm. (Szeroko±¢ szczeliny zostaªa ustawiona na 0.5

mm, co jest odpowiednie dla λD wi¦kszej ni» 0.05 mm.)

wego na jego bocznej powierzchni [30], a jego ±rednica powinna by¢ okre±lana w oparciu
o oczekiwany zakres g¦sto±ci przestrzennej pr¡du jonowego, pami¦taj¡c równie» o tym,
»e mniejszy przekrój sondy zmniejsza jej nagrzewanie i mniej zakªóca prac¦ silnika [34].
Kolektor i pier±cie« nie mog¡ by¢ ze sob¡ elektrycznie poª¡czone (musz¡ posiada¢ swoje
wªasne poª¡czenia elektryczne do polaryzacji). Zastosowanie odpowiednio gª¦bokiej szcze-
liny mi¦dzy kolektorem a pier±cieniem ochronnym zmniejsza niebezpiecze«stwo zwarcia
mi¦dzy kolektorem a pier±cieniem w wyniku napylania materiaªu [166]. Szeroko±¢ tej
szczeliny powinna by¢ mniejsza ni» 5 do 10 dªugo±ci Debye'a, aby utworzy¢ pªask¡, jedno-
lit¡ warstw¦ elektrostatyczn¡ na powierzchni kolektora [30]. Warto±¢ λD jest najni»sza dla
najwy»szego pr¡du jonowego docieraj¡cego do sondy, ta warto±¢ powinna by¢ u»ywana
do skalowania szeroko±ci szczeliny [34].

Poza tym napi¦cie przykªadane do sondy równie» musi zosta¢ odpowiednio dobrane.
Zbyt ujemna warto±¢ zmody�kowaªaby rozkªad potencjaªu w warstwie, co z kolei zmieni-
ªoby trajektorie jonów w pobli»u sondy [236].

Projekt jednej z kon�guracji sondy pªaskiej z pier±cieniem ochronnym wzi¦ty z ar-
tykuªu Mazu�re i in. [166] zostaª umieszczony na Rysunku 1.16 b). Tutaj kolektor
w ksztaªcie dysku o grubo±ci 1 mm jest otoczony molibdenowym pier±cieniem o szeroko-
±ci 15 mm. Odst¦p mi¦dzy tymi dwiema cz¦±ciami wynosi 0.5 mm szeroko±ci i 10 mm

gª¦boko±ci. Pier±cie« ochronny zostaª zamkni¦ty w cylindrze z tlenku glinu. �rednica
zewn¦trzna caªej sondy wynosi 50 mm, a jej dªugo±¢ 18 mm.

Rysunek 1.17 przedstawia projekt sondy rekomendowany przez Browna i in. w [34].
W tym przypadku izolator dodatkowo posiada niewielkie komory poª¡czone z otworami
wentylacyjnymi, kórych celem jest zmniejszenie gromadzenia si¦ osadzonego materiaªu,
a tym samym zmniejszenie mo»liwo±ci wyst¡pienia pr¡du upªywowego spowodowanego
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Rysunek 1.18: Rozªo»ony na cz¦±ci kubek Faraday'a. Numery oznaczaj¡ odpowiednio: 1 � izolator
czoªowy, 2 � elektroda tªumi¡ca, 3 � izolator mi¦dzy elektrod¡ a kolektorem, 4 � skolimowana cz¦±¢
kolektora, 5 � kolektor pªaski, 6 � izolator tylny [166].

powstaniem ±cie»ki przewodz¡cej mi¦dzy kolektorem a pier±cieniem ochronnym. Izolator
rozci¡ga si¦ przed obudow¡ sondy w celu zmniejszenia osadzania i mo»liwo±ci powstania
±cie»ki pr¡dowej w poprzek powierzchni izolatora mi¦dzy pier±cieniem ochronnym a prze-
wodz¡c¡ obudow¡ sondy. Natomiast otwory wentylacyjne znajduj¡ce si¦ u podstawy
izolatora ceramicznego zostaªy umieszczone w celu zmniejszenia gromadzenia si¦ cz¡stek
oboj¦tnych w szczelinie.

Kubek Faraday'a (FC) Kubek Faraday'a jest sond¡ pªask¡ zamkni¦t¡ w dªugiej tu-
bie, co powoduje, »e w przeciwie«stwie do sondy Faraday'a FP, efekty kraw¦dziowe spo-
wodowane tworzeniem warstwy elektrostatycznej powinny by¢ pomijalne. Ograniczenie
strumienia jonów ma te» dodatkow¡ zalet¦ � pozwala unikn¡¢ zjawiska nasycenia sy-
gnaªu, mog¡cego wyst¡pi¢, gdy sonda jest umieszczona w ±rodku wi¡zki plazmowej [166].
Poza tym maªy rozmiar sondy zmniejszy ilo±¢ napylanego materiaªu pochodz¡cego z od-
dziaªywania jonów z elementami znajduj¡cymi si¦ w komorze pró»niowej. Posiadanie
w¡skiej apertury ma jednak niekorzystn¡ konsekwencj¦: jony, które nie s¡ wspóªbie»ne z
osi¡ sondy nie s¡ zbierane, co oznacza, »e lokalny pr¡d jonowy zostaje niedoszacowany.
W praktyce ±rednica kolektora dobierana jest w zale»no±ci od wielko±ci badanego medium
[166].

Dªugo±¢ kubka Faraday'a powinna by¢ wi¦ksza ni» grubo±¢ przestrzennej warstwy
ªadunku wewn¡trz sondy, by wyniki pomiarów byªy niewra»liwe na lokalne wªa±ciwo±ci
plazmy [166]. Ponadto gª¦boki kolektor charakteryzuje si¦ najmniejsz¡ emisj¡ wtórn¡
elektronów [184]: cylindryczna geometria pozwala na wychwycenie wi¦kszo±ci elektronów
wtórnych emitowanych przez powierzchni¦ kolektora. Poniewa» kolimator jest pozosta-
wiony na potencjale pªywaj¡cym nie zaburza pomiarów pr¡du jonowego [166].

W artykule [166] umieszczono sugesti¦ w jaki sposób powinien zosta¢ zbudowany po-
prawnie dziaªaj¡cy kubek Faraday'a, co zostaªo zilustrowane na Rysunku 1.18. FC skªada
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Rysunek 1.19: Przykªady innych rozwi¡za« stosowanych w przypadku kubka Faraday'a: a) sonda
wyposa»ona w elektrod¦ odpychaj¡c¡ ekektrony [42, 215], b) sonda z elektrod¡ odpychaj¡c¡ oraz
kolektorem w ksztaªcie sto»ka [61, 109].

si¦ tutaj z sze±ciu ró»nych cz¦±ci. Przednia i tylna cz¦±¢ zewn¦trznego izolatora elektrycz-
nego wykonana zostaªa z tworzywa PEEK (polieteroeteroketon, polimer kompatybilny
z pró»ni¡, co oznacza, »e materiaª ten uwalnia niewielkie ilo±ci gazu w pró»ni). Koli-
mator sªu»y do zmniejszenia ilo±ci pr¡du jonowego wchodz¡cego do wn¦trza kubka i do
dokªadnego okre±lenia k¡ta widzenia sondy. Ze wzgl¦du na nisk¡ wydajno±¢ rozpylania
pod wpªywem bombardowania jonami ksenonu i kryptonu u»yto tutaj gra�tu. Element
dystansowy stanowi pier±cie« wytworzony z PEEK o dªugo±ci 5 mm. Dziaªa on jako izo-
lator elektryczny. Jest to potrzebne, aby odseparowa¢ elektrycznie kubek od kolimatora,
gdy» gra�t jest materiaªem przewodz¡cym. Kolimator pozostaje wtedy na potencjale pªy-
waj¡cym. Rozmiar tego elementu powinien by¢ dobrany w taki sposób, aby ograniczy¢
wyst¦powanie zwarcia mi¦dzy kolimatorem a kubkiem. Aktywna dªugo±¢ cylindra ze stali
nierdzewnej wynosi 26 mm, co daje caªkowit¡ obj¦to±¢ kubka równ¡ 8.2 cm3. Cylinder
i kolektor powinny by¢ utrzymywane na potencjale znacznie poni»ej potencjaªu pªywa-
j¡cego, aby umo»liwi¢ wychwytywanie dodatnio naªadowanych cz¡stek. Molibdenowy
kolektor jonów o ±rednicy 20 mm znajduje si¦ na podstawce kubka i jest przymocowany
mechanicznie tzn. bez zgrzewania cz¦±ci 4 z 5. Podczas pomiarów obudowa, sªu»¡ca
tak»e do monta»u sondy na ramieniu diagnostycznym, jest pozostawiona na potencjale
pªywaj¡cym w stosunku do lokalnego potencjaªu plazmy [166].

Poniewa» powstaªo wiele mody�kacji konstrukcji kubków Faraday'a, na potrzeby dok-
toratu postanowiono przetestowa¢ wybrane z nich. Pierwsza mody�kacja, przedstawiona
na Rysunku 1.19 a), polegaªa na zastosowaniu dodatkowej elektrody w celu zapobiegni¦-
cia utraty elektronów wtórnych [215]. Oba elementy elektryczne, elektroda odpychaj¡ca
i kolektor, s¡ odizolowane od siebie i ekranowane przed wpªywem z zewn¡trz. Aby jed-
nak pokona¢ problem wtórnej emisji elektronów wywoªanej kolizj¡ wi¡zki z kolektorem,
elektrod¦ tªumi¡c¡ nale»y silnie spolaryzowa¢ potencjaªem ujemnym w stosunku do ko-
lektora. Podczas projektowania sond na potrzeby rozprawy doktorskiej niestety zamiast
w domy±le przyspieszy¢ elektrony chc¡ce opu±ci¢ sond¦, zastosowanie takiej elektrody
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poskutkowaªo powstaniem �dodatkowego kolektora� i zmniejszeniem ilo±ci jonów tra�a-
j¡cych do kolektora wªa±ciwego. Dlatego te» ta elektroda odpychaj¡ca w ko«cu zostaªa
pozostawiona na potencjale pªywaj¡cym. Druga konstrukcja, przedstawiona na Rysunku
1.19 b), ró»ni si¦ od poprzedniej tym, »e posiada cylindryczny kolektor ze sto»kowym wy-
ci¦ciem [109, 170, 61]. Jednak w przypadku bada« nad rozpraw¡ doktorsk¡ zastosowanie
nietypowego ksztaªtu kolektora nie wniosªo zauwa»alnych zmian w ilo±ci rejestrowanego
pr¡du jonowego w stosunku do geometrii pªaskiej, wi¦c w celu uproszczenia konstrukcji
postanowiono zrezygnowa¢ z takiej mody�kacji kolektora. Opis konstrukcji sond u»ytych
do zbierania pr¡du jonowego na potrzeby rozprawy doktorskiej znajduje si¦ w rozdziale
3.2.

Sondy FP i FC opisane powy»ej s¡ rekomendowanymi i powszechnie stosowanymi dia-
gnostykami w dziedzinie EP sªu»¡cymi do pomiarów pr¡du jonowego oraz rozbie»no±ci
wi¡zki plazmowej, zatem takie wªa±nie kon�guracje zostaªy u»yte podczas bada« prowa-
dzonych w ramach rozprawy doktorskiej.



Rozdziaª 2

Metody wykrywania chaosu

Pierwsza cz¦±¢ rozdziaªu 2 zawiera krótki zarys historyczny zwi¡zany z teori¡ chaosu
oraz opis przykªadów na obecno±¢ zachowa« chaotycznych w ukªadach i zjawiskach na-
le»¡cych do ró»nych dziedzin. Gªówn¡ cz¦±¢ niniejszego rozdziaªu stanowi podrozdziaª
2.2, gdzie omówione zostaªy poszczególne wska¹niki chaosu, które mo»na stosowa¢ w celu
scharakteryzowania dynamiki danego ukªadu. Na podstawie tych wska¹ników zostanie
przeprowadzona analiza przedstawiona w rozdziale 4. Ostatnia cz¦±¢ rozdziaªu 2 przed-
stawia kilka scenariuszy, które mog¡ doprowadzi¢ do tego, »e dany ukªad przejdzie w stan
chaotyczny oraz próby kontroli pojawiaj¡cego si¦ chaosu.

2.1 Wst¦p

Niniejszy rozdziaª rozpoczyna si¦ krótkim wst¦pem historycznym dotycz¡cym teorii cha-
osu, gdzie pokrótce przedstawiono najwa»niejsze odkrycia. Nast¦pnie w podrozdziale
2.1.2 podano przykªady na obecno±¢ zjawisk chaotycznych w tym równie» badania zwi¡-
zane z chaosem w silnikach Halla.

2.1.1 Aspekt historyczny

Wi¦kszo±¢ znanych teorii �zycznych uzyskiwaªa nowy opis matematyczno-�zyczny w prze-
ci¡gu lat, ale ich gªówne idee pozostaªy te same. Natomiast w przypadku teorii chaosu
rozwój dziedziny doprowadziª do wa»nych zmian fundamentalnych ró»nych zagadnie« i po-
j¦¢ �zycznych. Dzi¦ki tej teorii nast¡piª ogromny post¦p w poznawaniu samej przyrody;
przyczyniªa si¦ te» ona do rozwoju rozmaitych gaª¦zi nauki [227].

Rewolucja zwi¡zana z teori¡ chaosu odró»niaªa si¦ od innych rewolucji wyst¦puj¡cych
w �zyce (kwantowej i relatywistycznej) tym, »e dotyczyªa zjawisk bliskich codziennemu
do±wiadczeniu i od dawna znanych (takich jak przepªyw cieczy, ruch wahadªa, zderzenie
si¦ ciaª czy ruch planet). Nowa teoria zobrazowaªa spójny sposób funkcjonowania ró»nych
ukªadów, które wcze±niej uwa»ano za wyra¹nie odmienne. Chocia» z jednej strony, odkry-
cie zªo»onych struktur w prostych ukªadach skomplikowaªo ich rozumienie, to z drugiej,
teoria chaosu daªa w ko«cu nadziej¦ na zrozumienie ukªadów zªo»onych [226].

36
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Do znacznego rozwoju teorii chaosu przyczyniª si¦ Edward Lorenz, który badaª ruch
warstw powietrza w atmosferze. Analizowany przez niego model skªadaª si¦ z trzech
nieliniowych równa« ró»niczkowych zwyczajnych w postaci1:

dx

dt
= γ(y − x)

dy

dt
= rx− y − xz

dz

dt
= xy − bz

(2.1)

gdzie x, y, z to rzeczywiste funcje czasu, a γ i b bezwymiarowe staªe dodatnie dotycz¡ce
�zycznych wªasno±ci powietrza w atmosferze. Funkcja x opisuje zmienn¡ proporcjonaln¡
do pr¦dko±ci pr¡du cyrkulacji powietrza, y to ró»nica temperatur pomi¦dzy komórkami
wznosz¡cymi si¦ i opadaj¡cymi, natomiast z stanowi odst¦pstwo pionowego rozkªadu tem-
peratury od zmian liniowych charakterystycznych dla stanu równowagi. Ostatnim para-
metrem jest r, czyli parametr kontrolny, od którego zale»y przebieg procesu konwekcji,
proporcjonalny do ró»nicy temperatur pomi¦dzy doln¡ a górn¡ warstw¡ powietrza. Dla
maªych warto±ci r proces przebiega stacjonarnie, natomiast po przekroczeniu pewnej war-
to±ci krytycznej konwekcja staje si¦ niestabilna [126, 180].

W celu gra�cznego przedstawienia danych Lorenz umie±ciª wyniki rozwi¡za« x, y i z dla
ró»nych warto±ci t na dwuwymiarowym przekroju i ±ledziª trajektori¦ badanego ukªadu.
Gdyby tor prowadziª do jednego punktu, to ukªad przeszedªby w stan stacjonarny, na-
tomiast gdyby tworzyª zamkni¦t¡ p¦tl¦ to ukªad byªby okresowy. Trajektoria Lorenza
jednak nie przejawiaªa »adnego z dwóch wymienionych zachowa«. Co prawda tor ruchu
pozostawaª ograniczony w pewnym obszarze, ale nigdy si¦ nie powtarzaª, kre±l¡c schemat
podwójnej spirali. Ten dziwny ksztaªt sygnalizowaª zupeªnie nowy rodzaj porz¡dku �
w 1963 r. Lorenz odkryª istnienie struktury atraktora.

Poniewa» matematyka jest gªównym narz¦dziem dla wi¦kszo±ci teorii nauk przyrod-
niczych, wi¦c jej ograniczenia nie pozostaj¡ bez wpªywu na ich rozwój. Tak te» si¦ staªo
w przypadku ukªadu równa« Lorenza, które musiaªy poczeka¢ na swoj¡ matematyczn¡
interpretacj¦ ponad 10 lat [227].

W 1957 r. Benoît Mandelbrot pracuj¡c w IBM (International Business Machines
Corporation) analizowaª szumy w liniach telefonicznych, które w owym czasie sªu»yªy do
transmisji informacji pomi¦dzy komputerami i zauwa»yª, »e bez wzgl¦du na skal¦ pro-
porcja okresów b¦d¡cych wolnymi od bª¦dów a tych z bª¦dami pozostaje staªa. Wbrew
intuicji, nie sposób znale¹¢ odcinka czasu, w którym bª¦dy byªyby rozproszone w sposób
równomierny. Powy»ej opisane zachowanie stanowi przykªad ukªadu fraktalnego, czyli
nieregularnej, niesko«czenie skomplikowanej i samopodobnej struktury posiadaj¡cej zdol-
no±¢ powtarzania si¦ wewn¡trz niej samej [89].

1Ukªad Lorenza jest zredukowan¡ wersj¡ ukªadu badanego przez Barry'ego Saltzmana skªadaj¡cego

si¦ z 12 równa« [197].



38 Rozdziaª 2. Metody wykrywania chaosu

Mandelbrot, po zapoznaniu si¦ ze sprzeczno±ciami literaturowymi odno±nie dªugo±ci
linii brzegowej Wielkiej Brytanii, chciaª si¦ dowiedzie¢ jaka jest jej rzeczywista dªugo±¢.
Odkryª, »e dªugo±¢ ta zale»y od u»ytego liniaªu. Oznaczaªo to, »e gdy skala pomiarów
staje si¦ coraz mniejsza, dªugo±¢ linii brzegowej ro±nie w niesko«czono±¢. To wªa±nie dzi¦ki
temu odkryciu Mandelbrot zdoªaª wyj±¢ poza wymiary naturalne do wymiaru uªamkowego
zwanego fraktalnym (patrz rozdziaª 2.2.5). Tylko taki wyra�nowany wymiar mógª odda¢
stopie« nieregularno±ci i nierówno±ci badanego obiektu [89].

Obecnie fraktale, stanowi¡ce nieodª¡czny element teorii chaosu, znalazªy szerokie za-
stosowania. Poniewa» cyfrowy zapis równa« ukªadów fraktalnych zajmuje znacznie mniej
pami¦ci ni» gotowe rozwi¡zania, powszechnie zacz¦to stosowa¢ je w gra�ce komputerowej.
Za ich pomoc¡ tworzy si¦ efekty specjalne w grach i w �lmach oraz sztuczne krajobrazy
[257]. Fraktale posªu»yªy te» jako narz¦dzie sªu»¡ce do opisu ró»nego typu wybrzusze«
oraz bardziej rzeczywistego opisu stykaj¡cych si¦ chropowatych powierzchni. Natomiast
sam wymiar fraktalny zostaª wykorzystany mi¦dzy innymi przez metalurgów do oceny
wytrzymaªo±ci danego metalu [89].

Innym aspektem teorii chaosu zajmowaª si¦ w 1978 r. Mitchell Feigenbaum [72], który
badaª odwzorowanie logistyczne (patrz wzór 2.2) i wykazaª, »e zachowanie si¦ ukªadu,
dziaªaj¡cego zgodnie z prostym równaniem kwadratowym dla odpowiednio wysokiej war-
to±ci parametru kontrolnego, mo»e by¢ wysoce skomplikowane [227]. Szukaj¡c obszarów
przyci¡gania rozwi¡za« odwzorowania logistycznego, rozwi¡zywaª je bardzo wiele razy
dla ró»nych warto±ci parametru. W wyniku tego na tzw. diagramie bifurkacyjnym (patrz
rozdziaª 2.2.2) najpierw linia reprezentuj¡ca rozwi¡zania rozdzielaªa si¦ na dwie cz¦±ci,
nast¦pnie ka»da z tych dwóch cz¦±ci znów si¦ rozwidlaªa itd. Poniewa» przy dowolnym
powi¦kszeniu otrzymany diagram przypominaª swój pierwotny ksztaªt, odst¦py mi¦dzy
kolejnymi rozgaª¦zieniami powinny pozostawa¢ w podobnym stosunku. Feigenbaum ob-
liczyª graniczn¡ warto±¢ stosunków tych odcinków i otrzymaª szybko±¢ zag¦szczania si¦
wykresu. Odwrotno±¢ tej liczby σ w przybli»eniu równa 4.6692, nazwana pó¹niej staª¡
Feigenbauma, okazaªa si¦ by¢ uniwersalna. Badaj¡c ró»ne funkcje ±ci±le wkl¦sªe, posia-
daj¡ce jedno maksimum na danym przedziale i odwzorowuj¡ce ten przedziaª w siebie,
otrzyma si¦ zawsze t¡ sam¡ warto±¢ σ [226].

W 1984 r. Robert Shaw postanowiª przetestowa¢ stosunkowo prosty ukªad ekspery-
mentalny w postaci kapi¡cego kranu. Bardzo cenna okazaªa si¦ pewna nowatorska technika
u»yta do analizy danych pomiarowych, która polegaªa na specy�cznym sposobie rekon-
strukcji przestrzeni fazowej [210]. Mianowicie na jednej osi Shaw umieszczaª odst¦p czasu
jaki upªyn¡ª mi¦dzy dwoma s¡siednimi kroplami, a na drugiej osi kolejny taki odst¦p. Je-
±li czasy te byªy równe, a dziaªo si¦ tak dla niskiej warto±ci przepªywu wody, na wykresie
powstawaª pojedynczy punkt. Jednak gdy przepªyw si¦ zwi¦kszaª zaczynaªy pojawia¢ si¦
tzw. bifurkacje podwajania okresu, polegaj¡ce na tym, »e ukªad zaczynaª oscylowa¢ po-
mi¦dzy kilkoma warto±ciami dla dowolnego doboru warunków pocz¡tkowych. To odkrycie
oznaczaªo nic innego jak to, »e porz¡dek jest w jakim± stopniu wpisany w nieporz¡dek,
»e potra� ujawni¢ si¦ ju» przy badaniu pojedynczej zmiennej. Skomentowaª to Doyne
Farmer: Na ewolucj¦ zmiennej wpªywa ka»da inna zmienna, na któr¡ ona oddziaªuje. Ich
warto±ci musz¡ si¦ jako± zawiera¢ w historii tej ewolucji. W jaki± sposób pozostawiaj¡ tam
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swoje ±lady2 [89]. Najistotniejsze byªo to, »e technika zastosowana przez Shawa okazaªa
si¦ uniwersalna � mo»na j¡ stosowa¢ praktycznie do ka»dej serii danych [182].

Idea dotycz¡ca powy»ej opisanej rekonstrukcji przestrzeni fazowej zostaªa po raz pierw-
szy zilustrowana przez Shawa, natomiast podwaliny matematyczne dali niezale»nie od
siebie Takens [224] oraz Ruelle [69]. Obecnie teorii tej powszechnie u»ywa si¦ do analizy
danych pod wzgl¦dem chaosu [180].

2.1.2 Przykªady na obecno±¢ chaosu

Obecnie zachowanie chaotyczne obserwuje si¦ w bardzo wielu dziedzinach. Rozpoczy-
naj¡c od pªynów, plazmy, laserów, reakcji chemicznych, poprzez ukªady elektroniczne,
urz¡dzenia mechaniczne i biologiczne, akustyk¦ czy mechanik¦ ciaª niebieskich, a ko«-
cz¡c na smudze dymu z papierosa, kroplach kapi¡cych z kranu, ruchu samochodów na
autostradzie, czy ropie pªyn¡cej w ruroci¡gach [13, 89, 180].

Na podstawie obserwacji niekontrolowanego zachowania si¦ plazmy w silnikach Halla
równie» mo»na si¦ spodziewa¢ wyst¡pienia chaosu podczas badania jej parametrów. Cho-
cia» poszukiwanie chaosu w silnikach Halla pozostaje nowatorskie, pojawiªy si¦ ju» pierw-
sze wyniki takich bada«.

W roku 2016 Zbigniew Peradzy«ski i in. przeanalizowali model pªynowy plazmy.
Stwierdzili, »e istnieje du»e prawdopodobie«stwo i» równanie transportu, które rz¡dzi am-
plitudami fal w plazmie, posiada rozwi¡zania chaotyczne (turbulentne) zarówno w swojej
wersji liniowej, jak i nieliniowej [185].

Samuel Marini i Renato Pakter w pracy z 2017 r. [161] okre±lili warunki uwi¦zienia
pojedynczego elektronu w kanale wyªadowania silnika Halla i przy pomocy prostego mo-
delu badali jego dynamik¦. Z przeprowadzonych symulacji wynikaªo, »e wraz ze zmian¡
parametru kontrolnego, stanowi¡cego w ich przypadku nat¦»enia pola magnetycznego,
trajektoria elektronu przechodziªa z regularnej do chaotycznej. Ponadto autorzy artykuªu
[161] badali obj¦to±¢ obszaru jonizacji i stwierdzili, »e istnieje zwi¡zek mi¦dzy cz¦sto±ci¡
wyst¦powania trajektorii chaotycznych elektronu, a wielko±ci¡ tej obj¦to±ci, co nasuwa
wniosek, »e manipuluj¡c parametrem kontrolnym mo»na zwi¦kszy¢ zdolno±¢ elektronu do
jonizacji.

Z kolei Debraj Mandal w artykule z 2020 r. [158] przedstawiª swoje wyniki dotycz¡ce
chaotycznego transportu elektronów spowodowanego niestabilno±ci¡ ich dryfu cyklotro-
nowego. Stworzony przez niego model anomalnego ruchu elektronów w kierunku prosto-
padªym do pola magnetycznego pokazaª, »e ze wzgl¦du na silne oddziaªywanie z polem
tªa, ruch ten staje si¦ chaotyczny, co zwi¦ksza niepo»¡dany transport elektronów wzdªu»
kierunku osiowego silnika.

Jak dot¡d nie powstaªa praca zajmuj¡ca si¦ szukaniem chaosu w rzeczywistych przebie-
gach pr¡dowych zarejestrowanych podczas pracy silnika Halla. Niemniej jednak badania
nad chaosem podobne pod wzgl¦dem u»ytych technik do tych zawartych w tej rozprawie
doktorskiej, ale dotycz¡ce innego obiektu bada« (a mianowicie �uktuacji plazmy induko-

2Tªumaczenie sªów Farmera wedªug Piotra Ja±kowskiego [89].
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wanej podczas spawania za pomoc¡ lasera) zostaªy przeprowadzone przez Jacka Kurzyn¦
w 1998 r. W pracy [143] zastosowaª on standardowe procedury analizy nieliniowych sze-
regów czasowych, takie jak technika zanurzeniowa Takensa (patrz wzór 2.9) sªu»¡ca do
rekonstrukcji atraktora, redukcja szumów (patrz rozdziaª 4.3.1), obliczenie wymiaru kore-
lacyjnego (patrz wzór 2.15) oraz poszukiwanie najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa (patrz
rozdziaª 2.2.6).

Portrety fazowe zrekonstruowane z oczyszczonych szeregów czasowych ukazaªy struk-
tury przypominaj¡ce atraktor (patrz rozdziaª 2.2.3), co stanowiªo mocny argument na
rzecz hipotezy o istnieniu zachowa« chaotycznych w tym ukªadzie. Ponadto niska i niecaª-
kowita warto±¢ obliczonego wymiaru korelacjyjnego byªa dodatkowym i równie mocnym
argumentem za niskowymiarow¡ dynamik¡ chaotyczn¡. Co wi¦cej, do±¢ wysoka warto±¢
uzyskanego najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa (w porównaniu z charakterystyczn¡ cz¦-
stotliwo±ci¡ oscylacji) wskazywaªa, »e ukªad jest wysoce nieprzewidywalny.

Z faktu, »e w ukªadzie wykryto dziwny atraktor i dodatni wykªadnik Lapunowa, wy-
wnioskowano, »e �uktuacje plazmy indukowanej laserowo reprezentuj¡ chaos determi-
nistyczny, co sugeruje u»ycie podobnych technik w celu potwierdzenia istnienia chaosu
w danych eksperymentalnych dotycz¡cych silnika Halla.

2.2 Identy�kacja zachowa« chaotycznych

Poniewa» ksztaªty chaotycznych trajektorii w przestrzeni fazowej cz¦sto s¡ z pozoru bardzo
podobne do przebiegów stochastycznych lub quasi-okresowych, niezwykle wa»ne jest, aby
stosowa¢ odpowiednie miary, pozwalaj¡ce na odró»nienie tych procesów [20]. Wska¹niki
chaosu, opisane w tym rozdziale, sªu»¡ pomoc¡ przy próbie okre±lenia czy dany ukªad
przejawia zachowanie chaotyczne czy te» nie.

Jedn¡ z cech dynamiki chaotycznej jest g¦sty rozkªad punktów okresowych znajduj¡-
cych si¦ w przestrzeni fazowej, co ma zwi¡zek z wyst¦powaniem regularno±ci i gwarantuje
speªnienie zaªo»e« ukªadu zdeterminowanego. Ponadto taka przestrze« fazowa powinna
by¢ zintegrowana, co oznacza, »e nie da si¦ jej rozªo»y¢ na oddzielne, niepowi¡zane cz¦-
±ci [227]. Sposób budowania wªa±ciwej przestrzeni fazowej oraz zwi¡zany z ni¡ proces
rekonstrukcji atraktora zostaªy opisane w rozdziale 2.2.3.

Kolejn¡ cech¡ dynamiki chaotycznej jest wra»liwo±¢ na warunki pocz¡tkowe, która
prowadzi do powstania niestabilno±ci oraz decyduje o nieprzewidywalno±ci ukªadu. Wra»-
liwo±¢ t¦ mo»na w pewnym stopniu przetestowa¢ przy pomocy przekroji Poincarégo (patrz
rozdziaª 2.2.4) lub wykªadników Lapunowa (patrz rozdziaª 2.2.6).

Teoria chaosu wprowadziªa nowy j¦zyk matematyczny zawieraj¡cy takie poj¦cia jak
bifurkacje, fraktale czy intermitencje3 okresowo±ci [226], które równie» sªu»¡ pomoc¡
w rozstrzyganiu charakteru badanego ukªadu. Terminy te zostaªy omówione odpowiednio
w rozdziaªach 2.2.2, 2.2.5 oraz 2.2.9.

Ponadto istniej¡ równie» gra�czne metody sªu»¡ce rozpoznaniu cech badanego ukªadu.

3Sªowo intermitencja pochodzi od angielskiego sªowa intermittency [202], które mo»na przetªumaczy¢

jako sporadyczne przerywanie.
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Rysunek 2.1: Widma mocy dla przykªadowych sygnaªów: a) chaotycznego, b) periodycznego, c)
quasi-periodycznego i d) stochastycznego. Dane u»yte do stworzenia widm zostaªy wygenerowane
przy pomocy programu Matlab.

Nale»y do nich wykres rekurencyjny (patrz podrozdziaª 2.2.7) i symetryzowany wzór krop-
kowy (podrozdziaª 2.2.8). Pierwsza z tych metod pozwala równie» na przeprowadzenie
analizy ilo±ciowej kilku parametrów.

Podsumowuj¡c rozdziaª 2.2 stanowi opis wszystkich metod, którymi posªu»ono si¦
w niniejszej rozprawie w celu dokonania analizy danych pod wzgl¦dem zachowa« cha-
otycznych.

2.2.1 Widmo mocy

W widmie mocy wyst¦puj¡ pewne przesªanki, które mog¡ pomóc w interpretacji cha-
rakteru danego procesu. W widmie takim dla danych, gdzie obecny jest chaos, istniej¡
maksima dla podstawowych cz¦sto±ci wªasnych danego ukªadu oraz wyst¦puje szeroka
skªadowa ci¡gªa malej¡ca w sposób liniowy wraz ze wzrostem cz¦sto±ci, wi¦ksza od po-
ziomu szumu. Dodatkowo zastosowanie skali logarytmicznej uwydatnia skªadowe o niskim
poziomie mocy, które stanowi¡ wa»n¡ cech¦ widm ukªadów chaotycznych. Szerokopasmo-
wo±¢ co prawda nie gwarantuje wra»liwo±ci na warunki pocz¡tkowe, ale stanowi symptom
chaosu [20].

Do obliczania widm mocy zastosowano kwadrat moduªu transformaty Fouriera, która
sªu»y uwidocznieniu cz¦sto±ci skªadowych zale»nych od czasu. Dodatkowo zadanie uªatwiª



42 Rozdziaª 2. Metody wykrywania chaosu

algorytm zwany szybk¡ transformat¡ Fouriera FFT (ang. Fast Fourier Transform), który
wykorzystuje pewne wªasno±ci funkcji trygonometrycznych w celu znacznego przyspiesze-
nia czasu trwania prowadzonych oblicze« [13] (funkcja �t4 pakietu Matlab).

Na Rysunku 2.1 przedstawiono widma mocy sygnaªów o odmiennym zachowaniu.
Przykªad a) dotyczy atraktora Lorenza (wzór 2.1), gdzie do generacji danych posªu»ono
si¦ algorytem Rungego-Kutty [40], zawartym w funkcji ode pakietu Matlab, sªu»¡cym do
iteracyjnego rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych zwyczajnych. Szereg czasowy danych
zwi¡zanych z ukªadem Lorenza zostaª w tej rozprawie wygenerowany dla nast¦puj¡cych
parametrów: γ = 10, b = 8/3 i r = 28, przy warunkach pocz¡tkowych: x(0) = 1, y(0) =

1, z(0) = 1 [20].
Na Rysunku 2.1 b) przedstawiono widmo mocy sygnaªu periodycznego. Jako sygnaª

periodyczny zostaªa w tej pracy doktorskiej przyj¦ta funkcja sinusoidalna f(x) = sin(x)

wygenerowana w programie Matlab. W widmie dotycz¡cym tego sygnaªu wyst¦puje jeden
wyra¹ny pik. Natomiast gdy w widmie widoczne s¡ tylko dyskretne skªadowe i s¡ one g¦ste
ma si¦ do czynienia z atraktorem quasi-okresowym, czyli z ruchem stanowi¡cym zªo»enie
kilku ruchów okresowych posiadaj¡cych ró»ne podstawowe cz¦sto±ci [13, 20, 83, 180].
W caªej rozprawie jako przykªad funkcji quasi-periodycznej u»yta zostaªa funkcja o wzorze
f(x) = sin(x/0.987) + 5 cos(x/0.3) sin(x/0.7), której widmo mocy przedstawia Rysunek
2.1 c).

Ostatni przykªad przedstawiony na Rysunku 2.1 � biaªy szum, charakteryzuje si¦ tym,
»e jego widmo jest ci¡gªe i wzgl¦dnie stabilne, bez dyskretnych struktur. Biaªy szum zostaª
wygenerowany dzi¦ki funkcji rand dost¦pnej w programie Matlab.

2.2.2 Diagram bifurkacyjny

Bifurkacja oznacza jako±ciow¡ zmian¦ dynamiki ukªadu, pod wpªywem niewielkich zmian
warto±ci parametru kontrolnego [126, 227]. Inaczej mówi¡c jest to zmiana liczby rozwi¡za«
równania ró»niczkowego pod wpªywem zmian warto±ci tego parametru [13]. Diagram
bifurkacyjny obrazuje zmiany jako±ciowe.

Zagadnienie bifurkacji polegaj¡cej na podwajaniu okresu danego sygnaªu omówiono
poni»ej na przykªadzie odwzorowania logistycznego, które mo»na u»y¢ jako bardzo uprosz-
czony model ekologiczny, opisuj¡cy roczne zmiany populacji pewnego gatunku [180]. Niech
przedmiotem bada« b¦dzie populacja ryb znajduj¡ca si¦ w ograniczonym ±rodowisku. Na-
le»y spodziewa¢ si¦, »e na pocz¡tku, przy niewielkiej populacji b¦dzie ona gwaªtownie
rosªa. Natomiast gdy ryby zdoªaj¡ si¦ za bardzo rozmno»y¢, zabraknie dla wszystkich po-
»ywienia i populacja zacznie si¦ kurczy¢ [89]. Zakªadaj¡c, »e wzgl¦dna liczba osobników
w kolejnym pokoleniu xn+1 (znormalizowana do maksymalnej pojemno±ci ±rodowiska) jest
proporcjonalna do liczby xn osobników w poprzednim pokoleniu i do liczby wolnych miejsc
(1− xn), ewolucj¡ kolonii b¦dzie rz¡dziªo równanie:

xn+1 = rxn(1− xn), (2.2)

4https://www.mathworks.com
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Rysunek 2.2: Diagram bifurkacyjny odwzorowania logistycznego.

gdzie xn stanowi liczebno±¢ populacji ryb w n-tym roku, r oznacza wspóªczynnik rozrod-
czo±ci (który w tym przypadku peªni rol¦ parametru kontrolnego), a czªon (1−xn) opisuje
dziaªanie ogranicze« ±rodowiskowych [142].

Wyniki kolejnych iteracji x1, x2, . . . , xn dla ró»nych warto±ci parametru kontrolnego
r stworz¡ wykres bifurkacyjny, którego przykªad ilustruje Rysunek 2.2. W tym ukªadzie
chaotycznym dla rosn¡cego r nast¡pi kaskada podwoje« okresu, która w pierwszej fazie
oznacza oscylacj¦ ukªadu mi¦dzy dwiema warto±ciami dla dowolnego wyboru warunków
pocz¡tkowych, a w drugiej fazie oscylacj¦ mi¦dzy czterema warto±ciami itd. Populacja
oscyluje mi¦dzy stabilnymi warto±ciami, których liczba podwaja si¦ d¡»¡c do niesko«-
czono±ci. Dla pewnych odpowiednio du»ych warto±ci parametru r b¦d¡ pojawiaªy si¦
obszary, w którym okna okresowe (czyli przedziaªy gdzie pojawiaj¡ si¦ tylko rozwi¡zania
okresowe) i chaos (gdzie nie ma rozwi¡za« czysto okresowych) b¦d¡ przemieszane [180].
B¦dzie si¦ tak dziaªo dla sko«czonej warto±ci parametru kontrolnego [13, 202].

Model oparty o odwzorowanie logistyczne mo»e dobrze wyja±ni¢ obserwowane zjawisko
nasycenia populacji ekosystemu, takiego jak populacja ryb w jeziorze lub kolonia bakterii
w probówce [120]. Jednak w przypadku ukªadu zªo»onego z drapie»ników i o�ar, który
ma wiele wspólnego z procesem jonizacji w silniku Halla (rozdziaª 1.1.5), oba gatunki
b¦d¡ silnie wpªywa¢ na swoj¡ liczebno±¢ i odwzorowanie opisane powy»ej nie zdoªa opisa¢
caªego procesu. Przy maªej liczbie drapie»ników o�ary mog¡ si¦ ªatwo namna»a¢, co b¦dzie
oznaczaªo wzrost dost¦pnego po»ywienia dla drapie»ników i spowoduje z kolei wzrost ich
liczebno±ci. Gdy drapie»ników zacznie by¢ zbyt wiele, to ogranicz¡ liczebno±¢ swoich o�ar
a» w ko«cu zaczn¡ przymiera¢ gªodem zmniejszaj¡c swoj¡ liczb¦, co ponownie da o�arom
mo»liwo±¢ namna»ania itd. [226]. Sytuacj¦ tak¡ mo»na opisa¢ za pomoc¡ ukªadu równa«
Lotki-Volterry, które zostaªy zaproponowane wªa±nie do interpretacji okresowych oscylacji
dwóch populacji w ekosystemie drapie»nik-o�ara [120]. Oryginalna wersja modelu skªada
si¦ z nast¦puj¡cej pary równa«:

dN1

dt
= α1N1 − β1N1N2,

dN2

dt
= −α2N2 + β2N1N2, (2.3)

gdzie α1 to wska¹nik namna»ania o�ar, α2 � wska¹nik wymierania drapie»ników, a N1
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Rysunek 2.3: Diagram bifurkacyjny wzbudzanego modelu Lotki-Volterry. Na czerwono zaznaczono
maksima, a na niebiesko minima jakie przyjmuje populacja o�ar N1(t). Cz¦stotliwo±¢ oscylacji siªy
zewn¦trznej ω ze wzoru 2.5 peªni funkcj¦ parametru kontrolnego.

i N2 to odpowiednio liczebno±¢ populacji o�ar i drapie»ników; czªon −β1N1N2 reprezen-
tuje tempo redukcji liczby o�ar w wyniku spotka« z drapie»nikiem, a β2N1N2 reprezentuje
tempo wzrostu populacji drapie»ników w wyniku tych samych spotka«. Powy»szy model
daje rozwi¡zanie okresowe, ale jego okres i amplituda zale»¡ od stanu pocz¡tkowego. Dla-
tego zacz¦to proponowa¢ ró»ne mody�kacje powy»szego modelu. Na przykªad Gause [120]
wprowadziª czªon kolizji gatunków (w sensie ich wzajemnych spotka«) proporcjonalny do√
N1, co zmody�kowaªo równania 2.3 do postaci:

dN1

dt
= α1N1 − β1

√
N1N2 − γ1N

2
1 ,

dN2

dt
= −α2N2 + β2

√
N1N2, (2.4)

gdzie wprowadzony zostaª równie» czªon logistyczny γ1N
2
1 . Liczby spotka« s¡ teraz pro-

porcjonalne do
√
N1, a nie do N1 co zapewnia efekt pojawienia si¦ maksymalnej granicznej

liczby kolizji gatunków, natomiast gdyby do równania nie zostaª dodany czªon logistyczny,
to nast¡piªaby eksplozja populacji o�ar. Przy tak wprowadzonych zmianach rozwi¡zanie
cyklu granicznego daje prost¡, oscylacyjn¡ ewolucj¦ dwóch populacji.

Próbuj¡c jeszcze bardziej urealni¢ model ekosystemu Inoue i Kamifukumoto zapropo-
nowali aby tempo mno»enia si¦ o�ar α1 zale»aªo od czasu, tzn. byªo nap¦dzane przez
okresow¡ zale»n¡ od czasu siª¦ zewn¦trzn¡:

α1(t) = 2[a− b cos(ωt)], (2.5)

gdzie a jest staª¡ wi¦ksz¡ od zera, a b i ω s¡ odpowiednio amplitud¡ i cz¦sto±ci¡ siªy
zewn¦trznej. Posiada to swoje odzwierciedlenie w prawdziwym systemie, gdzie opó¹nienie
czasowe spowodowane regeneracj¡ trawy wywoªuje okresowe wahania populacji zwierz¡t
si¦ ni¡ »ywi¡cych (czyli w tym przypadku o�ar N1) [120]. Ze wzgl¦du na zwi¡zek mi¦dzy



2.2. Identy�kacja zachowa« chaotycznych 45

opisem oscylacji w silniku Halla z modelem drapie»nik-o�ara (rozdziaª 1.1.5), powy»szy
zmody�kowany model Lotki-Volterry zostaª w tej rozprawie doktorskiej w skrócie nazwany
modelem L-V i b¦dzie sªu»yª jako jeden z ukªadów porównawczych.

Po rozwi¡zaniu numerycznym powy»szych równa« przy u»yciu algorytmu Rungego-
Kutty [40], zgodnie z sugesti¡ Inoue i Kamifukumoto przyjmuj¡c nast¦puj¡ce warto±ci
parametrów: α2 = 3.0, β1 = 3.0, β2 = 1.5, γ1 = 0.48 oraz a = 3.0 i b = 0.17, na Rysunku
2.3 wykre±lono diagram bifurkacyjny ukazuj¡cy przej±cie do chaosu w takim ukªadzie. Jak
wida¢ wyra¹nie klaruj¡ si¦ obszary, w których ma si¦ do czynienia ze stanem chaotycznym,
z bardzo du»¡ liczb¡ rozwi¡za«. S¡ one poprzeplatane z obszarami, gdzie liczba rozwi¡za«
pozostaje niewielka.

2.2.3 Przestrze« fazowa i rekonstrukcja atraktora

Rozwi¡zanie ukªadu równa« w przestrzeni fazowej nosi nazw¦ trajektorii lub orbity [126].
Zarówno takie trajektorie jak i tradycyjne szeregi czasowe s¡ powszechnymi sposobami
przedstawiania danych w celu uzyskania obrazu dªugofalowego zachowania si¦ danego
ukªadu [89].

W przestrzeni fazowej, tworz¡cej abstrakcyjn¡ przestrze« o ortogonalnych osiach,
wspóªrz¦dne stanowi¡ zbiór wszystkich wielko±ci, za pomoc¡ których mo»na opisa¢ tra-
jektori¦ w sposób jednoznaczny, czyli wspóªrz¦dne powinny przedstawia¢ tylko zmienne
niezb¦dne do okre±lenia stanu badanego ukªadu. Punkt przestrzeni fazowej odpowiada
chwilowemu stanowi dynamicznemu. Zatem pojedynczy punkt w przestrzeni fazowej za-
wiera peªn¡ informacj¦ o badanym ukªadzie w danej chwili.

Ka»demu mo»liwemu ruchowi ciaªa odpowiada jednoznaczna trajektoria zwi¡zana z hi-
stori¡ ruchu dla pewnego przedziaªu czasu. Z jednoznaczno±ci równa« ruchu (a dokªadniej
z jednoznaczno±ci rozwi¡za« równa« ró»niczkowych) wynika, »e trajektorie te nie mog¡
si¦ przecina¢ � determinizm ruchu mechanicznego polega na tym, »e tylko przy doborze
dokªadnie tych samych warunków pocz¡tkowych i ciaª o identycznych wªasno±ciach b¦d¡
si¦ one poruszaªy w jednakowy sposób.

Twierdzenie Liouville'a o zachowaniu miary mówi, »e obj¦to±¢ przestrzeni fazowej po-
zostaje staªa, gdy energia ukªadu jest zachowana, natomiast dla ukªadu dyssypatywnego
b¦dzie si¦ ona kurczy¢ [126, 227]. Z punktu widzenia teorii chaosu wa»ne jest to, »e ob-
serwuj¡c zmiany obj¦to±ci przestrzeni fazowej mo»na wyci¡gn¡¢ pewne wnioski dotycz¡ce
danego ruchu [226].

Atraktor5 to pewien podzbiór przestrzeni fazowej (mo»e to by¢ jaka± zawiªa trajekto-
ria lub pojedynczy punkt), do którego w miar¦ upªywu czasu b¦d¡ zmierzaªy wszystkie
rozwi¡zania równa« danego modelu. Odznacza go zatem stabilno±¢ oraz fakt, »e ka»dy
pocz¡tkowy stan ukªadu b¦dzie z czasem zmierzaª do stanu wyró»nionego.

Cech¡ procesów nieliniowych niespeªniaj¡cych zasady zachowania energii jest wyst¦-
powanie atraktorów o zªo»onej budowie, a poszukiwanie atraktorów ma na celu sfor-
muªowanie pewnych przewidywa« i wpªyni¦cie na przebieg danego procesu. Atraktory
o skomplikowanej budowie stanowi¡ raczej reguª¦, a nie wyj¡tek [126, 227].

5Sªowo atraktor wzi¦ªo si¦ od angielskiego sªowa atract oznaczaj¡cego przyci¡ga¢.



46 Rozdziaª 2. Metody wykrywania chaosu

Rysunek 2.4: Atraktor Lorenza. Poszczególne panele pokazuj¡ widok tego samego atraktora pod
ró»nymi k¡tami.

W dwuwymiarowej przestrzeni fazowej mog¡ istnie¢ tylko dwa najprostsze rodzaje
atraktorów: punkty staªe i cykle graniczne, które reprezentuj¡ odpowiednio zachowanie
d¡»¡ce do stanu stacjonarnego oraz zachowanie cykliczne. W pierwszym przypadku czas
doj±cia ukªadu do pojedynczego punktu jest niesko«czony (gdyby tak nie byªo, punkt
stanowiªby przeci¦cie trajektorii, co jest sprzeczne z jednoznaczno±ci¡ rozwi¡za« równa«
ró»niczkowych). W drugim przypadku sytuacja jest podobna � krzywa zamkni¦ta, po
której ukªad porusza si¦ w sposób okresowy stanowi granic¦ gdzie zbiegaj¡ si¦ trajektorie
i mog¡ do niej dotrze¢ tylko po niesko«czonym czasie [89, 126].

Poj¦cie atraktora oraz sposób jego rekonstrukcji zostanie teraz omówione na przykªa-
dzie modelu Lorenza, który mo»na nazwa¢ archetypem zachowania chaotycznego. Rów-
nania nieliniowe 2.1 opisuj¡ce ten ukªad nie speªniaj¡ zasady zachowania energii, tzn.
wyst¦puj¡ w nich czªony rozpraszaj¡ce t¡ energi¦ (rozpraszana jest energia cieplna pod-
nosz¡ca temperatur¦ dolnych warstw atmosfery) [226]. Poniewa» atraktor pojawia si¦
tylko dla pewnych przedziaªów warto±ci parametrów, Lorenz przyj¡ª warto±ci zapropono-
wane przez Saltzmana, które byªy stosowane w bardziej rozbudowanym modelu: γ = 10

i b = 8/3, natomiast za r przyj¡ª warto±¢ 28 [226].

Po rozwi¡zaniu numerycznym równa« 2.1 przy u»yciu algorytmu Rungego-Kutty otrzy-
mano atraktor Lorenza z charakterystycznymi skrzydªami przedstawiony na Rysunku 2.4.
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Pomimo, »e nie da si¦ ustali¢ liczby obiegów na jednym skrzydle ani momentu przeskoku
na drugie, wida¢, »e w ruchu panuje du»a regularno±¢. Bez wzgl¦du na to, w którym
miejscu trajektoria wystartowaªa, caªa przestrze« fazowa skupiªa si¦ w dwa niewielkie
dwuwymiarowe obszary [226]. Powstaªe trajektorie nigdy si¦ nie przetn¡, bo gdyby to
uczyniªy atraktor musiaªby od tego momentu powtarza¢ swoje zachowanie [89].

Atraktor Lorenza skªada si¦ z niesko«czonej liczby niesko«czenie cienkich pªatów poªo-
»onych blisko siebie [227] i stanowi przykªad tzw. dziwnego atraktora. Dziwne atraktory
posiadaj¡ niecaªkowity wymiar (patrz rozdziaª 2.2.5) i struktur¦ fraktaln¡ [13, 89]. Sªowo
�dziwny� odnosi si¦ do geometrii lub ksztaªtu obszaru przyci¡gaj¡cego, natomiast sªowo
�chaotyczny� do dynamiki orbit na atraktorze, a w szczególno±ci wykªadniczego rozbiega-
nia si¦ pobliskich trajektorii [101].

Wspomniany we wst¦pie Floris Takens (rozdziaª 2.1.1) opracowaª metod¦ odtwarzania
ksztaªtu atraktora zanurzonego w d-wymiarowej przestrzeni fazowej przy pomocy tylko
jednego wektora opisuj¡cego badany ukªad [224]. Metoda polega na budowaniu prze-
strzeni fazowej z wektorów przesuni¦tych w czasie o krotno±¢ pewego interwaªu τ , zwanego
opó¹nieniem czasowym. Te przesuni¦te warto±ci nosz¡ nazw¦ wspóªrz¦dnych z opó¹nie-
niem, a ich liczba zale»y ±ci±le od wymiaru przestrzeni fazowej. W praktyce w przypadku
danych do±wiadczalnych zazwyczaj dysponuje si¦ tylko jednym szeregiem danych i nie
jest znany wymiar przestrzeni fazowej. Nale»y zatem po kolei bada¢ opó¹nione szeregi
czasowe zwi¦kszaj¡c wymiar przestrzeni, a» do otrzymania regularno±ci [227].

Poniewa» wa»ne jest aby zbiór rozwi¡za« byª zanurzony w przestrzeni o dostatecz-
nej liczbie wymiarów, Takens poszukiwaª wystarczaj¡cego wymiaru przestrzeni fazowej,
aby unikn¡¢ przeci¦¢ trajektorii (powoduj¡cych zªamanie zasady determinizmu). Zdoªaª
udowodni¢, »e wystarczy aby wymiar przestrzeni zanurzenia d byª wi¦kszy od wymiaru
fraktalnego atraktora DA wedle relacji [13, 180]:

d ≥ 2DA + 1. (2.6)

Podstawow¡ metod¡, która pozwala na okre±lenie minimalnego wymiaru zanurzenia
jest poszukiwanie faªszywych najbli»szych s¡siadów FNN (ang. False Nearest Neighbors).
Mianowicie faªszywym s¡siadem b¦dzie ten punkt trajektorii, który znajduje si¦ w oto-
czeniu wybranego punktu odniesienia tylko dlatego, »e poprzez dobranie zbyt maªego
rozmiaru przestrzeni zbadano tylko cz¦±¢ wspóªrz¦dnych s¡siada i zostaª on zrzutowany
w jego pobli»e. Po odpowiednim zwi¦kszeniu rozmiaru przestrzeni taki punkt przestanie
by¢ s¡siadem, je±li kolejna wspóªrz¦dna b¦dzie miaªa warto±¢ znacznie ró»ni¡c¡ si¦ od
warto±ci punktu odniesienia. (Sytuacj¦ tak¡ obrazuje Rysunek 2.5.) Wybiera si¦ zatem
pewn¡ staª¡ RO okre±laj¡c¡ dªugo±¢ promienia hiperkuli i oblicza zmian¦ odlegªo±ci mi¦-
dzy punktami przy zmianie wymiaru przestrzeni fazowej z d na d+ 1. Je±li zmiana ta jest
wi¦ksza ni» ustalona warto±¢ uznaje si¦ s¡siada za faªszywego. Minimalny wymiar prze-
strzeni d zostanie osi¡gni¦ty, kiedy liczba s¡siadów przestanie si¦ zmienia¢ [43, 124, 130].

Do eliminacji faªszywych najbli»szych s¡siadów mo»na wykorzysta¢ dwa nast¦puj¡ce
warunki, badaj¡c cechy s¡siadów przy przej±ciu od ni»szego wymiaru przestrzeni fazowej
d do wy»szego d+ 1 [130]:
- I warunek: odlegªo±¢ mi¦dzy punktami x(i) i x(j) nie powinna si¦ zwi¦ksza¢ o stosunek
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Rysunek 2.5: Wizualizacja dotycz¡ca faªszywych s¡siadów reprodukowana z artykuªu [44]. Pomimo,
»e para punktów A i B le»y bardzo blisko siebie w wymiarze d (kolor czerwony), to w wymiarze d+ 1

(kolor niebieski) mo»e je dzieli¢ znaczna odlegªo±¢. Natomiast punkty C i D pokazuj¡ przykªad
prawdziwych s¡siadów.

wi¦kszy ni» zadana warto±¢ progowa RO:

R2
d+1(i, j)−R2

d(i, j)

R2
d(i, j)

≤ R2
O, (2.7)

- II warunek: w przypadku punktów, których odlegªo±¢ jest bliska ±redniej odlegªo±ci
wszystkich badanych punktów od ±rodka atraktora RA (±rodek atraktora jest przybli-
»any przez ±rodek ci¦»ko±ci wszystkich punktów dla danego wymiaru d), wprowadza si¦
dodatkowe ograniczenie:

Rd+1(i, j) < AtolRA, (2.8)

gdzie wspóªczynnik Atol dobiera si¦ w zale»no±ci od cech badanego ukªadu (np. w artykule
[123] dotycz¡cym przebiegów pr¡du wyªadowania u»yto warto±ci 2).

Na Rysunku 2.6 przedstawiono wyniki dotycz¡ce wyznaczenia wymiaru zanurzenia
metod¡ faªszywych najbli»szych s¡siadów dla kilku sygnaªów referencyjnych. W przy-
padku atraktora Lorenza wida¢, »e po przej±ciu od d = 1 do d = 2 liczba FNN raptownie
maleje, a od d = 3 praktycznie spada do zera, wi¦c taki wymiar przestrzeni mo»na uzna¢
za dostateczny. Podobnie dzieje si¦ w przypadku wzbudzanego modelu Lotki-Volterry
oraz sinusoidy, gdzie po przekroczeniu warto±ci d równych odpowiednio 4 i 2 nast¦puje
zanik liczby faªszywych s¡siadów. Natomiast dla biaªego szumu liczba faªszywych s¡sia-
dów wci¡» ro±nie wraz ze wzrostem wymiaru d (bierze si¦ to z faktu, »e wymiar przestrzeni
fazowej szumu jest niesko«czony). Na tym przykªadzie wida¢ równie», »e pomini¦cie kry-
terium zwi¡zanego z rozmiarem atraktora RA prowadziªoby do bª¦dnego wyniku.
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Rysunek 2.6: Przykªady zastosowania metody FNN do wyznaczenia odpowiedniego wymiaru za-
nurzenia w przypadku: a) atraktora Lorenza, b) wzbudanego modelu Lotki-Volterry (ω = 2.7), c)
sygnaªu sinusoidalnego oraz d) biaªego szumu, gdzie przyj¦to warto±ci Atol = 2 i RO = 15. Kolorem
czerwonym i zielonym zostaªy zaznaczone wyniki dotycz¡ce I i II warunku, kolorem niebieskim wynik
zbiorczy.
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Wedªug metody Takensa w ogólnej postaci d-wymiarowy wektor wspóªrz¦dnych z opó¹-
nieniem sªu»¡cy do rekonstrukcji atraktora przybiera posta¢ [180]:

x(t)

x(t+ τ)

x(t+ 2τ)

. . .

x(t+ (d− 1)τ)

 (2.9)

gdzie x oznacza badan¡ wielko±¢ szeregu czasowego (np. N1 w przypadku modelu L-V),
a τ jest warto±ci¡ opó¹nienia czasowgo podawanego w przypadku ukªadów referencyjnych
w jednostkach próbkowania (wtedy odpowiada ró»nicy indeksów dwóch punktów szeregu
czasowego).

Zazwyczaj przedziaª doboru warto±ci opó¹nienia czasowego jest do±¢ szeroki, tym nie-
mniej dla caªkiem przypadkowej warto±ci τ nie zaobserwuje si¦ regularno±ci wynikaj¡cych
z istnienia atraktora [227]. Gdyby τ byªo zbyt maªe, to punkty badanego szeregu le»a-
ªyby zbyt blisko siebie i nie otrzymano by informacji o dªugofalowej dynamice badanego
ukªadu. Z drugiej strony, wra»liwo±¢ na warunki pocz¡tkowe powoduje, »e korelacje mi¦-
dzy punktami s¡ krótkoczasowe.

Analizuj¡c zachowanie si¦ szeregu x(t) mo»na bada¢ korelacj¦ mi¦dzy parami punktów
o liczebno±ci N w funkcji ich odst¦pu w czasie przy pomocy funkcji autokorelacji C(τ)

zde�niowanej jako:

C(τ) = lim
N→∞

[
1

N − τ

N−τ∑
t=1

x(t)x(t+ τ)

]
, (2.10)

gdzie szereg x(t) zostaª znormalizowany do zerowej ±redniej i jednostkowej wariancji.
Korelacja wªasna sygnaªu charakteryzuje zwi¡zek pomi¦dzy warto±ciami sygnaªu w da-

nej chwili a warto±ciami tego sygnaªu w kolejnych odst¦pach czasu. Dlatego te» maksy-
maln¡ warto±¢ funkcja ta przyjmuje dla zerowej warto±ci opó¹nienia [99]. Zgodnie z su-
gesti¡ Heinza Schustera z artykuªu [202] za kryterium wyznaczania opó¹nienia czasowego
mo»na przyj¡¢ warunek:

C(τ) ≈ 1

2
C(0). (2.11)

Na potrzeby rozprawy doktorskiej przetestowano te» inne warto±ci, a w tym C(τ) ≈ 2
5
C(0)

sugerowane przez Gregory'ego Bakera i in. w [13]. Jednak ostatecznie wyznaczono warto±¢
τ na podstawie warunku 2.11.

Dzi¦ki funkcji autokorelacji uzyskuje si¦ informacj¦ o wpªywie sygnaªów znajduj¡cych
si¦ w ró»nych fazach na siebie. W przypadku ruchu okresowego wyrazy b¦d¡ ze soba
skorelowane i funkcja C(τ) b¦dzie oscylowa¢, a w przypadku chaotycznym amplituda
funkcji b¦dzie zanika¢ w sposób wykªadniczy, gdy» stosunkowo bliskie punkty powinny
si¦ sta¢ do±¢ szybko nieskorelowane [20]. Zatem ksztaªt funkcji autokorelacji mo»e po-
móc w odró»nieniu procesu chaotycznego od innych zachowa« [143]. Na Rysunku 2.7
mo»na zauwa»y¢, »e dla biaªego szumu funkcja C(τ) ma warto±ci zbli»one do zera, pod-
czas gdy dla procesów okresowych (lub quasi-okresowych) ma ona charakter oscylacyjny.
Natomiast w przypadku ruchu chaotycznego amplituda funkcji ma tendencj¦ spadku.
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Rysunek 2.7: Przykªady zastosowania metody funkcji autokorelacji do wyznaczenia odpowiedniego
opó¹nienia czasowego τ w przypadku: a) atraktora Lorenza, b) modelu L-V oraz c) sygnaªu sinuso-
idalnego i d) biaªego szumu. Pionowe szare linie pokazuj¡ wybran¡ warto±¢ τ na podstawie kryterium
2.11.
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Rysunek 2.8: Przykªady zastosowania metody informacji wzajemnej do wyznaczenia odpowiedniego
opó¹nienia czasowego τ w przypadku: a) atraktora Lorenza, b) modelu L-V, c) sygnaªu sinusoidalnego
i d) biaªego szumu. Pionowe szare linie pokazuj¡ wybran¡ warto±¢ τ , dla którego wzajemna informacja
osi¡ga pierwsze minimum.
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Druga metoda wyznaczenia poprawnej warto±ci opó¹nienia czasowego τ , któr¡ zasto-
sowano w tej rozprawie doktorskiej, opiera si¦ na tzw. informacji wzajemnej w odniesieniu
do dwóch wyników pomiarów, wykonanych w ró»nycm czasie. �rednia informacja wza-
jemna dla N − τ par informacji o opó¹nieniu τ wynosi [1, 77]:

I(τ) =
N−τ∑
t=1

P (x(t), x(t+ τ)) log2

[
P (x(t), x(t+ τ))

P (x(t))P (x(t+ τ))

]
, (2.12)

gdzie P (x(t)) i P (x(t + τ)) to odpowiednio prawdopodobie«stwa wyst¡pienia w sygnale
warto±ci x(t) i x(t + τ), a P (x(t), x(t + τ)) to ª¡czne prawodpodobie«stawo wyst¡pienia
tych dwóch warto±ci. Jak wida¢ I(τ) ≥ 0, a warto±¢ 0 osi¡ga tylko gdy wszystkie wyniki
pomiarów s¡ parami niezale»ne.

Fraser w artykule [77] zasugerowaª wybór τ , przy którym wyst¦puje pierwsze mini-
mum funkcji I(τ), a je»eli informacja wzajemna I(τ) zbyt dªugo nie osi¡ga minimum lub
w ogóle go nie posiada sugeruje, »eby τ speªniaªo warunek: I(τ) ≈ 0.1I(0). W przy-
padku analizowanych ukªadów referencyjnych zastosowaneo kryterium oparte o pierwsze
minumum funkcji I(τ).

Na Rysunkach 2.7 i 2.8 przedstawiono odpowiednio wyniki wyznaczania opó¹nienia
τ przy pomocy funkcji autokorelacji i informacji wzajemnej. Wyniki uzyskane dwoma
metodami zestawiono w Tabeli 2.1. Poniewa» warto±ci te ró»ni¡ si¦, ostatecznego wyboru
dokonano na podstawie wyników rekonstrukcji atraktorów.

atraktor Lorenza model L-V sygnaª periodyczny biaªy szum

funkcja autokorelacji τ = 18 τ = 13 τ = 67 τ = 0

informacja wzajemna τ = 11 τ = 17 τ = 100 τ = 0

Tabela 2.1: Wyniki oszacowa« opó¹nienia czasowego otrzymane za pomoc¡ obydwu metod dysku-
towanych w tym rozdziale.

Jak pokazano wcze±niej za pomoc¡ metody FNN (Rysunek 2.6) dla atraktora Lo-
renza wymiar przestrzeni zanurzenia powinien by¢ równy 3, dlatego zgodnie z teori¡ za-
nurzeniow¡ Takensa (wzór 2.9) zbudowano 3-wymiarowy wektor [x(t), x(t+ τ), x(t+ 2τ)],
posªuguj¡c si¦ opó¹nieniem otrzymanym po zastosowaniu metody informacji wzajemnej.
Zrekonstruowany ksztaªt atraktora przedstawiono na Rysunku 2.9 a). Dla warto±ci τ
uzyskanej metod¡ funkcji autokorelacji nie odtworzono poprawnego ksztaªtu atraktora,
co pokazano na panelu b).

Po porównaniu atraktorów z Rysunku 2.4 i 2.9 a) mo»na stwierdzi¢, »e caªy zabieg
przebiegª poprawnie. Geometryczne podobie«stwo jest widoczne � podstawowa struktura
prawdziwego atraktora jest podobna do struktury uzyskanej przy pomocy wspóªrz¦dnych
z opó¹nieniem. Zrekonstruowany atraktor powinien by¢ topologicznie równowa»ny pierwo-
wzorowi, tzn. jego wymiar obliczony na podstawie wzoru 2.15 oraz wykªadniki Lapunowa
omówione w rozdziale 2.2.6 powinny by¢ zbli»one.

W analogiczny sposób zostaªa równie» zrekonstruowana przestrze« fazowa wzbudza-
nego modelu Lotki-Volterry (patrz Rysunek 2.10). Opó¹nienie czasowe przyj¦te do dal-
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Rysunek 2.9: Atraktor Lorenza zrekonstruowany przy u»yciu metody Takensa dla: a) τ = 11, b)
τ = 18. Górne i dolne rekonstrukcje przedstawiono pod ró»nym k¡tem.

szych bada« wynosiªo 17, gdy» i tym razem metoda informacji wzajemnej sªu»¡ca wyzna-
czeniu τ okazaªa si¦ skuteczniejsza (dla τ = 13 atraktor pozostawaª sztucznie spªaszczony).

2.2.4 Odwzorowanie Poincarégo

Aby uzyska¢ informacje z cz¦sto do±¢ zagmatwanej i skomplikowanej struktury pojawiaj¡-
cej si¦ w przestrzeni fazowej mo»na posªu»y¢ si¦ metod¡ map Poincarégo (zwan¡ równie»
odwzorowaniem powrotu lub przekrojem Poincarégo). Metoda Poincarégo polega na za-
st¡pieniu analizy trajektorii przestrzeni fazowych w n-wymiarowej przestrzeni, analiz¡
(n − 1)-wymiarowego ukªadu dyskretnego [126]. Oznacza to, »e zamiast badania caªych
trajektorii bierze si¦ pod uwag¦ punkty przeci¦cia tej trajektorii z wybran¡ pªaszczyzn¡
odniesienia tworz¡c w ten sposób map¦. Pªaszczyzn¦ t¦ nale»y dobra¢ w ten sposób, aby
uzyska¢ jak najwi¦cej informacji o badanym ruchu. Wa»ne jest zatem aby trajektorie
przebijaªy j¡ na wylot, czyli aby wybrany pªat nie byª styczny w »adnym z punktów do
trajektorii fazowych [180, 227].

W przypadku atraktora trójwymiarowego, metoda ta b¦dzie polega¢ zatem na wyj¦-
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Rysunek 2.10: Atraktor modelu L-V zrekonstruowany za pomoc¡ metody Takensa dla parametru
kontrolnego ω = 2.7, gdzie w przypadku a) u»yto opó¹nienia τ = 17, a b) τ = 13. Poszczególne
panele obrazuj¡ ten sam atraktor widziany pod ró»nymi k¡tami.

ciu dwuwymiarowego plastra z jego wn¦trza, co zmniejszy wymiar o jeden, przeksztaªca-
j¡c ci¡gª¡ lini¦ w zbiór punktów. Za ka»dym razem gdy trajektoria atraktora przetnie
wybran¡ pªaszczyzn¦ wska»e na niej pojedynczy punkt, z czego stopniowo zacznie si¦
wyªania¢ pewna struktura [5, 20, 89, 187, 233].

Przy pomocy odwzorowania Poincarégo mo»na oceni¢ charakter badanego ukªadu.
Dla ukªadu quasi-periodycznego (patrz Rysunek 2.11 a)) na mapie otrzymuje si¦ sko«-
czon¡ liczb¦ punktów, które ukªadaj¡ si¦ wzdªu» krzywych zamkni¦tych. W przypadku
szumu o rozkªadzie normalnym wygenerowanym dzi¦ki funkcji randn programu Matlab
(przykªad b)) na mapie pojawia si¦ losowy rozkªad punktów. Natomiast dla ruchu cha-
otycznego (przykªad c)) trajektoria przecina pªaszczyzn¦ przekroju w coraz to nowych
punktach, le»¡cych zwykle bardzo blisko odpowiednich punktów z poprzedniego przeci¦-
cia, co pokazuje, »e w przypadku pojawienia si¦ atraktora chaotycznego punkty b¦d¡ si¦
skupiaªy w pewnych obszarach i uwidoczni si¦ pewna regularno±¢ [227].

Na Rysunku 2.12 przedstawiono ró»nic¦ pomi¦dzy wygl¡dem map Poincarégo dla
dwóch ró»nych przypadków modelu L-V z odmienn¡ warto±ci¡ cz¦stotliwo±ci wymuszaj¡-
cej ω. W przypadku niechaotycznym, dla którego ω = 2.7, punkty przecinaj¡ce pªaszczy-
zn¦ tworz¡ ksztaªty zdeformowanych elips. W przypadku chaotycznym, gdzie ω = 3.766,
punkty grupuj¡ si¦ w bardziej zwartych strukturach nie tworz¡c krzywych zamkni¦tych,
co przypomina skupienie punktów jakie powstaje na przekroju dla atraktora Lorenza.

Gdy równania opisuj¡ce ewolucj¦ s¡ znane oraz znana jest cz¦sto±¢ wªasna ukªadu,
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Rysunek 2.11: Mapy Poincarégo dla: a) sygnaªu quasi-periodycznego, b) szumu o rozkªadzie
normalnym, c) atraktora Lorenza. Po lewej kolorem niebieskim wykre±lono zrekonstruowane atraktory,
a kolor ró»owy reprezentuje pªaszczyzn¦ przeci¦cia. Kolorami czerwonym i czarnym odró»niono miejsca
przeci¦cia pªaszczyzny przekroju odpowiednio od góry i od doªu.
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Rysunek 2.12: Mapy Poincarégo dla modelu L-V dla parametru kontrolnego o nast¦puj¡cych warto-
±ciach: a) ω = 2.7, b) ω = 3.766. Na górnym panelu kolorem niebieskim wykre±lono zrekonstruowane
atraktory, a kolor ró»owy reprezentuje pªaszczyzn¦ przeci¦cia. Kolorami czerwonym i czarnym odró»-
niono miejsca przeci¦cia pªaszczyzny przekroju odpowiednio od góry i od doªu.

konstrukcj¦ opart¡ o przeci¦cie wybran¡ pªaszczyzn¦ odniesienia mo»na zast¡pi¢ zabie-
giem stroboskopowym [79]. Metoda ta polega na tym, »e bierze si¦ odpowiedni okres
przesuni¦cia równy odwrotno±ci cz¦sto±ci wªasnej ukªadu, a nast¦pnie wykre±la map¦ Po-
incarégo dla punktów przesuni¦tych o krotno±¢ tego okresu. Posiadaj¡c jednak szeregi
czasowe pochodz¡ce z rzeczywistych pomiarów przewa»nie nie dysponuje si¦ wystarcza-
j¡c¡ wiedz¡ na temat cz¦sto±ci wªasnej ukªadu. Z pomoc¡ przychodzi jednak pewna
procedura, zwi¡zana z poszukiwaniami minimum entropii Shannona (patrz wzór 2.39),
która pozwala oszacowa¢ wªa±ciwy okres.
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Rysunek 2.13: Ukªad belki jako przykªad ukªadu, do którego mo»na u»y¢ metody stroboskopowej
tworzenia przekroju Poincarégo opartej na entropii Shannona. Rysunek reprodukowany z [79].

Aby znale¹¢ odpowiedni okres, który ma posªu»y¢ do stworzenia przekroju, nale»y
wzi¡¢ pod uwag¦ cz¦stotliwo±ci podstawowe ukªadu zidenty�kowane podczas analizy wid-
mowej. Nast¦pnie nale»y przeskanowa¢ warto±ci entropii w pobli»u cz¦sto±ci podstawowej
i znale¹¢ minimum, które odpowiada najmniejszej liczbie punktów przekroju w obszarze
o zadanym promieniu. Nast¦pnie wykonuje si¦ dokªadniejszy skan wokóª tej warto±ci.
Post¦powanie nale»y kontynuowa¢ do czasu a» zmiany warto±ci entropii stan¡ si¦ zanie-
dbywalne.

W celu demonstracji uzyskania przekroju Poincarégo metod¡ stroboskopow¡ wybrano
ukªad, który skªada si¦ ze stabilnej i sztywnej ramy oraz przymocowanej do niej stalowej
belki, gdzie belka ta zostaªa przymocowana w taki sposób, aby jej swobodny koniec le»aª
mi¦dzy dwoma magnesami, co ukazuje Rysunek 2.13. Caªa rama jest poruszana tam
i z powrotem wzdªu» kierunku x. Taki ukªad z drganiami harmonicznymi mo»na opisa¢
równaniem w bezwymiarowej postaci:

q̈ + cq̇ − q + q3 = A sin(Ωt), (2.13)

gdzie q(t) opisuje wychylenie belki, c to wspóªczynnik tªumienia, A i Ω to amplituda
i cz¦sto±¢ wymuszenia [79, 172].

Na Rysunku 2.14 pokazane zostaªy przykªadowe portrety fazowe oraz przekroje Poin-
carégo dla kilku wybranych warto±ci wymuszenia Ω, przy których jej ruch reprezentuje
odmienne zachowanie. Przypadek a) reprezentuje drgania okresowe, co manifestuje si¦
pojedynczym punktem na przekroju Poincarégo, w przypadku b) okres ruchu ko«ca belki
jest dwukrotnie dªu»szy od okresu drga« ramy, co powoduje bifurkacj¦ i pojawienie si¦
drugiej skªadowej drga«. W przypadku c) wci¡» ma si¦ do czynienia z ruchem okreso-
wym, czyli portret fazowy tworzy krzyw¡ zamkni¦t¡, a na mapie Poincarégo pojawiaj¡
si¦ trzy punkty. Dalszy wzrost parametru kontrolnego sprawia, »e ro±nie liczba rozwi¡za«
równania 2.13. Dla Ω = 1.89 (przypadek d)) ukªad zachowuje si¦ chaotycznie � ruch
belki pozbawiony jest regularno±ci, wci¡» kre±li nowe trajektorie w przestrzeni fazowej.
Na mapie Poincarégo manifestuje si¦ to tym, »e caªy czas powstaj¡ nowe punkty. Ich
rozkªad nie jest jednak losowy, lecz tworzy pewn¡ zwart¡ struktur¦ [79].
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Rysunek 2.14: Portrety fazowe i mapy Poincarégo dla rozwi¡za« równania drga« belki (wzór 2.13)
w przypadku ró»nych warto±ci cz¦sto±ci wymuszenia: a) Ω = 1, b) Ω = 1.32, c) Ω = 1.60, d)
Ω = 1.89. Przyj¦to warto±¢ amplitudy wymuszenia A równ¡ 1, a wspóªczynnik tªumienia c równy
0.5. Warunki pocz¡tkowe byªy natomiast nast¦puj¡ce: q(0) = 1 i q̇(1) = 0.

Na Rysunku 2.15 przedstawiono mapy Poincarégo wzbudzonego modelu Lotki-Volterry
powstaªe przy u»yciu metody stroboskopowej. W zale»no±ci od warto±ci parametru kon-
trolnego ω punkty tworz¡ce map¦ grupuj¡ si¦ w odmienny sposób. W przypadku a), gdzie
ω = 2.7, punkty na mapie ukªadaj¡ si¦ w ksztaªt zdeformowanej elipsoidy. Dla prze-
dziaªów cz¦sto±ci ω, dla których obserwowany jest chaos i które mo»na zidenty�kowa¢
obserwuj¡c diagram bifurkacyjny przedstawiony na Rysunku 2.3, na mapie Poincarégo
punkty ukªadaj¡ si¦ w specy�czny sposób tworz¡c zwarte struktury � patrz Rysunek 2.15
c) i e). Natomiast gdy parametr kontrolny tra�a na okno (przypadki b), d) i f)) punkty
ukªadaj¡ si¦ w odmienny sposób ni» w pozostaªych przypadkach. Po pierwsze ich ilo±¢
jest niewielka, a po drugie pozostaj¡ one bardziej rozproszone. Poza tym ich portrety
fazowe, które równie» zostaªy przedstawione na tym rysunku, tworz¡ krzyw¡ zamkni¦t¡.
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Rysunek 2.15: Mapy Poincarégo (kolor czerwony) naªo»one na portrety fazowe (kolor bª¦kitny) dla
modelu L-V uzyskane dla ró»nych warto±ci cz¦sto±ci siªy zewn¦trznej: a) ω = 2.65, b) ω = 2.7, c)
ω = 2.73, d) ω = 2.76, e) ω = 2.8, f) ω = 2.97.
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2.2.5 Wymiar fraktalny

Geometria fraktalna, zainicjowana przez Mandelbrota, doskonale nadaje si¦ do opisu dziw-
nych atraktorów, które posiadaj¡ niezwykle skomplikowan¡ i subteln¡ budow¦. Dlatego
te» teoria chaosu cz¦sto wykorzystuje fraktale jako narz¦dzie formalne [226]. Fraktale od-
ró»niaj¡ si¦ od klasycznych konstrukcji geometrycznych tym, »e nie posiadaj¡ najni»szego
poziomu zªo»ono±ci � ka»da ich cz¦±¢ jest tak samo skomplikowana jak ogóª; bior¡c kawa-
ªek konstrukcji na dowolnie niskim poziomie jego budowy, otrzyma si¦ budow¦ dokªadnie
przypominaj¡c¡ caªo±¢ [227].

W atraktorze Lorenza trajektoria w przestrzeni fazowej ukªada si¦ ka»dorazowo nieco
inaczej nigdy si¦ nie przecinaj¡c. Atraktor ten jest zbudowany z niesko«czonej ilo±ci
cieniutkich pªatków poªo»onych blisko siebie, czyli posiada struktur¦ fraktaln¡ (Rysunek
2.4) [227]. Wymiar fraktalny tego atraktora jest równy okoªo 2.05, co jest spowodowane
tym, »e trajektoria przebiega cz¦±ciowo pomi¦dzy dwuwymiarow¡ powierzchni¡ a trój-
wymiarow¡ obj¦to±ci¡ [6, 27]. Gra�czne przedstawienie w przestrzeni fazowej trajektorii
b¦d¡cych rozwi¡zaniami modeli procesów nieliniowych zwykle prowadzi do ekstremalnie
zªo»onych struktur [226, 227].

Jedn¡ z bardziej znanych metod szukania wymiaru fraktalnego jest obserwacja zmian
tzw. wymiaru korelacyjnego DG podczas stopniowego zwi¦kszania wymiaru przestrzeni
zanurzenia. Wymiar korelacyjny ma zwi¡zek z caªk¡ korelacyjn¡ stanowi¡c¡ ±redni uªamek
punktów wewn¡trz kuli o promieniu R [64, 69]:

C(R) = lim
N→∞

[
1

N2

N∑
i,j=1

H(R− ‖x(i)− x(j)‖)

]
, (2.14)

gdzie x(i) i x(j) s¡ punktami szeregu czasowego tworz¡cymi badan¡ prób¦, N jest liczeb-
no±ci¡ próby, ‖.‖ miar¡ odlegªo±ci (norm¡), a H(k) funkcj¡ skokow¡ Heaviside'a przyj-
muj¡c¡ warto±¢ 1 dla k ≥ 0 i 0 dla k < 0, zatem dla danego i wybierane s¡ tylko punkty
znajduj¡ce si¦ wewn¡trz hiperkuli o promieniu R i ±rodku w punkcie x(i).

Liczba punktów znajduj¡cych si¦ w s¡siedztwie wybranego punktu atraktora b¦dzie
si¦ zmienia¢ wraz ze wzrostem promienia R, a zmiana liczby s¡siadów b¦dzie tym szybsza
im wy»szy b¦dzie wymiar zbioru. Wymiar korelacyjny DG wi¡»e si¦ z caªk¡ C(R) przy
R→ 0 za pomoc¡ relacji [13]:

C(R) ∼ RDG (2.15)

i mo»na go wyznacza¢ obliczaj¡c wspóªczynnik nachylenia funkcji log10C(R) wzgl¦dem
warto±ci log10R [13].

Ze wzgl¦du na to, »e w praktyce dane do±wiadczalne podlegaj¡ statystycznym �uktu-
acjom i zawieraj¡ szum, b¦d¡ one wpªywa¢ na caªk¦ korelacyjn¡ przy maªych warto±ciach
promienia R, dlatego nale»y zaniedba¢ ten zakres podczas badania przebiegu funkcji,
pomijaj¡c obszar z silnymi oscylacjami [13].

Je±li wymiar zanurzenia d jest wy»szy ni» wymiar atraktora DA mo»na uzyska¢ peªn¡
informacj¦ o strukturze obiektu i poprawnie oszacowa¢ wymiar korelacyjny D̄G, gdy» dla
zakresu gdzie d jest wi¦ksze od wymiaru atraktora, krzywa d log10C(R)/d log10R osi¡gnie
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Rysunek 2.16: Wyniki wyznaczenia wymiaru zanurzenia metod¡ caªki korelacyjnej w przypadku:
a) atraktora Lorenza, b) wzbudzanego modelu Lotki-Volterry (ω = 3.766), c) sygnaªu sinusoidalnego
oraz d) biaªego szumu. Po lewej stronie pokazane zostaªo jak zmienia si¦ d log10C(R)/d log10R

wraz ze wzrostem promienia R przy rosn¡cym wymiarze zanurzenia d, gdzie ka»da czarna krzywa
ospowiada osobnej warto±ci d. Granice obszaru skalowania, dla którego wyznaczano DG, zaznaczono
pionowymi liniami przerywanymi. Po prawej stronie umieszczono wyniki dopasowa« liniowych dla
kolejnych warto±ci wymiaru d.
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plateau. Je±li natomiast to wymiar atraktora jest wy»szy, atraktor zostaje zrzutowany na
hiperpªaszczyzn¦ i informacje o prawdziwej strukturze zostan¡ utracone. Dlatego szukaj¡c
wymiaru fraktalnego zaczyna si¦ od maªego wymiaru zanurzenia i stopniowo zwi¦ksza si¦
jego warto±¢. W miar¦ zwi¦kszania wymiaru zanurzenia rekonstrukcja atraktora prowadzi
do tego, »e unaocznia si¦ coraz bardziej zªo»ona struktura, zwi¡zana z �rozprostowywa-
niem� trajektorii. Pó¹niej, gdy struktura zostanie ju» caªkowicie rozprostowana, warto±¢
wymiaru korelacyjnego si¦ stabilizuje i taki wymiar fraktalny mo»na uzna¢ za ostateczny.
Najcz¦±ciej niezb¦dne jest jednak oczyszczenie danych eksperymentalnych z zawartego
w nich szumu. Procedura taka zostaªa opisana w rozdziale 4.3.1 i Dodatku B.

Zakres R, dla którego funkcja d log10C(R)/d log10R osi¡ga mniej wi¦cej staªy po-
ziom, nazywa si¦ obszarem skalowania, a jego warto±¢ jest powszechnie przyjmowana jako
oszacowanie wymiaru fraktalnego bazowego atraktora chaotycznego. Znalezienie najdªu»-
szego mo»liwego regionu skalowania jest kluczem do oszacowania wymiaru korelacyjnego
[64, 125].

Wyniki dotycz¡ce poszukiwania wymiaru zanurzenia przy pomocy caªki korelacyjnej
dla kilku ukªadów referencyjnych przedstawiono na Rysunku 2.16. W przypadkach a), b)
i c) odnosz¡cych si¦ do atraktora Lorenza, wzbudzanego modelu Lotki-Volterry oraz sy-
gnaªu periodycznego, funkcja d log10C(R)/d log10R osi¡ga plateau, wymiar DG wyra¹nie
si¦ stabilizuje daj¡c wyniki odpowiednio równe 2.01±0.08, 1.24±0.04 oraz 1±0.02, gdzie
ró»nice mi¦dzy wymiarami podawanymi w literaturze a oszacowanymi w tym rozdziale
wynikaj¡ z ogranicze« numerycznych. Natomiast dla biaªego szumu wymiar DG ro±nie
bez ogranicze« wraz ze wzrostem warto±ci wymiaru zanurzenia.

Chocia» wyznaczenie wymiaru fraktalnego metod¡ opisan¡ powy»ej bywa cz¦sto nie-
dokªadne, mo»e ona posªu»y¢ jako sprawdzian wªa±ciwego doboru opó¹nienia czasowego,
poniewa» tylko wtedy dla ukªadu deterministycznego nast¦puje ustalenie si¦ wymiaru DG

wraz ze wzrostem wymiaru zanurzenia d [249].

2.2.6 Wykªadniki Lapunowa

Wykªadniki Lapunowa okre±laj¡ tempo zmian separacji punktów, le»¡cych pocz¡tkowo
blisko siebie, która to separacja zmienia si¦ na skutek ewolucji czasowej ukªadu [202].
W przypadku ukªadów chaotycznych niewielka zmiana warunków pocz¡tkowych powo-
duje, »e odlegªo±¢ mi¦dzy punktami b¦dzie rosªa wykªadniczo, natomiast w przypadku
ukªadów niechaotycznych odlegªo±¢ ta b¦dzie zmienia¢ si¦ w czasie liniowo [13]. Przy po-
mocy wykªadników Lapunowa mo»na stwierdzi¢ czy ma si¦ do czynienia z zachowaniem
chaotycznym czy te» nie, co wi¦cej mo»na tego dokona¢ w sposób jednoznaczny [227].
Oka»¡ si¦ one zatem niezmiernie u»yteczne szczególnie w przypadku danych empirycz-
nych, gdy nie posiada si¦ matematycznego modelu ruchu ukªadu.

Dla n-wymiarowego odwzorowania w przestrzeni fazowej otrzymuje si¦ co najwy»ej n
ró»nych wykªadników Lapunowa, których warto±ci s¡ zwi¡zane z orientacj¡ w przestrzeni
fazowej (wzór 2.9), poniewa» rozci¡ganie trajektorii mo»e zachodzi¢ w dowolnym jej kie-
runku [180]. Zbiór wykªadników zwykªo nazywa¢ si¦ widmem [126], a widmo takie daje
si¦ obliczy¢ ze zrekonstruowanego atraktora [13]. Gdy wykªadnik w którym± kierunku
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jest dodatni ma si¦ do czynienia z rozci¡ganiem, czyli inaczej mówi¡c oddalaniem si¦ po-
bliskich punktów trajektorii. Gdy jest on ujemny obserwuje si¦ natomiast ±ciskanie, czyli
zbli»anie trajektorii. Praktycznie ju» na podstawie znaków warto±ci liczbowych w widmie
mo»na wnioskowa¢ o rodzaju zachowania [20].

W celu wyprowadzenia wzoru na wykªadnik Lapunowa λ w przypadku jedno-wymiaro-
wym wzi¦to dwa punkty le»¡ce blisko siebie x0 i (x0 + ε), gdzie ε to niewielka warto±¢.
Model ewolucji tych wspóªrz¦dnych w czasie opisuje funkcja f taka, »e xn+1 = f(xn). Po
N krokach odlegªo±¢ mi¦dzy punktami przy zaªo»eniu wykªadniczego charakteru zmian,
jest równa: ∣∣fN(x0 + ε)− fN(x0)

∣∣ ≈ εeNλ, (2.16)

gdzie fN oznacza funkcj¦ f po wykonaniu N kroków. Po podzieleniu obu stron równania
2.16 przez ε i zlogarytmowaniu go otrzyma si¦ nast¦puj¡c¡ zale»no±¢:

ln

[∣∣fN(x0 + ε)− fN(x0)
∣∣

ε

]
≈ Nλ. (2.17)

Poniewa» zaªo»ono, »e ε jest niewielkie mo»na teraz zapisa¢:

λ ≈ 1

N
ln

∣∣∣∣dfNdx
∣∣∣∣ . (2.18)

Warto±¢ λ wyznacza si¦ traktuj¡c pochodn¡ dfN/dx jako pochodn¡ funkcji zªo»onej i prze-
chodz¡c do granicy z N d¡»¡cym do niesko«czono±ci:

λ = lim
N→∞

1

N

N−1∑
i=0

ln |f ′(xi)| . (2.19)

Ze wzorów 2.18 i 2.19 wida¢, »e λ pozwala mierzy¢ szybko±¢ z jak¡ wprowadzone zabu-
rzenie ε zmniejsza si¦ lub zwi¦ksza w czasie [13, 83].

Dla ukªadu dysypatywnego suma wykªadników Lapunowa jest ujemna [126]:

n∑
i=1

λi < 0. (2.20)

Wykªadniki Lapunowa s¡ te» powi¡zane z obj¦to±ci¡ przestrzeni fazowej, a mianowicie
b¦dzie ona ewoluowa¢ wedªug zale»no±ci [13]:

V = V0e
(λ1+λ2+...+λn)N , (2.21)

gdzie V0 oznacza pocz¡tkow¡ warto±¢ obj¦to±ci przestrzeni fazowej, a λ1, λ2, ..., λn widmo
wykªadników Lapunowa.

Wykªadniki Lapunowa mo»na ±ci±le powi¡za¢ z typem atraktora [83]. W przypadku
atraktora jednopunktowego wszystkie wykªadniki b¦d¡ ujemne, co oznacza, »e ukªad
ewoluuje do ko«cowego stanu równowagi. Dla atraktora okresowego (reprezentowanego
w przestrzeni fazowej przez okr¡g) jeden z wykªadników b¦dzie równy zeru, a pozostaªe
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Rysunek 2.17: Porównanie równoczesnej ewolucji diagramu bifurkacyjnego (kolor czarny) i najwi¦k-
szego wykªadnika Lapunowa (kolor niebieski) w funkcji parametru kontrolnego r dla odwzorowania
logistycznego. Pionowe szare linie reprezentuj¡ warto±ci parametru kontrolnego, w których dochodzi
do trzech pierwszych bifurkacji.

b¦d¡ ujemne. Dla atraktora prawie okresowego (reprezentowanego w przestrzeni fazowej
przez torus) dwa wykªadniki b¦d¡ równe zero, a pozostaªe b¦d¡ ujemne. Za± w przypadku
dziwnego atraktora (reprezentowanego w przestrzeni fazowej przez fraktal) co najmniej je-
den wykªadnik b¦dzie dodatni [20, 89]. W celu uzyskania lepszej przejrzysto±ci wszystkie
te informacje zebrano w Tabeli 2.2.

Typ atraktora I warunek II warunek III warunek IV warunek

punkt staªy 0 > λ1 ≥ ... ≥ λn
okresowy λ1 = 0 0 > λ2 ≥ ... ≥ λn
quasi-okresowy λ1 = 0 λ2 = 0 0 > λ3 ≥ ... ≥ λn
chaotyczny λ1 > 0 λ2 = 0 0 > λ3 ≥ ... ≥ λn

∑k
i=1 λi < 0

Tabela 2.2: Klasy�kacja atraktorów ze wzgl¦du na warto±ci wykªadników Lapunowa [20].

Jak pokazano na diagramie bifurkacyjnym odwzorowania logistycznego (Rysunek 2.2)
obserwuje si¦ pojawienie okien okresowych. Liczba takich okien d¡»y do niesko«czono±ci
[142], a ich poªo»enie mo»na ustali¢ obliczaj¡c wykªadniki Lapunowa [126], co zostaªo za-
prezentowane na Rysunku 2.17. Na diagramie odznaczaj¡ si¦ dwa rodzaje obszarów: ten,
gdzie pojawiaj¡ si¦ tylko rozwi¡zania okresowe, w którym najwi¦kszy wykªadnik Lapu-
nowa pozostaje zawsze niedodatni oraz chaotyczny, gdzie λ przyjmuje warto±ci dodatnie
[202].
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2.2.7 Wykres rekurencyjny

Metoda wykresów rekurencyjnych RP (ang. Recurrence Plot) jest gra�czn¡ metod¡ ana-
lizy danych, sªu»¡c¡ do pomiaru zmienno±ci czasowej, zaproponowan¡ przez Eckmana i in.
w 1987 r. [68]. Bazuje ona na elementarnej wªasno±ci deterministycznych systemów dyna-
micznych jak¡ jest powtarzalno±¢, która oznacza, »e po pewnym czasie trajektoria powróci
w pobli»e punktu przestrzeni fazowej, który odwiedziªa poprzednio. Jest to typowa cecha
deterministycznych ukªadów dynamicznych [177].

Mimo, »e przestrze« fazowa bywa cz¦sto ponad 3-wymiarowa, technika zapropono-
wana przez Eckmana wci¡» pozwala na wizualizacj¦ tej przestrzeni. Polega to na utwo-
rzeniu dwuwymiarej quasi-przestrzeni, do której zostaje sprowadzony rzeczywisty wymiar
ukªadu. Analiza wizualna ma na celu ocen¦ jako±ciow¡ zªo»onej struktury pojawiaj¡cej
si¦ na wykresie RP, analiza ilo±ciowa pozwala natomiast na obliczenie kilku szczególnych
wska¹ników. Wska¹niki te sªu»¡ do wykrywania subtelnych konstrukcji nios¡cych infor-
macje o badanym ukªadzie i opisuj¡ stopie« zªo»ono±ci badanych procesów.

Metoda RP pozwala na odró»nienie szeregu czasowego od losowego szumu, okre±lenie
stopnia rekurencji, determinizmu czy stacjonarno±ci. Oprócz tego, za pomoc¡ wykresów
rekurencyjnych, mo»na wykry¢ chaos deterministyczny w badanym ukªadzie [99, 177].
Informacje uzyskane z diagramów s¡ cz¦sto zaskakuj¡ce i nieªatwe do uzyskania innymi
metodami [68].

Wykres rekurencyjny to N ×N wymiarowy diagram zªo»ony z punktów o wspóªrz¦d-
nych (i, j). Element diagramu jest zde�niowany jako [99]:

RP d
i,j = H(R− ‖x(i)− x(j)‖), (2.22)

gdzie x(i) oznacza i-ty punkt orbity opisuj¡cy stan ukªadu w d-wymiarowej przestrzeni,
x(j) punkt poªo»ony wystarczaj¡co blisko punktu x(i), i, j = 1, 2, ..., N , N � dªugo±¢ serii
danych, R to odlegªo±¢ graniczna oznaczaj¡ca warto±¢ progow¡ promienia lub rozmiar
s¡siedztwa, ‖.‖ � norma, a H(k) � funkcja Heaviside'a.

Aby otrzyma¢ diagram rekurencyjny nale»y najpierw wybra¢ wymiar zanurzenia i skon-
struowa¢ d-wymiarowy zbiór z warto±ciami opó¹nionymi (metoda Takensa). Nast¦pnie
wybiera si¦ promie« R i tworzy hiperkul¦ (tzn. kul¦ w wymiarze d) o ±rodku w punk-
cie x(i). W kuli tej powinna znale¹¢ si¦ odpowiednia liczba punktów x(j). Aby móc
poprawnie zinterpretowa¢ powstaªe struktury, nale»y wybra¢ mo»liwie jak najmniejsz¡
warto±¢ promienia R � wtedy otrzyma si¦ diagram rekurencyjny z niezbyt g¦sto rozªo-
»onymi punktami [243]. Poniewa» w danych eksperymentalnych wyst¦puje szum, który
znieksztaªca trajektorie, przyj¦ªo si¦ przyjmowa¢ promie« kuli równy kilku procentom
±rednicy zajmowanej przestrzeni fazowej L±r [1]:

R = εL±r, (2.23)

gdzie ε oznacza wielko±¢ progu. Mo»na tak»e zwi¦ksza¢ rozmiar promienia osobno dla
ka»dego punktu x(i) tak, by znale¹¢ co najmniej kilkudziesi¦ciu s¡siadów, podobnie jak
postepowaª Eckmann w [68]. Do bada« ukªadów referencyjnych opisanych w tej rozprawie
przyj¦to wªa±nie to kryterium, poszukuj¡c najbli»szych 50-ciu s¡siadów.
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Próg ε jest kluczowym parametrem RP. Je±li jego warto±¢ b¦dzie zbyt maªa wykres
nie b¦dzie zawieraª wystarczaj¡cej liczby punktów rekurencyjnych i nie b¦dzie mo»na
si¦ wiele dowiedzie¢ o badanym ukªadzie. Z drugiej strony, je±li warto±¢ progu b¦dzie
za du»a, zbyt wiele punktów b¦dzie s¡siadowaªo ze sob¡, przez co na szukan¡ struktur¦
diagramu naªo»y si¦ rozkªad punktów odpowiadaj¡cy przypadkowym korelacjom punktów
przestrzeni fazowej. Dlatego wa»ny jest kompromis przy wyborze progu [163].

Po wybraniu odpowiedniego promienia mo»na stworzy¢ diagram rekurencyjny, tzn.
w punkcie o wspóªrz¦dnych (i, j) wstawi¢ kropk¦ je±li x(j) le»y wewn¡trz hiperkuli o pro-
mieniu R i ±rodku x(i) [99]. Wykres RP b¦dzie cz¦sto zachowywaª symetri¦ wzdªu»
przek¡tnej i = j, gdy» z zaªo»enia elementy x(i) i x(j) powinny le»e¢ blisko siebie. Peªna
symetria jednak nie wyst¡pi, bo nie wymaga si¦ aby promienie s¡siedztwa w przypadku
x(i) i x(j) byªy sobie równe [68, 99].

Wykres rekurencyjny obrazuje momenty, w których stany danego ukªadu powtarzaj¡
si¦, czyli gdy trajektoria przestrzeni fazowej powraca w s¡siedztwo danego obszaru [99].
Zatem dostarcza on pewnego rodzaju informacji o korelacji czasowej [68]. Po wykre±leniu
diagramu rekurencyjnego mo»na zacz¡¢ analiz¦ od interpretacji wizualnej, która pozostaje
jednak subiektywna, wi¦c wskazane jest dodatkowo wykonanie analizy ilo±ciowej (RQA,
ang. Recurrence Quanti�cation Analysis). Analiz¦ tak¡ zaproponowali Webber i Zbilut
w latach 90-tych XX wieku [241, 242].

Na Rysunku 2.18 przedstawiono wykresy RP stworzone dla kilku ukªadów referencyj-
nych. Pierwszy z nich, dotycz¡cy biaªego szumu, zawiera jednorodny rozkªad pojedyn-
czo uªo»onych punktów, poniewa» nie istnieje koherencja mi¦dzy nimi [99]. Dla ukªadu
Lorenza (przypadek b)) na diagramie obserwuje si¦ tekstur¦ szachownicy. Odpowiada
to faktowi, »e w tym ukªadzie trajektoria kre±li spirale wokóª dwóch staªych punktów
ukªadu [99]. Liczne, krótkie odcinki równolegªe do przek¡tnej i = j, które tworz¡ tek-
stur¦ w postaci w¡skich pasów, stanowi¡ potwierdzenie deterministycznej i chaotycznej
natury badanego szeregu [249]. Na RP dla wzbudzanego modelu Lotki-Volterry (przypa-
dek c)) wyst¦puj¡ odcinki6 równolegªe do przek¡tnej i = j zwi¡zane z oscyluj¡c¡ ewolucj¡
populacji o�ar.

Wyst¦powanie na diagramie obszarów o niskiej g¦sto±ci punktów mo»e sygnalizowa¢
np. nagªe zmiany lub wyst¡pienie ekstremalnych warto±ci w badanym ukªadzie [99, 249].
Pojawienie si¦ rozlegªych obszarów o niskiej g¦sto±ci punktów jest cech¡ ukªadów nie-
stacjonarnych. Równie» koncentracja struktury wzdªu» przek¡tnej i = j ±wiadczy o nie-
stacjonarno±ci badanego szeregu. Zostaªo to pokazane na Rysunku 2.18 d), gdzie ukªad
niestacjonarny reprezentuje funkcja: f(x) = sin(x/0.987) exp(−x/1000).

Na RP dotycz¡cym ukªadu okresowego (przypadek e)) lub quasi-periodycznego (przy-
padek f)) pojawiaj¡ si¦ poszerzone odcinki równolegªe do przek¡tnej i = j, zªo»one z wielu
krótkich odcinków pionowych, oddalone o te same odlegªo±ci. Odlegªo±ci mi¦dzy po-
grubionymi odcinkami odpowiadaj¡ okresowi oscylacji ukªadu. Natomiast wyst¦powanie
ró»nych odlegªo±ci ujawnia istnienie procesów quasi-okresowych [163].

Sygnaªy okresowe (np. sinusoidalne pokazane na przykªadach d), e) i f)) powoduj¡

6Dªugo±ci odcinków na RP s¡ wyra»ane przez liczb¦ s¡siaduj¡cych ze sob¡ punktów.
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powstawanie na RP bardzo dªugich odcinków uko±nych, sygnaª chaotyczny (przykªad
b)) bardzo krótkich odcinków uko±nych, a sygnaªy stochastyczne (takie jak biaªy szum
z przykªadu a)) w ogóle nie powoduj¡ powstania odcinków uko±nych (chyba »e parametr
R byªby wybrany niepoprawnie i przyjmowaªby zbyt wysok¡ warto±¢) [243].

Na Rysunku 2.19 przedstawiono dwa diagramy RP modelu L-V w przypadku gdy
parametr kontrolny zostaª dobrany w taki sposób, aby ukªad byª w stanie chaotycznym.
Powstaªe struktury ró»ni¡ si¦ od struktur widocznych na Rysunku 2.18 c), gdzie ukªad
nie znajduje si¦ w stanie chaotycznym, tym, »e uko±ne odcinki s¡ na nich zdecydowanie
krótsze oraz nast¦puje zag¦szczenie punktów w pewnych regionach wykresu.

Odcinki prostopadªe do przek¡tnej i = j mog¡ ±wiadczy¢ o ¹le dobranym wymia-
rze zanurzenia d. Natomiast odcinki poziome lub pionowe sygnalizuj¡ okresy, w których
stan ukªadu praktycznie si¦ nie zmienia. Je±li wokóª takich odcinów pojawiaj¡ si¦ ob-
szary pozbawione punktów mo»e to oznacza¢ istnienie w ukªadzie intermitencji opisanych
w podrozdziale 2.2.9. Pionowe i poziome odcinki lub klastry odpowiadaj¡ sekwencjom
stanów ukªadu o powolnych zmianach (tzw. stanów laminarnych) [163].

Ruch chaotyczny ró»ni si¦ od stochastycznego tym, »e wyst¦puj¡ w nim korelacje krót-
koczasowe [13], co odzwierciedla istnienie krótkich odcinków rówolegªych do przek¡tnej
i = j na wykresach RP. Jak mo»na si¦ spodziewa¢, im krótsze odcinki równolegªe do
przek¡tnej, tym mniej przewidywalny jest system. W wyidealizowanym pozbawionym
szumu ukªadzie, odwrotno±¢ dªugo±ci najdªu»szego odcinka (poza przek¡tn¡ i = j) jest
proporcjonalna do najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa [163].

Analiza ilo±ciowa wykresów rekurencyjnych przy pomocy ró»nych parametrów jest
bardzo wa»na, gdy» eliminuje subiektywno±¢ przedstawionej powy»ej identy�kacji tekstur
[243]. Pierwszy z tych parametrów, wspóªczynnik powrotu RR (ang. Recurrence Rate)
lub inaczej stopie« rekurencji, jest wyra»any w procentach i okre±lony poprzez stosunek
liczby punktów znajduj¡cych si¦ na wykresie RP do liczby wszystkich mo»liwych punktów
[99]:

RR =
1

N2

N∑
i,j=1

RP d
i,j · 100%. (2.24)

Zatem ta zmienna rekurencyjna okre±la ilo±ciowo procent punktów powracaj¡cych do
obszaru o okre±lonym promieniu. Wspóªczynnik powrotu mie±ci si¦ w zakresie od 0%

(brak powracaj¡cych punktów) do 100% (wszystkie punkty powracaj¡) [243].
Odcinki uko±ne równolegªe do przek¡tnej i = j pojawiaj¡ si¦ na RP wtedy, gdy tra-

jektoria odwiedza ten sam obszar przestrzeni fazowej, czyli wskazuj¡ istnienie zachowa«
rekurencyjnych. Natomiast ich dªugo±¢ wi¡»e si¦ z prawdopodobie«stwem wyst¡pienia
chaosu deterministycznego. Oznaczaj¡c przez Lmax maksymaln¡ dªugo±¢ odcinka uko-
±nego (poza przek¡tn¡), mo»na wprowadzi¢ wska¹nik DIV zde�niowany jako [163]:

DIV =
1

Lmax
, (2.25)

który ma zwi¡zek z wykªadniczym rozbieganiem si¦ (dywergencj¡) trajektorii przestrzeni
fazowej, a wi¦c z sum¡ dodatnich wykªadników Lapunowa. Im szybciej odcinki s¡siednich
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Rysunek 2.18: Wykresy rekurencyjne dla: a) biaªego szumu, b) atraktora Lorenza, c) wzbudzanego
modelu Lotki-Volterry (ω = 2.7), d) sygnaªu niestacjonarnego, e) sygnaªu periodycznego na przykªa-
dzie sinusoidy i e) sygnaªu quasi-periodycznego.
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Rysunek 2.19: Wykresy rekurencyjne dla wzbudzanego modelu Lotki-Volterry dla: a) ω = 3.766,
b) ω = 2.98. Przy obydwu warto±ciach parametru kontrolnego wyst¦puje zachowanie chaotyczne
w ukªadzie.

trajektorii rozchodz¡ si¦, tym krótsze s¡ odcinki uko±ne na RP i tym wi¦ksza jest miara
DIV [163, 164]. Natomiast krótkie odcinki odpowiadaj¡ce sekwencjom: (i, j), (i+ 1, j +

1), ..., (i + k, j + k) takim, »e fragment trajektorii: x(j), x(j + 1), ..., x(j + k) jest dla
maksymalnego k bliski fragmentowi: x(i), x(i+1), ..., x(i+k) maj¡ zwi¡zek z najwi¦kszym
dodatnim wykªadnikiem Lapunowa (je±li taki wyst¦puje w rozpatrywanym ukªadzie) [163].
Gdyby warto±ci tworz¡ce d-wymiarowy wektor x(i) odpowiadaªy losowemu przebiegowi
odcinki takie w ogóle by nie wyst¦powaªy.

W pracy Marwana [163] pokazano, »e Lmax mo»e sªu»y¢ jako estymator dla dolnej gra-
nicy sumy dodatnich wykªadników Lapunowa. Poniewa» dodatnie wykªadniki Lapunowa
mierz¡ tempo, w jakim trajektorie si¦ rozchodz¡, i s¡ znakiem rozpoznawczym dynamicz-
nego chaosu, zatem im krótszy Lmax, tym bardziej chaotyczny (mniej stabilny) sygnaª
[163, 243].

Dla ukªadów z ewolucj¡ czasow¡ z dryfem, czyli ukªadów dynamicznych, które nie
s¡ w peªni jednorodne, bo charakteryzuj¡ si¦ powolnymi zmianami parametrów, diagram
RP b¦dzie manifestowaª si¦ koncentracj¡ punktów wokóª przek¡tnej i = j podczas, gdy
nast¡pi zanik punktów wraz z oddalaniem si¦ od niej. Stanie si¦ tak, poniewa» w takim
ukªadzie wyst¦puje post¦puj¡ca dekorelacja [68, 99]. Zatem mo»na zde�niowa¢ kolejny
parametr, którym jest TREND uto»samiany z powoln¡ zmian¡ parametrów ukªadu:

TREND =

∑N
k=1

(
k − N

2

)
(RRk − 〈RRk〉)∑N

k=1

(
k − N

2

)2 , (2.26)

gdzie 〈〉 oznacza ±redni¡ po wszystkich k, a RRk jest wspóªczynnikiem powrotu liczonym
dla danego odcinka uko±nego k równolegªego do przekatnej i = j:

RRk =
1

N − k

N−k∑
j−i=k

RP d
i,j. (2.27)
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Zde�niowany w powy»szy sposób trend okre±la w sposób ilo±ciowy stopie« stacjonarno-
±ci systemu. Dla diagramu RP zawieraj¡cego równomiernie rozªo»one punkty, warto±ci
wska¹nika TREND b¦d¡ bliskie zeru [243].

Nast¦pny wska¹nik, DET , pokazuje procentowy udziaª powracaj¡cych punktów, które
tworz¡ na wykresie odcinki uko±ne o dªugo±ci l równolegªe do przek¡tnej i = j [240]:

DET =

∑N
l=lmin

lP (l)∑N
i,j=1RP

d
i,j

· 100%, (2.28)

gdzie lmin jest minimaln¡ dªugo±ci¡ odcinka uko±nego, a warto±¢ P (l) jest rozkªadem
dªugo±ci odcinków uko±nych:

P (l) =
N∑

i,j=1

(1−RP d
i−1,j−1)(1−RP d

i+l,j+l)
l−1∏
k=0

RP d
i+k,j+k. (2.29)

Rozpatruj¡c wzór 2.28 mo»na zauwa»y¢, »e je±li na wykresie b¦d¡ istniaªy tylko nie-
przerywane odcinki uko±ne równolegªe do przek¡tej i = j, warto±¢ DET wyniesie 100 %,
a je±li nie b¦dzie »adnych takich odcinków, tylko punkty rozproszone, to warto±¢ DET
b¦dzie wynosiªa 0 %. Analizuj¡c dane nale»y zwróci¢ uwag¦, »e du»e warto±ci DET mog¡
równie» wynika¢ z przyj¦cia zbyt du»ej warto±ci promienia R.

Pojawienie si¦ na RP odcinka uko±nego o dªugo±ci l oznacza, i» odcinek trajektorii po-
zostaje w pobli»u innego odcinka trajektorii powstaªego w innym czasie podczas l kroków
czasowych; zatem te odcinki uko±ne s¡ zwi¡zane z rozbie»no±ci¡ (dywergencj¡) segmen-
tów trajektorii. Zrozumiaªe jest zatem, »e jako miar¦ determinizmu (przewidywalno±ci)
systemu wprowadza si¦ stosunek punktów rekurencji, które tworz¡ struktury równolegªe
do przek¡tnej i = j (o dªugo±ci co najmniej lmin) do wszystkich punktów rekurencji. Dla
lmin = 1 stosunek ten wyniesie jeden.

�rednia dªugo±¢ odcinków uko±nych L to ±redni czas, w którym dwa odcinki trajektorii
znajduj¡ si¦ blisko siebie i mo»na j¡ zinterpretowa¢ jako ±redni czas przewidywania:

L =

∑N
l=lmin

lP (l)∑N
l=lmin

P (l)
. (2.30)

Nast¦pny parametr, ENTR, to entropia informacyjna Shannona:

ENTR = −
N∑

l=lmin

p(l)ln[p(l)], (2.31)

gdzie prawdopodobie«stwo p(l) de�niuje si¦ jako:

p(l) =
P (l)∑N

l=lmin
P (l)

, (2.32)

a P (l) jest rozkªadem dªugo±ci odcinków uko±nych równolegªych do przek¡tnej i = j.
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Poniewa» ENTR stanowi miar¦ zªo»ono±ci struktury diagramu w odniesieniu do od-
cinków uko±nych, w przypadku prostych ukªadów okresowych, w których wszystkie linie
uko±ne maj¡ jednakow¡ dªugo±¢, entropia wynosi 0 [163, 243]. Procesy chaotyczne b¦d¡
si¦ charakteryzowaªy do±¢ niskim poziomem entropii i wysokim wska¹nikiem rekurencji.

Dªugo±ci odcinków uko±nych równolegªych do przek¡tnej i = j s¡ bezpo±rednio zwi¡-
zane z jeszcze innym wska¹nikiem chaosu � entropi¡ Koªmogorowa hK [163]. Doln¡ granic¦
tej entropii, oznaczon¡ jako K2, mo»na obliczy¢ badaj¡c rozkªad dªugo±ci odcinków uko-
±nych z nakªadaniem. Do pewnego zakresu dªugo±ci l b¦dzie on liniowy. W tym zakresie
nale»y znale¹¢ nachylenie [240]:

αK ∝
− lnP (l)

l
, (2.33)

a nast¦pnie wyznaczy¢ K2 z relacji:

K2
∼=
αK
τ
, (2.34)

gdzie τ jest opó¹nieniem czasowym wybranym do konstrukcji wykresu RP. Oszacowana
w ten sposób warto±¢ K2 stanowi dolny estymator najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa
λmax.

Nast¦pny parametr, laminarno±¢ LAM , wyra»a procentowy udziaª stanów laminar-
nych w±ród wszystkich stanów ukªadu; okre±la on udziaª punktów tworz¡cych na wykresie
odcinki pionowe:

LAM =

∑N
ν=νmin

νP (ν)∑N
i,j=1RP

d
i,j

· 100%, (2.35)

gdzie rozkªad wyst¦powania odcinków pionowych o dªugo±ci ν przybiera posta¢:

P (ν) =
N∑

i,j=1

(1−RP d
i,j−1)(1−RP d

i,j+ν)
ν−1∏
k=0

RP d
i,j+k. (2.36)

Warto±¢ LAM zmniejszy si¦, je±li RP b¦dzie si¦ skªada¢ z wi¦kszej liczby pojedynczych
punktów ni» struktur pionowych. Gdy na wykresie nie b¦d¡ wyst¦powaªy odcinki pionowe,
co b¦dzie oznacza¢, »e ukªad nie b¦dzie wykazywaª stabilnych zachowa« nawet w krótkich
skalach czasowych, to warto±¢ LAM b¦dzie równa 0 %.

�rednia dªugo±¢ struktur pionowych jest nazywana czasem puªapkowania (TT ang.
Trapping Time):

TT =

∑N
ν=νmin

vP (ν)∑N
v=vmin

P (ν)
, (2.37)

poniewa» szacuje ona ±redni czas, przez który system pozostaje w okre±lonym stanie [163].
Na Rysunku 2.20 przedstawiono zmiany warto±ci omówionych w tym rozdziale para-

metrów analizy rekurencyjnej RQA w odniesieniu do zmian parametru kontrolnego wzbu-
dzanego ukªadu Lotki-Volterry. Dodatkowo na tym rysunku umieszczono równie» diagram
bifurkacyjny oraz najwi¦kszy wykªadnik Lapunowa, aby zaznaczy¢ przedziaªy, w których
ukªad pozostaje w stanie chaotycznym. Mo»na wywnioskowa¢, »e warto±ci parametru RR
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Rysunek 2.20: a) Diagram bifurkacyjny modelu L-V. b) Wyniki analizy RQA obejmuj¡ce: determi-
nizm (DET ), laminarno±¢ (LAM) i dywergencj¦ (DIV ), entropi¦ (K2) oraz najwi¦kszy wykªadnik
Lapunowa (λmax). c) Wyniki analizy RQA obejmuj¡ce: stopie« rekurencji (RR), entropi¦ Shannona
(ENTR), ±redni¡ dªugo±¢ odcinków uko±nych (L) oraz ±redni¡ dªugo±¢ konstrukcji pionowych (TT ).
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pozostaj¡ stabilne dla tych warto±ci ω dla których na diagramie bifurkacyjnym wyst¦puj¡
okna (obszary niechaotyczne). Warto±ci zmiennych DIV , L oraz ENTR pozostaj¡ do±¢
zaszumione w caªym zakresie badanych warto±ci parametru kontrolnego (2.7 ≤ ω ≤ 4),
a warto±¢ TT od ω = 2.85 a» do 3.74 poza pojawiaj¡cymi si¦ pikami pozostaje na mniej
wi¦cej staªym poziomie. Obserwuj¡c zachowanie wszka¹nika DET mo»na stwierdzi¢, »e
ukªad w postaci wzbudzanego modelu Lotki-Volterry jest deterministyczny, a analizuj¡c
wska¹nik LAM , »e wyst¦puj¡ w nim stany lamianarne. Na wykresie b) wida¢, »e warto±ci
najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa wykazuj¡ podobny trend wraz z rosn¡c¡ warto±ci¡
parametru kontrolnego jak warto±ci wska¹nika K2, co potwierdza, »e zostaªy one wy-
znaczone prawidªowo. Obydwa parametry λmax i K2 przyjmuj¡ dodatnie warto±ci, gdy
w ukªadzie obserwowany jest chaos.

2.2.8 Symetryzowany wzór kropkowy (SDP)

Oprócz opisanego w poprzednim rozdziale diagramu RP istniej¡ te» inne gra�czne metody
przedstawiania danych w celu uwydatnienia pewnych ich cech. Jedn¡ z nich jest syme-
tryzowany wzór kropkowy SDP (ang. Symmetrized Dot-Pattern) zaproponowany przez
Pickovera w 1990 r. [186], który pozwala zbada¢ bie»¡ce oraz przyszªe stany badanego
procesu i mi¦dzy innymi mo»e by¢ wykorzystany do wykrywania procesów zawieraj¡cych
elementy zachowa« chaotycznych.

SDP to metoda obrazowania zmian amplitudy i cz¦stotliwo±ci sygnaªu w ªatwej do
zrozumienia reprezentacji wizualnej, która odwzorowuje znormalizowany przebieg cza-
sowy w symetryczne wzory na wykresie biegunowym. W tym odwzorowaniu punktowi
przebiegu czasowego x(i) przypisuje si¦ skªadow¡ radialn¡ r(i), a s¡siedniemu punktowi
x(i+τ) dwie skªadowe k¡towe θ(i) oraz φ(i). Transformacja biegunowa przyjmuje posta¢:

r(i) = x(i)−xmin

xmax−xmin
ζ

θ(i) = Θ + x(i+τ)−xmin

xmax−xmin
ζ

φ(i) = Θ− x(i+τ)−xmin

xmax−xmin
ζ

(2.38)

gdzie τ jest opó¹nieniem czasowym wyra»onym w jednostkach okresu próbkowania (odo-
wiadaj¡cym indeksowi punktu szeregu), Θ k¡tem obrotu od wybranej linii odniesienia, ζ
tzw. przyrostem wykresu, a xmax i xmin najwy»sz¡ i najni»sz¡ warto±ci¡ szeregu czaso-
wego. Po tej transformacji otrzymuje si¦ tzw. podstawowy wzór, który nast¦pnie obraca
si¦ m-krotnie aby stworzy¢ w peªni symetryczny diagram [165, 250].

Diagram SDP dla procesów deterministycznych b¦dzie mie¢ zwarty ksztaªt, a punkty
b¦d¡ rozproszone w niewielkim stopniu. Jednak»e gdy (tak jak to ma miejsce w danych
uzyskanych z eksperymentu) wyst¦puje szum, kraw¦dzie b¦d¡ rozmazane [177].

Rysunek 2.21 przedstawia przykªadowe diagramy SDP dla kilku ukªadów referencyj-
nych. We wszystkich przedstawionych w tym rozdziale wykresów przyj¦to nast¦puj¡ce
warto±ci: m = 4, Θ = 2π i ζ = π/4. W przypadku a) dotycz¡cym SPD dla biaªego
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Rysunek 2.21: Wykresy SDP dla: a) biaªego szumu, b) szumu o rozkªadzie normalnym, c) sygnaªu
periodycznego na przykªadzie sinusoidy, d) sygnaªu quasi-periodycznego, e) wzbudzanego modelu
Lotki-Volterry (ω = 2.7) i f) atraktora Lorenza.

Rysunek 2.22: Wykresy SDP wzbudzanego modelu Lotki-Volterry dla: a) ω = 3.766, b) ω = 2.98.
Przy obydwu warto±ciach parametru kontrolnego wyst¦puje zachowanie chaotyczne w ukªadzie.

szumu punkty ukªadaj¡ si¦ niemal równomiernie nie tworz¡c »adnych charakterystycz-
nych wzorów, poniewa» w procesie caªkowicie losowym nie wyst¦puj¡ »adne skªadowe
deterministyczne. Dla szumu o rozkªadzie normalnym (przypadek b)) na diagramie kon-
tury s¡ rozmazane, punkty koncentruj¡ si¦ w ±rodkach wzorów i rzadziej wyst¦puj¡ na
obrze»ach. Natomiast wykresy dotycz¡ce procesów zawieraj¡cych wi¦cej skªadowych de-
terministycznych powinny kumulowa¢ si¦ w okre±lonych obszarach i charakteryzowa¢ ma-
ªym rozproszeniem punktów (na Rysunku 2.21 c) pokazano to na skrajnym przypadku
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Rysunek 2.23: Wykresy SDP dla rozwi¡zania równania logistycznego dla czterech ró»nych warto±ci
parametru kontrolnego r.

funkcji sinusoidalnej). Na tym samym rysunku w przypadku d) umieszczono SDP sygnaªu
quasi-periodycznego, którego struktura jest bardzo zªo»ona i uporz¡dkowana w charakte-
rystyczny sposób, nieco podobny, ale bardziej zªo»ony do struktury modelu L-V widocznej
na Rysniku 2.21 e). Specy�czne struktury s¡ widoczne dla atraktora Lorenza (przypa-
dek f)). Charakteryzuj¡ si¦ one skupieniem punktów w pewnych obszarach, co wynika
z zag¦szczenia punktów trajektorii fazowych na skrzydªach atraktora.

Na Rysunku 2.22 umieszczono SDP dla modelu L-V, gdzie wybrane warto±ci para-
metru kontrolnego powoduj¡, »e ukªad jest w stanie chaotycznym. Powstaªe struktury
znacznie odbiegaj¡ od przypadku niechaotycznego (Rysunek 2.21 e)). Punkty ukªadaj¡
si¦ w ksztaª pªatków bez wypeªnienia ich wewn¦trznych powierzchni.

Rysunek 2.23 ilustruje ewolucj¦ diagramu SDP wraz ze zmian¡ warto±ci parametru
kontrolnego w przypadku odwzorowania logistycznego. Poszczególne ksztaªty mo»na po-
równa¢ z Rysunkiem 2.2, na którym znajduje si¦ diagram bifurkacyjny tego odwzorowania,
dzi¦ki któremu mo»na zidenty�kowa¢ przedziaªy wyst¦powania zachowania chaotycznego.
Wraz ze wzrostem parametru r, a zarazem wraz ze wzrostem liczby rozwiaza« równania
logistycznego, pojawia si¦ coraz wi¦cej punktów i obraz staje si¦ bardziej zªo»ony. Wy-
ra¹nie wida¢, »e wraz ze wzrostem liczby bifurkacji wzrasta liczba nienakªadaj¡cych si¦
punktów, a gwaªtowny wzrost pojawia si¦ wraz z doj±ciem ukªadu do chaosu (r = 3.75
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Rysunek 2.24: G¦sto±ciowe wykresy SDP dla: a) biaªego szumu, b) szumu o rozkªadzie normalnym,
c) sygnaªu periodycznego na przykªadzie sinusoidy, d) sygnaªu quasi-periodycznego, e) wzbudzanego
modelu Lotki-Volterry (ω = 2.7) i f) atraktora Lorenza.

i r = 4.0).
Mo»na równie» analizowa¢ g¦sto±¢ punktów na diagramie SDP [249], co zostaªo przed-

stawione na Rysunku 2.24, gdzie u»yto tych samych przykªadów, które zaprezentowano na
Rysunku 2.21. Taki sposób reprezentacji danych wnosi dodatkow¡ informacj¦ o badanym
ukªadzie. G¦sto±¢ punktów na wykresie SDP b¦dzie malaªa wraz ze wzrostem promie-
nia r(i), poniewa» ta sama liczba punktów przypada na coraz wi¦kszy obszar. Bior¡c to
pod uwag¦ mo»na stwierdzi¢, »e dla biaªego szumu (przypadek a)) punkty rozkªadaªy si¦
mniej wi¦cej równomiernie, natomiast dla sinusoidy (przypadek c)) lub atraktora Lorenza
(przypadek f)) na diagramie g¦sto±ciowym istniej¡ wyra¹nie uprzywilejowane miejsca. Na
wykresie dotycz¡cym modelu L-V (przypadek e)) punkty grupuj¡ si¦ w pewnych obsza-
rach i pojawiaj¡ si¦ pewne zag¦szczenia punktów wewn¡trz nich. Dla szumu o rozkªa-
dzie normalnym (przypadek b)) punkty skupiaj¡ si¦ najbardziej we wn¦trzach powstaªych
ksztaªtów. Natomiast dla sygnaªu quasi-periodycznego (przypadek d)) widoczny jest efekt
nakªadania si¦ przesuni¦tych struktur.

Metoda SDP mo»e zosta¢ wzbogacona o analiz¦ ilo±ciow¡ opieraj¡c¡ si¦ na mierze
g¦sto±ci i rozrzutu punktów. Podobnie jak dla RP mo»na wyliczy¢ entropi¦ Shannona:

ENTRSDP = −
∑
pi>0

pilog2(pi). (2.39)
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By wyznaczy¢ warto±¢ ENTRSDP nale»y podzieli¢ wykres na N2 kwadratów i wyznaczy¢
liczb¦ punktów w ka»dym z nich okre±laj¡c prawdopodobie«stwo pi znalezienia punktu
w ka»dym kwadracie. W kolejnych iteracjach zwi¦ksza si¦ liczb¦ kwadratów 4-krotnie.
Procedur¦ wykonuje si¦ a» do uzyskania pomijalnych zmian warto±ci entropii. Jak mo»na
si¦ spodziewa¢ dla procesów deterministycznych liczba kwadratów niezawieraj¡cych »ad-
nego punktu b¦dzie rosªa szybciej ni» dla procesów losowych. Du»e warto±ci ENTRSDP

oznaczaj¡ zatem ukªady losowe, a mniejsze deterministyczne.

2.2.9 Zachowania intermitentne

Gdy regularne zachowanie ukªadu zostaje przerwane okresami zachowa« chaotycznych ma
si¦ do czynienia ze zjawiskiem intermitencji [227]. Badania prowadzone nad tym zagad-
nieniem wskazuj¡, »e dla warto±ci parametru kontrolnego r nieprzekraczaj¡cej warto±ci
krytycznej rkr ukªad posiada atraktor okresowy i zachowuje si¦ w regularny sposób. Tu»
po przekroczeniu tej warto±ci ukªad dziaªa w sposób uporz¡dkowany, ale pojawiaj¡ si¦
równie» okresy chaotyczne zwane wybuchami. Rozkªad czasu trwania tych wybuchów
jest zbli»ony do rozkªadu Gaussa, a ±redni czas mi¦dzy wybuchami zale»y od ró»nicy
warto±ci parametru kontrolnego oraz warto±ci krytycznej i maleje on w miar¦ wzrostu tej
ró»nicy, a» ruch stanie si¦ caªkowicie chaotyczny [227].

W do±wiadczeniach dotycz¡cych wielu ró»nych ukªadów �zycznych obserwuje si¦, »e
ich widmo w zakresie wysokich cz¦sto±ci mo»na przybli»y¢ zale»no±ci¡ 1/fk, gdzie f jest
cz¦stotliwo±ci¡, a k parametrem zazwyczaj bliskim jedno±ci. To powszechne zjawisko
nazywane jest szumem typu 1/f , a intermitencja stanowi uniwersalny mechanizm prowa-
dz¡cy do wyst¦powania takiego szumu [202].

W latach 1979-1980 dzi¦ki pracy Pomeau i Manneville powstaª teoretyczny model
intermitencji, z którego wynika, »e mog¡ istnie¢ trzy jej typy w zale»no±ci od tego w jaki
sposób orbita okresowa utraciªa swoj¡ stabilno±¢. Najcz¦±ciej spotykany jest typ I, który
pojawia si¦ np. w odwzorowaniu logistycznym czy modelu Lorenza. Intermitencja typu
II jest zwi¡zana z bifurkacj¡ Hopfa, a typu III z odwrotn¡ bifurkacj¡ podwajania okresu
[227], lecz te intermitencje nie b¦d¡ tu omawiane.

Zjawisko intemitencji powszechnie obserwuje si¦ w plazmie brzegowej tokamaków lub
stelleratorów. Np. w sferycznym tokamaku SUNIST (ang. Sino-UNIted Spherical Toka-
mak) korzystaj¡c z sondy Langmuira zaobserwowano intermitencje polegaj¡c¡ na poja-
wianiu si¦ stanu turbulentnego o okresie trwania 30 µs. Nat¦»enie intermitencji zmieniaªo
si¦ wraz ze zmian¡ g¦sto±ci plazmy [244]. Tego rodzaju zachowania obserwuje si¦ w wielu
innych urz¡dzeniach: WEST (ang. Tungsten Environment in Steady-state Tokamak), Al-
cator C-Mod, TORPEX (ang. TORoidal Plasma EXperiment) itd. Interesuj¡ce jest to,
»e posiadaj¡ one prawie te same cechy niezale»nie od maszyny [84].

Znacznie prostszy ukªad skªadaj¡cy si¦ z uziemionej anody stanowi¡cej ±cian¦ komory
wyªadowczej, elektrody oraz »arnika byª niezale»nie analizowany przez Chiriaca [49] i Stan
[217]. Do±wiadczenie Stan odbywaªo si¦ w ±rodowisku argonowym, gdzie pr¡d wyªado-
wania byª utrzymywany na staªym poziomie, a napi¦cie na katodzie stanowiªo parametr
kontrolny. Dla niskich warto±ci tego napi¦cia obserwowano tylko oscylacje plazmy zwi¡-
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zane z podwójn¡ warstw¡ elektrostatyczn¡, a wraz z jego wzrostem wzrastaªa rola oscylacji
zwi¡zanych z niestabilno±ci¡ jonowo-akustyczn¡. Badaj¡c ró»ne warunki eksperymentalne
Chiriac [49] wykazaª, »e niestabilno±¢ jonowo-akustyczna mo»e ewoluowa¢ chaotycznie.

Wyst¦powanie chaosu w plazmie jest ±ci±le zwi¡zane z jej turbulencjami, które stanowi¡
jeden z najwa»niejszych problemów w tej dziedzinie. W do±wiadczeniu przeprowadzonym
przez Fenga i in. [73] do plazmy argonowej wytwarzonej przez wyªadowanie pr¡du staªego
mi¦dzy anod¡ a katod¡ wprowadzano niewielkie ilo±ci sze±ciochlorku siarki aby wytworzy¢
jony ujemne. Uzyskane wyniki potwierdziªy wyst¦powanie intermitentnego chaosu typu I
w plazmie wieloskªadnikowej oraz potwierdziªy istnienie szumu typu 1/f .

Kolejne badania tego typu prowadziª Ghosh, który zaobserwowaª intermitentny chaos
w plazmie wyªadowania jarzeniowego. Badany przez niego ukªad ewoluowaª wraz ze wzro-
stem napi¦cia wyªadowania od regularnego typu oscylacji relaksacyjnych o wi¦kszej ampli-
tudzie do nieregularnego typu oscylacji o mniejszej amplitudzie, ale wokóª wy»szej ±redniej
[86].

2.3 Scenariusze przej±cia do chaosu i próby jego kon-

troli

Ukªad mo»e zmienia¢ swoje zachowanie jako±ciowo wraz z niewielk¡ zmian¡ warto±ci pa-
rametru kontrolnego. Na pocz¡tku ukªad funkcjonuje regularnie, potem wraz ze wzrostem
tego parametru mo»e nast¡pi¢ stopniowe lub nagªe przej±cie do chaosu [227]. Na pocz¡tku
rozdziaªu 2.3 umieszczono krótki opis kilku uniwersalnych dróg powstawania chaosu: me-
chanizm podwajania okresu, intermitencj¦ i quasi-okresowo±¢ [227]. A na ko«cu tego
rozdziaªu zamieszczono krótkie wyja±nienie w jaki sposób mo»e si¦ odbywa¢ kontrola po-
jawiaj¡cego si¦ chaosu.

Ci¡g bifurkacji podwajania okresu nazywany te» bifurkacyjnym schematem Feigen-
bauma jest jednym z powszechnych scenariuszy przej±cia mi¦dzy atraktorem regularnym
a chaotycznym [13, 126, 227]. Jak pokazano w rozdziale 2.2.2 odwzorowanie logistyczne
przechodzi do chaosu w ten sposób [13]. Scenariusz podwajania okresu mo»na scharak-
teryzowa¢ za pomoc¡ liczb uniwersalnych dla danej klasy funkcji opisuj¡cej zachowanie
ukªadu. Oznacza to, »e pewne wªasno±ci odwzorowa« pozostan¡ niezale»ne od ich konkret-
nej postaci [72]. Np. staªa Feigenbauma stanowi stosunek odst¦pów pomi¦dzy kolejnymi
warto±ciami parametru kontrolnego w punktach, w których dochodzi do bifurkacji:

lim
n→∞

rn − rn−1

rn+1 − rn
= 4.6692016091029909..., (2.40)

gdzie pierwsza bifurkacja ma miejsce dla r1, druga dla r2 itd. [126]

Drugi scenariusz przej±cia w stan chaotyczny dotyczy zjawiska przerywania sygnaªu
zachowuj¡cego si¦ regularnie przypadkowo rozªo»onymi, stosunkowo krótkimi okresami
nieregularnymi [202]. W modelu opisuj¡cym intermitencj¦ tego rodzaju ma si¦ do czy-
nienia z sytuacj¡, gdzie dla warto±ci parametru kontrolnego mniejszych od warto±ci kry-
tycznej rkr ukªad posiada orbit¦ okresow¡ stabiln¡, natomiast przy warto±ci rkr orbita
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Rysunek 2.25: Przykªad zwi¦kszania si¦ liczby intermitencji przy niewielkich zmianach parametru
kontrolnego r w przypadku atraktora Lorenza.

traci swoj¡ stabilno±¢ powoduj¡c, »e ukªad zaczyna zachowywa¢ si¦ nieregularnie. W tym
chaotycznym ruchu zdarza si¦, »e ukªad wraca czasem w pobli»e regularnej orbity, co
powoduje, »e staje si¦ przez jaki± czas uporz¡dkowany. Takie typowe dla scenariusza
przej±cia do chaosu drog¡ intermitencji mieszanie si¦ obu rodzajów ruchu przedstawiono
na Rysunku 2.25 na przykªadzie z-towej skªadowej modelu Lorenza, gdzie wraz z nie-
wielk¡ zmian¡ parametru r w ukªadzie zaczyna pojawia¢ si¦ coraz wi¦cej intermitencji.
Poniewa» nat¦»enie niestabilno±ci jest proporcjonalne do ró»nicy mi¦dzy r i rkr, oznacza
to, »e przy wi¦kszych warto±ciach r zwi¦ksza si¦ wzgl¦dny udziaª zachowa« chaotycznych.
W ko«cu gdy warto±¢ r znacznie przekroczy rkr charakter zmieni si¦ na caªkowicie cha-
otyczny [159, 227]. Opisany wy»ej scenariusz prowadzi do powstania szumu typu 1/f

znajdowanego w ukªadach nieliniowych [202]. Poniewa» wzgl¦dny udziaª zachowa« cha-
otycznych podlega wzrostowi wraz ze wzrostem r, intermitencja oznacza ci¡gªe przej±cie
od ruchu regularnego do chaotycznego [202].

Kolejny scenariusz, opracowany przez Ruelle, Takensa i Newhouse w 1978 r., polega
na tym, »e ruch regularny z trzema cz¦sto±ciami po przekroczeniu pewnej warto±ci kry-
tycznej staje si¦ niestabilny i wystarczy niewielkie zaburzenie aby przeszedª w stan cha-
otyczny. Model tego przej±cia chaotycznego oparty jest na tzw. bifurkacji Hopfa, która
po przekroczeniu ka»edgo progu parametru kontrolnego wprowadza do ukªadu now¡ cz¦-
stotliwo±¢ podstawow¡ ωi. Rysunek 2.26 ilustruje ide¦ przej±cia do chaosu opart¡ na bi-
furkacji Hopfa. Pocz¡tkowemu brakowi zmienno±ci odpowiada punkt, nast¦pnie pojawia
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Rysunek 2.26: Schemat przej±cia do chaosu oparty na bifurkacji Hopfa, gdzie pojedynczy punkt
oznacza stan równowagi, ruch z jedn¡ cz¦sto±ci¡ odpowiada trajektorii po okr¦gu, a z dwoma cz¦-
sto±ciami trajektorii le»¡cej na torusie w trójwymiarowej przestrzeni fazowej. Po n-krokach powstaje
n-torus.

si¦ pierwsza cz¦stotliwo±¢ podstawowa, której odpowiada dwuwymiarowy cykl graniczny.
W kolejnej bifurkacji pojawiaj¡ si¦ dwa prostopadªe cykle graniczne i orbita okresowa
przebiega po torusie w przestrzeni trójwymiarowej [103, 202, 227]. Po trzech bifurkacjach
Hopfa ruch przestaje by¢ stabilny i trajektorie zaczynaj¡ by¢ przyci¡gane przez dziwny
atraktor [202].

Oprócz wymienionych powy»ej dróg do chaosu istniej¡ jeszcze inne scenariusze (np.
przej±cie do chaosu poprzez kryzysy [102, 234]).

W sytuacjach praktycznych raczej nale»y unika¢ wpadania urz¡dzenia w zachowa-
nie chaotyczne, czyli hamowa¢ wyst¦powanie niepo»¡danych oscylacji mog¡cych sprzyja¢
pojawieniu si¦ wysokich amplitud oscylacji pr¡dowych. Te niechciane oscylacje to nieokre-
sowe drgania o nieregularnych ksztaªtach, przypominaj¡ce na pierwszy rzut oka przebiegi
stochastyczne. Je±li wahania oscylacji s¡ niewielkie nie powinny one wpªywa¢ znacz¡co na
prac¦ silnika. Jednak przy du»ych amplitudach oscylacje mog¡ ju» niekorzystnie wpªywa¢
na dziaªanie silnika oraz staj¡ si¦ niebezpieczne dla jednostki zasilaj¡cej [255]. Dlatego
nale»y je stªumi¢ i spowodowa¢, aby caªy ukªad zachowywaª si¦ w po»¡dany sposób. Cho-
cia» ze wzgl¦du na to, »e chaos oznacza nieprzewidywalno±¢, idea sterowania nim mo»e
wydawa¢ si¦ dziwnym pomysªem, istnienie atraktora znacznie uªatwia to zadanie. Poprzez
wykorzystnie wªasno±ci atraktora w ±wiadomy sposób mo»na wprowadzi¢ ukªad w obszar,
w którym urz¡dzenie poprawi efektywno±¢ swojej pracy [227, 180, 83, 20].

Aby podj¡¢ si¦ zadania kontroli chaosu, pierwszym krokiem powinno by¢ odkrycie ist-
nienia atraktora, aby móc wykorzysta¢ jego cechy. Korzysta si¦ wi¦c z metody wspóªrz¦d-
nych opó¹nionych dla eksperymentalnego szeregu danych w celu odtworzenia atraktora,
a nast¦pnie tworzy przekrój Poincarégo. Nast¦pnie, po odnalezieniu na przekroju niesta-
bilnych orbit okresowych, wybiera si¦ pobliskie stabilne orbity, przy których urz¡dzenie
pracuje najlepiej. W celu poprawy wydajno±ci urz¡dzenia mo»na znajdowa¢ punkt staªy,
zmienia¢ orbity niestabilne na stabilne lub unika¢ pewnych obszarów, gdzie ukªad wcho-
dzi w zachowanie chaotyczne [20]. Takie podej±cie mo»e si¦ uda¢, gdy ma si¦ mo»liwo±¢
zmian warto±ci parametru kontrolnego z du»¡ precyzj¡. Nazywa si¦ go wtedy parame-
trem steruj¡cym i za jego pomoc¡ sprowadza si¦ dynamik¦ caªego ukªadu w kierunku
najkorzystniejszej orbity okresowej [227].
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Idea sterowania chaosem polega na ci¡glym dostosowywaniu parametru steruj¡cego do
aktualnej dynamiki ukªadu, poniewa» ró»ne rodzaje orbit s¡ poprzeplatane i mo»liwe s¡
cz¦ste przej±cia ukªadu na orbit¦ chaotyczn¡ [227]. Uªatwieniem jest to, »e orbity niesta-
bline i okresowe le»¡ blisko siebie, wi¦c wystarczy niewielkie dostrojenie parametru. Po
zastosowaniu sterowania orbita wejdzie najpierw w pewien chaotyczny ruch przej±ciowy,
a nast¦pnie powinna przej±¢ w podbli»e po»¡danej orbity [180].

Czasami obecno±¢ chaosu mo»e by¢ w pewnym sensie korzystna. Mianowicie gdyby
urz¡dzenie dziaªaªo nieefektywnie, ale stabilnie, to nie istniaªaby mo»liwo±ci poprawy jego
dziaªania poprzez niewielkie zmiany parametru steruj¡cego, a jedynym wyj±ciem w tej
sytuacji byªoby dokonanie kosztownych przeróbek konstrukcyjnych [227].

Przykªadem urz¡dzenia, którego dziaªanie mo»na ulepszy¢ zmuszaj¡c je do genero-
wania przebiegów okresowych jest laser. Okazaªo si¦, »e zªo»one okresowe fale mo»na
ustabilizowa¢ poprzez zmian¦ nat¦»enia mocy wyj±ciowej lasera, podczas gdy szczegó-
ªowy model ukªadu nie byª wówczas znany. W 1991 r. po raz pierwszy udaªo si¦ uzyska¢
w mikrosekundowych skalach czasowych dynamiczn¡ kontrol¦ chaotycznego, wielowymia-
rowego systemu optycznego i w wyniku tych dziaªa« poprawi¢ moc lasera [196].

Wi¦cej informacji dotycz¡cej tematyki sterowania ukadów chaotycznych mo»na znale¹¢
w [20], w tej pracy doktorskiej temat ten nie b¦dzie dalej zgª¦biany.



Rozdziaª 3

Aparatura i metodyka bada«

Rozdziaª 3.1 zawiera opis dwóch prototypów silników, które byªy testowane w ramach
niniejszej rozprawy. W rozdziale 3.2 znajduje si¦ natomiast opis sond elektrycznych, które
zostaªy wykonane i wykorzystane do zbierania jonów. Oprócz tego w rozdziale 3 znajduje
si¦ opis procedur pomiarowych oraz analiza osi¡gów uzyskanych przez oba silniki.

3.1 Polskie prototypy silników Halla

Do budowy silnika KLIMT u»yto wyselekcjonowanych materiaªów i zadbano o wªa±ciwe
poª¡czenia termiczne, co pozwoliªo na uzyskanie skutecznego odprowadzania nadmiaru
ciepªa z jego wn¦trza do dedykowanego radiatora. Równowaga termiczna silnika ustaliªa
si¦ w granicach bezpiecze«stwa u»ytych materiaªów, a stabilno±¢ termiczna utrzymywaªa
si¦ we wszystkich zadanych warunkach pracy. Na podstawie uzyskanych wyników wy-
wnioskowano, »e krypton stanowi atrakcyjn¡ alternatyw¦ dla ksenonu [221] i zgªoszono
do ESA (Europejskiej Agencji Kosmicznej) wniosek o kolejny projekt badawczy, HIKHET,
dotycz¡cy optymalizacji silnika Halla.

Poniewa» w badaniach opisanych w niniejszej rozprawie doktorskiej wykorzystane zo-
staªy dwa modele silnika Halla (III wersja prototypowego ukªadu KLIMT i VI wersja
prototypowego ukªadu HIKHET), za ka»dym razem, gdy w tek±cie b¦dzie mowa o silniku
KLIMT lub silniku HIKHET b¦dzie on wskazywaª na jedn¡ z tych wersji. Moduªowa kon-
strukcja wszystkich prototypów z projektu KLIMT zapewniaªa mo»liwo±¢ zmiany takich
parametrów silnika jak dªugo±¢ kanaªu, k¡t nachylenia katody i topogra�a pola magnetycz-
nego. Idea ta zostaªa zachowana, a nawet rozwini¦ta, w projekcie HIKHET, co pozwoliªo
mody�kowa¢ kon�guracj¦ silnika w znacznie szerszym zakresie � np. elementy obwodu
magnetycznego, dystrybutor gazu i anod¦ zaprojektowano jako niezale»ne podzespoªy,
zapewniaj¡c w ten sposób wi¦ksz¡ swobod¦ przy poszukiwaniu optymalnej kon�guracji
silnika. Ponadto mo»na byªo wpªywa¢ na zmian¦ ksztaªtu pro�lu linii pola magnetycznego
poprzez zmian¦ ksztaªtu nabiegunników. Co wi¦cej, zastosowano ró»ne rodzaje dystry-
butorów gazu oraz ró»ne geometrie izolatorów jak i kilka wersji samej anody. St¡d te»
bierze si¦ wielorako±¢ wersji prototypów z drugiego projektu.
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Rysunek 3.1: Schemat obwodu magnetycznego w przypadku: a) III protypu projektu KLIMT, b)
VI wersji prototypu projektu HIKHET. Modele silników wykonane zostaªy przez Macieja Jakubczaka
za pomoc¡ programu VariCAD.

W silnikach Halla, o których mowa w tej pracy, plazma jest generowana w pier±cie-
niowym kanale pomi¦dzy dwoma koncentrycznymi cylindrami dielektrycznymi, których
odpowiednie promienie wewn¦trzne i zewn¦trzne w przypadku obu prototypów HIKHET
i KLIMT byªy sobie równe. Anoda znajduje si¦ na jednym ko«cu kanaªu, a katoda
emisyjna na drugim. Prezentowane tutaj modele pracowaªy z katod¡ usytuowan¡ asyme-
trycznie � mechanicznie jej podstawa byªa zwi¡zana z gªównym radiatorem. Gaz roboczy
byª wprowadzany do kanaªu od strony anody. W silniku KLIMT byªo to zapewnione
przez zestaw równomiernie rozmieszczonych miniaturowych otworów wydr¡»onych w ano-
dzie, a w silniku HIKHET przez oddzielny dystrybutor. Anoda HIKHET jest zbudowana
z dwóch cienkich rurek o odmiennych promieniach, tak aby dystrybutor gazu mógª zosta¢
umieszczony mi¦dzy nimi. Anoda ta jest podª¡czona do dodatkowego radiatora znajdu-
j¡cego si¦ z tyªu silnika.

Wymagan¡ topogra�¦ pola magnetycznego zapewnia obwód magnetyczny [255]. Bie-
guny magnetyczne silników Halla znajduj¡ si¦ na wyj±ciu kanaªu. W HIKHET u»yto
czterech zewn¦trznych cewek. Natomiast jak pokazano na Rysunkach 3.1 i 3.2 silnik
KLIMT posiadaª tylko jedno uzwojenie zewn¦trzne poªo»one koncentrycznie wzgl¦dem
kanaªu wyªadowania, co spowodowaªo, »e obj¦to±¢ obwodu magnetycznego byªa wi¦ksza
o 30 % ni» w HIKHET. Zakªadano, »e zmiana kon�guracji korzystnie wpªynie na rozpra-
szanie ciepªa ze wzgl¦du na odkryte powierzchnie ekranów magnetycznych otaczaj¡cych
cewki. W celu zaizolowania miedzianych zwojów owini¦to je koszulk¡ z wysokiej klasy
wªókna szklanego TST 450C.

Porównuj¡c wyniki symulacji topogra�i pola magnetycznego HIKHET i KLIMT wi-
doczne na Rysunku 3.3 mo»na byªo zauwa»y¢, »e jego maksymalna warto±¢ jest podobna
dla obu silników, jednak pomiary teslametrem wykazaªy, »e miejsce wyst¦powania najsil-
niejszego pola magnetycznego zostaªo przesuni¦te o 2 mm na zewn¡trz kanaªu, co z zaªo-
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Rysunek 3.2: a) Po lewej stronie model silnika KLIMT, po prawej zdj¦cie prototypu [145]. b)
Schemat budowy silnika HIKHET. Na modelach zaznaczone zostaªy najwa»niejsze elementy silników.

Rysunek 3.3: Topogra�a pola magnetycznego silnika KLIMT (po lewej) i HIKHET (po prawej).
Symulacje wykonaª Maciej Jakubczak z IFPiLM w programie ANSYS Maxwell. Kolory poszczególnych
elementów odpowiadaj¡ kolorom z Rysunku 3.1.
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»enia powinno zmniejszy¢ erozj¦ kanaªu poprawiaj¡c przy tym wydajno±¢ silnika.
W przypadku silników KLIMT i HIKHET maksymalne pole Br,max znajduj¡ce si¦

w pobli»u pªaszczyzny otworu wylotowego kanaªu wyªadowania wynosi okoªo 250 Gs. Dla
takich warto±ci cz¦stotliwo±¢ cyklotronowa elektronu jest rz¦du Ωe = eB/me ≈ 700 MHz,
co odpowiada, przy ±redniej energii elektronu wynosz¡cej 20 eV , promieniowi Larmora
równemu re = ve/Ωe = 0.63 mm. Przy tych samych warunkach cz¦stotliwo±¢ cyklotro-
nowa jonów w obszarze wylotowym wynosi Ωi = eB/MKr = 4.58 kHz. Promie« Larmora
dla jonów ri = vi/Ωi zawiera si¦ zatem w przedziale od 6.95 do 69.5 cm dla pr¦dko±ci
jonów od 2 do 20 km/s [26]. Z powy»szych rozwa»a« wynika, »e pole magnetyczne sil-
nie wpªywa na ruch elektronów, a wpªyw pola magnetycznego na trajektorie jonów jest
niewielki.

Dla Ud = 500 V i B = 250 Gs, promie« Larmora re jest równy okoªo 0.3 cm. Je±li
zaªo»y si¦, »e ve/vi ≈ 10 to dªugo±¢ strefy jonizacji L wyniesie okoªo 1 cm. Dla jonu Kr
o energii 300 eV , czas przej±cia przez t¡ stref¦ wyniesie 0.38 µs (wzór 1.41), czyli �uktuacje
zwi¡zane z czasem przej±cia jonów w KLIMT i HIKHET powinny mie¢ cz¦stotliwo±ci rz¦du
100 kHz.

Podczas omawianej w rozprawie doktorskiej serii eksperymentów przepªyw masowy
kryptonu z anody wynosiª ṁa = 0.8 mg/s, zatem ze wzoru 1.42 wynika, »e pr¡d jonowy
powinien by¢ rz¦du Ii ≈ 0.9 A. Dla caªkowitego pr¡du wyªadowania Id = 1 A pr¡d elektro-
nów wchodz¡cych do kanaªu powien zatem wynie±¢ 0.1 A. W prototypach silnika, którego
dotyczy analiza, promie« kanaªu zewn¦trznego R2 wynosiª 50 mm, a wewn¦trznego R1 34

mm. Zatem pole przekroju kanaªu byªo równe A = π(R2
2 − R2

1) ≈ 42 cm2. Zakªadaj¡c,
»e pr¦dko±¢ gazu wychodz¡cego z anody wynosiªa okoªo va,0 = 200 m/s, g¦sto±¢ cz¡stek
neutralnych w tym obszarze powinna by¢ w przybli»eniu równa [24]:

na =
ṁa

mi

1

Ava,0
≈ 6.8× 1018 m−3. (3.1)

Dla elektronów o energii 10 eV przekrój czynny na wymian¦ p¦du wynosi σ ≈ 2.7 ×
10−19 m2 [37]. Zakªadaj¡c obliczon¡ powy»ej g¦sto±¢ cz¡stek, cz¦stotliwo±¢ zderze« elek-
tronów z gazem neutralnym w obszarze anodowym wyniesie νe = na < σve >≈ 2.4× 106

s−1. Odpowiada to ±redniej drodze swobodnej elektronu równej okoªo 80 cm (dla energii
10 eV ). Poniewa» z powodu jonizacji w obszarze wylotowym g¦sto±¢ gazu jest ponad dzie-
si¦ciokrotnie mniejsza, ±rednia droga swobodna elektronów b¦dzie ponad dziesi¦ciokrotnie
dªu»sza [24].

W testowanych tutaj silnikach Halla z warstw¡ magnetyczn¡ wyªadowanie (plazma)
jest podtrzymywane w kanale dielektrycznym zbudowanym z ceramiki. W przypadku
polskich prototypów zadecydowano o zbudowaniu ±cian z azotku boru. Natomiast katoda,
która byªa stosowana zostaªa wyprodukowana przez ameryka«sk¡ �rm¦ HeatWave Labs.
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3.2 Instrumenty pomiarowe

Zgodnie z zaleceniami znalezionymi w literaturze [34, 24, 105, 115, 166, 170] zaprojekto-
wane zostaªy trzy sondy elektryczne, dzi¦ki którym istniaªa mo»liwo±¢ zebrania przebiegów
pr¡du jonowego oraz pro�li jonowych sªu»¡cych do obliczenia warto±ci caªkowitego pr¡du
jonowego oraz okre±lenia rozbie»no±ci wi¡zki plazmowej.

3.2.1 Kubek Faraday'a

Jak zostaªo wspomniane w rozdziale 1.2.2, konstrukcja kolektora kubka Faraday'a przede
wszystkim ma na celu ograniczenie dodatkowego pr¡du wnoszonego przez elektrony wtórne
emitowane z jego powierzchni w wyniku bombardowania jonami. Dodatkowo taka geo-
metria sondy w przeciwie«stwie do sondy pªaskiej powoduje wychwytywanie jonów pod
dobrze zde�niowanym k¡tem bryªowym [115, 166]. Ponadto sonda wyposa»ona w koli-
mator jest mniej wra»liwa na jony o niskiej energii pochodz¡ce z wymiany ªadunkowej,
których g¦sto±¢ zale»y w du»ym stopniu od ci±nienia tªa komory pró»niowej, czyli kolima-
tor ªagodzi wpªyw ±rodowiska testowego [34, 105].

Bior¡c pod uwag¦ typow¡ warto±¢ g¦sto±ci pr¡du jonowego na wyj±ciu kanaªu silnika
rz¦du 0.1 A/cm2 [24, 166] oraz odlegªo±¢ mi¦dzy sond¡ a silnikiem w przybli»eniu równ¡
0.5 m, oszacowano, »e ±rednica kolimatora wi¦ksza ni» 10 mm pozwoli uzyska¢ wystar-
czaj¡cy stosunek sygnaªu do szumu przy pomiarze za pomoc¡ typowego oscyloskopu (tzn.
±rednica o tym rozmiarze zapewni, »e pomiar w zakresie kilku mA stanie si¦ znacz¡cy
w stosunku do wyst¦puj¡cego w tych warunkach szumu). Postanowiono zatem wykona¢
kolimator o ±rednicy 14 mm, przy czym ±rednica wewn¦trznego kolektora zostaªa usta-
lona na 18 mm [220]. Schemat pierwszej sondy zaprojektowanej na potrzeby tej rozprawy
doktorskiej, oznaczonej jako FCold, przedstawia Rysunek 3.4.

Izolatory elektryczne sondy zostaªy wykonane z tworzywa PEEK (polieteroeteroke-
ton), które jest kompatybilne z pró»ni¡, co oznacza, »e materiaª ten uwalnia niewielkie
ilo±ci gazu w pró»ni. Temperatura topnienia tego polimeru wynosi okoªo 340◦C. Ponadto
ma on doskonaª¡ odporno±¢ mechaniczn¡ i chemiczn¡ podczas wystawienia na dziaªanie
wysokich temperatur [166].

Kolektor zbieraj¡cy jony jest chroniony przez cylindryczn¡ miedzian¡ osªon¦, któr¡
w zale»no±ci od potrzeb mo»na uziemi¢ lub pozostawi¢ na potencjale pªywaj¡cym. Dªu-
go±¢ kolimatora równa 38 mm zostaªa tak dobrana aby zminimalizowa¢ obecno±¢ gazu
oboj¦tnego wewn¡trz przyrz¡du [166]. Wszystkie cz¦±ci izolatora jak i sam kolektor s¡
wyposa»one w specjalne kanaªy, aby zapewni¢ skuteczne odprowadzanie gazu resztkowego
z wewn¦trznych obszarów sondy.

Gra�towy kolimator o powi¦kszonej ±rednicy zewn¦trznej zostaª umieszczony przed
kolektorem sondy FCold, co zostaªo przedstawione na Rysunku 3.4. Kolimator okre±la
referencyjn¡ powierzchni¦ wej±ciow¡ tego kubka Faraday'a równ¡ 1.539 cm2. Spolaryzo-
wany ujemnie kolektor równie» zostaª wykonany z gra�tu, aby zminimalizowa¢ zjawisko
rozpylania przez ci¦»kie cz¡stki oraz wtórn¡ emisj¦ elektronów [166, 170]. Korpus kubka
zostaª natomiast wykonany z miedzi (pomimo mniejszej odporno±ci na rozpylanie ni» gra-
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Rysunek 3.4: Po lewej stronie zdj¦cie sondy FCold zrobione przed monta»em zª¡czy elektrycznych;
kolejnymi literami zaznaczone zostaªy: a) kolimator wykonany z gra�tu, b) miejsce do przylutowania
zª¡cza elektrycznego, c) obejma monta»owa oraz d) miedziana osªona sondy. Po prawej znajduje si¦
schemat elektryczny wraz ze wskazaniem najwa»niejszych elementów stanowi¡cych t¡ sond¦.

Rysunek 3.5: Po lewej stronie projekt sondy FC stworzony w programie VariCAD przedstawiaj¡cy:
a) kolimator, b) kolektor i c) izolator elektryczny. Po prawej znajduje si¦ schemat elektryczny tej
sondy [220].

�t) w celu zapewnienia skutecznego ekranowania elektromagnetycznego oraz uªatwienia
lutowania powoduj¡cego dobry kontakt elektryczny ze zª¡czami typu MMXC. Ponadto
podª¡czenia do sondy FCold, podobnie jak do dwóch kolejnych, zostaªy odpowiednio za-
ekranowane oraz zabezpieczone przed zwarciem mog¡cym pojawi¢ si¦ w wyniku depozycji
materiaªu.

Druga sonda tego samego typu, oznaczana w tej pracy jako FC, zostaªa przedstawiona
na Rysunku 3.5. Tutaj podobnie jak poprzednio, zarówno kolimator, jak i kolektor zostaªy
wykonane z gra�tu [166, 170]. W tym przypadku ±rednica otworu kolimatora zostaªa
ustalona na 15 mm, a ±rednica kolektora na 20 mm. Cylindryczne elementy zapewniaj¡ce
izolacj¦ elektryczn¡ pomi¦dzy kolimatorem a kolektorem wykonano z PEEK. Poza tym
konstrukcja pozwala na pozostawienie korpusu sondy na potencjale pªywaj¡cym.
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Rysunek 3.6: Po lewej stronie projekt sondy pªaskiej z pier±cieniem ochronnym FP wykonany
w programie VariCAD, gdzie (a) oznacza kolektor a (b) pier±cie« ochronny. Po prawej stronie schemat
elektryczny tej sondy [220].

3.2.2 Sonda pªaska z pier±cieniem ochronnym

Sonda pªaska z pier±cieniem ochronnym, czyli inaczej sonda Faraday'a (oznaczana w tej
pracy jako FP ) jest trzeci¡ i ostatni¡ skonstruowan¡ w ramach rozprawy doktorskiej
sond¡ elektryczn¡. Aby dziaªaªa ona prawidªowo podczas pomiarów potencjaª przyªo»ony
do kolektora i do pier±cienia ochronnego powinien by¢ dokªadnie taki sam, aby unikn¡¢
powstawania nieci¡gªo±ci w strukturze warstwy elektrostatycznej plazmy tworz¡cej si¦
w pobli»u sondy (Rysunek 1.14) [166]. Kolektor i pier±cie« zostaªy wykonane z gra�tu
w celu zmniejszenia wtórnej emisji elektronów i oddzielone szczelin¡ o szeroko±ci 0.5 mm.
Kolektor zostaª zamontowany wspóªosiowo z pier±cieniem ochronnym. Osªon¦ sondy, rów-
nie» wykonan¡ z gra�tu, pozostawiono na potencjale pªywaj¡cym.

Kolektor pr¡du jonowego sondy FP przedstawionej na Rysunku 3.6 stanowi dysk
o ±rednicy 15 mm. Powierzchnia zbieraj¡ca wynosi zatem 176.72 mm2. Promie« caªej
sondy jest równy zewn¦trznemu promieniowi pier±cienia ochronnego i wynosi 46 mm.
W izolatorze FP znajduj¡ si¦ otwory przelotowe, a w kolektorze i pier±cieniu ochronnym
otwory gwintowane, które umo»liwiaj¡ monta» sondy i zapewniaj¡ odpowiednie poª¡czenia
elektryczne [34].

Ukªad elektroniczny zasilaj¡cy wszystkie trzy sondy, które zostaªy pokazane na Ry-
sunku 3.7, musiaª speªnia¢ dwie funkcje: by¢ ¹ródªem napi¦cia polaryzacji kolektora oraz
sªu»y¢ do pomiaru pr¡du jonowego zbieranego przez elektrod¦ [166]. Aby odepchn¡¢ elek-
trony i zebra¢ z wi¡zki plazmowej tylko jony, kolektory sond polaryzowano odpowiednio
dobranym niskim napi¦ciem w stosunku do uziemienia laboratorium. Przy czym kolektor
byª polaryzowany dzi¦ki specjalnej baterii zªo»onej z szeregu 3 V baterii alkalicznych,
podczas gdy w przypadku sondy FP pier±cie« polaryzowano elektronicznie regulowanym
moduªem skonstruowanym specjalnie na potrzeb¦ polaryzacji tej sondy przez Jacka Kacz-
marczyka z IFPiLM. Zasilacz ten pozwalaª na regulacj¦ napi¦cia w zakresie od −40 V do
+40 V .
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Rysunek 3.7: Po lewej stronie sondy umieszczone na ramieniu obrotowym, które znajduje si¦ pod
k¡tem 30◦ od osi silnika. Po prawej zbli»enie na fronty tych sond.

3.2.3 Pomiary pr¡du jonowego

Oba typy sond elektrycznych opisane w rozdziaªach 3.2.1 i 3.2.2 wykorzystano do reje-
stracji lokalnego pr¡du jonowego wi¡zki plazmowej generowanej przez silnik Halla. Sondy
te zostaªy zamontowane na obrotowym ramieniu diagnostycznym w celu pomiaru pr¡du
jonowego na osi silnika oraz zebrania pro�li jonowych.

Po wstawieniu sond do komory zostaªy one poprawnie zorientowane w stosunku do
osi silnika i na tyle solidnie przytwierdzone do ramienia diagnostycznego, aby ich k¡t ani
wysoko±¢ nie ulegaªy zmianie podczas ruchu [34]. Ponadto sondy umieszczono tak, aby
ich powierzchnie zbieraj¡ce (kolektory) znajdowaªy si¦ w tej samej odlegªo±ci od ±rodka
silnika. Ukªad nap¦dowy umo»liwiaª obrót sond o 180◦ i przemieszczenie ich wzdªu»
promienia. Aby zachowa¢ zaªo»enie ¹ródªa punktowego [166] i jednocze±nie zapewni¢
bezpiecze«stwo okablowania podczas przemieszczania si¦ sond, ustwiono je w najdalszej
mo»liwej odlegªo±ci od powierzchni wyj±ciowej silnika. W tym przypadku odlegªo±¢ ko-
lektorów sond od pªaszczyzny wyj±ciowej silnika wynosiªa 49.4 cm, zatem mo»na zaªo»y¢,
»e sondy znajdowaªy si¦ w tzw. �dalekim rejonie� (ang. far �eld region). Podczas po-
jedynczego pomiaru istniaªa mo»liwo±¢ zbierania pr¡du jonowego tylko jedn¡ wybran¡
sond¡.

Zgodnie z zaleceniami je±li do neutralizacji wi¡zki u»ywana jest zewn¦trzna katoda,
katoda ta powinna by¢ umieszczona pod k¡tem 90◦ w stosunku do pªaszczyzny, w której
porusza si¦ sonda, co zostaªo zapewnione [34]. Poniewa» powierzchnia sondy nara»ona na
dªugotrwaªe dziaªanie jonów wi¡zki mo»e ulec degradacji w wyniku rozpylania i osadzania
si¦ pobliskich materiaªów, zaraz po sko«czonym pomiarze sondy byªy ustawiane pod k¡tem
okoªo θ = 90◦ od osi silnika [34].

Okablowanie diagnostyczne byªo ekranowane, a poª¡czenia elektryczne nie byªy nara-
»one na dziaªanie plazmy. Caªa konstrukcja monta»owa sondy i kable w pobli»u sondy
znajdowaªy si¦ za powierzchni¡ zbierania sondy. (Poªo»enie sond w stosunku do silnika
obrazuj¡ Rysunki 1.6 oraz 3.7.) Ponadto ka»da konstrukcja monta»owa, na któr¡ mogªaby
oddziaªywa¢ bezpo±rednio wi¡zka jonów, byªa osªoni¦ta materiaªami o niskim wspóªczyn-
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Rysunek 3.8: Zmiana temperatury cewek magnetycznych w funkcji napi¦cia wyªadowania.

niku rozpylania, takimi jak kapton lub gra�t [246, 251, 256].
Poniewa» wyªadowanie silnika powinno osi¡gn¡¢ operacyjny stan ustalony przed prze-

prowadzeniem pomiarów sond¡, wi¦c aby speªni¢ to wymaganie zawsze przed wykonaniem
pomiaru czekano na ustabilizowanie si¦ temperatury cewek magnetycznych. Temperatura
ta byªa szacowana przy pomocy pomiarów pr¡du wyªadowania Id i napi¦cia Ud w nast¦-
puj¡cy sposób1:

Tcewka =

Ud
Id
−Rkab

Rcewka
− 1

ACu
+ Tlab, (3.2)

gdzie Rcewka jest oporno±ci¡ danej cewki, Rkab jest oporno±ci¡ wszystkich podª¡cze« i ka-
bli pomi¦dzy jednostk¡ zasilaj¡c¡ a t¡ cewk¡ (zaªo»ono przy tym, »e okablowanie miaªo
temperatur¦ pokojow¡, czyli staª¡ oporno±¢), ACu = 0.00395 K−1 jest wspóªczynnikiem
temperaturowym miedzi, a temperatura w laboratorium Tlab wynosiªa 23◦ C.

W przypadku paliwa kryptonowego szczególnie wa»ne jest utrzymanie bezpiecznej
temperatury wewn¦trznej silnika (podrozdziaª 1.1.2). Poniewa» temperatura cewek nie
powinna przekracza¢ 500◦C podczas dªu»szych czasów pracy, przerywano pomiary, wyª¡-
czaj¡c silnik po osi¡gni¦ciu tego limitu. Przykªadowy wykres temperatury podczas sesji
eksperymentalnej przedstawia Rysunek 3.8. Nawet podczas pracy przy wysokim napi¦ciu
Ud = 700 V cewka wewn¦trzna nie osi¡gn¦ªa temperatury 450◦ C, podczas gdy cewka
zewn¦trzna pozostaªa o niemal 100◦ C chªodniejsza.

Potencjaª polaryzacji kolektora musi by¢ wystarczaj¡cy do uzyskania nasycenia pr¡du
jonowego w caªym obszarze wykonywania pomiarów. Nie ma okre±lonej ilo±ciowo warto±ci
stopnia nasycenia niezb¦dnego do zebrania wszystkich jonów dla sond elektrycznych [34].
Warunek osi¡gni¦cia jonowego pr¡du nasycenia powinien wi¦c by¢ sprawdzony dla wielu
poªo»e« sondy, tak aby uwzgl¦dni¢ caªy przedziaª zmienno±ci temperatury i g¦sto±ci elek-
tronowej plazmy w obszarze sondowania. Z t¡ my±l¡ przeprowadzono badanie nasycenia
pr¡du jonowego dla wybranych poªo»e« k¡towych ramienia diagnostycznego i ro»nych wa-

1Wzór ten powstaª z przeksztaªcenia równa« na bilans mocy przy uwzgl¦dnieniu strat w cewkach

magnetycznych i doprowadzeniach kablowych.
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Rysunek 3.9: Charakterystyka I-V sond, gdzie przez Ikol oznaczono nat¦»enie pr¡du jonowego
danego kolektora. Kolory oznaczaj¡ odpowiednio: niebieski � sonda FC, pomara«czowy � sonda
FCold, zielony � sonda FP z pier±cieniem pozostawionym na potencjale pªywaj¡cym, czerwony �
sonda FP z pier±cieniem na potencjale kolektora. Linia ci¡gªa przedstawia wyniki otrzymane dla
napi¦cia wyªadowania równego 300 V , a przerywana dla 600 V . W przypadku a) wydatek masowy
z anody wynosiª 0.6 mg/s, a w przypadku b) 0.8 mg/s.

runków pracy silnika. W ka»dej lokalizacji oszacowano pr¡d jonowy kolektora, zmieniaj¡c
napi¦cie jego polaryzacji od zera do coraz bardziej ujemnych warto±ci, a» zbierany pr¡d
osi¡gn¡ª staª¡ warto±¢, co wskazywaªo na nasycenie jonów.

Niezale»nie dla ka»dej sondy stwierdzono, »e napi¦cie kolektora równe −15 V w sto-
sunku do potencjaªu uziemienia laboratorium jest wystarczaj¡ce do pracy w re»imie na-
sycenia jonowego. Warto±¢ ta jest zgodna z napi¦ciem polaryzacji zwykle u»ywanym
w pomiarach dalekiego pola, które waha si¦ od −10 do −30 V [34].

Porównanie charakterystyk I-V dla wszystkich trzech sond, gdzie Us oznacza napi¦cie
polaryzacji sondy, a Ikol pr¡d jonowy zebrany przez kolektor, przedstawiono na Rysunku
3.9. Rysunek ten ilustruje równie» wpªyw polaryzacji pier±cienia ochronnego. Przyªo»e-
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Rysunek 3.10: Dwa pro�le (prawy i lewy) pr¡du jonowego uzyskane dzi¦ki sondzie FP. Wyzwalacz
(kolor czerwony) wª¡cza si¦ w momencie startu ruchu ramienia obrotowego. Punkty zwrotne odpo-
wiadaj¡ startowi i zatrzymaniu ramienia. Krzywa niebieska oznacza surowe dane, a zielona dane po
u»yciu �ltru Savitzky-Golay.

nie napi¦cia do pier±cienia ochronnego równego napi¦ciu kolektora powinno uniezale»nia¢
warto±¢ zebranego pr¡du od napi¦cia Us. Gdy pier±cie« ochronny pozostaje na potencjale
pªywaj¡cym lub jest uziemiony, pr¡d pobierany przez sond¦ pªask¡ mo»e wzrasta¢, bo
grubo±¢ warstwy elektrostatycznej ro±nie wraz ze wzrostem napi¦cia na sondzie. Zgodnie
z oczekiwaniami, przeprowadzone pomiary potwierdziªy równie», »e g¦sto±¢ pr¡du jono-
wego wzrasta wraz z masowym nat¦»eniem przepªywu paliwa, niezale»nie od poªo»enia
k¡towego [166].

Po zainstalowaniu sond na obrotowym ramieniu pomiary mogªy by¢ wykonywane azy-
mutalnie. Sygnaª jonowy byª rejestrowany w sposób ci¡gªy w miar¦ obracania ramienia
z pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ 4.5◦/s, tak, »e obrót o 180◦ trwaª 40 sekund. Sondy byªy przemiesz-
czane z jednego skrajnego poªo»enia w drugie i z powrotem tak, »e w jednym cyklu pomia-
rowym rejestrowane byªy dwa pro�le pr¡du jonowego. Przykªadowe pro�le umieszczono
na Rysunku 3.10, gdzie przedstawiono surowe dane i dane wygªadzone �ltrem Savitzky-
Golay (funkcja sgolay�lt pakietu Matlab).

Rozkªad k¡towy nie jest idealnie symetryczny wzgl¦dem osi silnika. Asymetri¦ mo»na
wyja±ni¢ na wiele sposobów � przyczyna mog¡ by¢ np. drobne bª¦dy geometrii ustawienia
sond i ramienia diagnostycznego, niejednorodne wyªadowanie silnika i/lub efekt katody.

Cz¦stotliwo±¢ próbkowania oscyloskopu podczas obrotu ramienia zostaªa ustawiona
na 1000 punktów na sekund¦ przy 100 tys. zarejestrowanych punktów, co odpowiadaªo
czasowi pomiaru 100 s, w ci¡gu którego mo»liwy byª peªny ruch sondy z jednej strony na
drug¡ i z powrotem. Takie warto±ci pr¦dko±ci k¡towej ramienia i cz¦stotliwo±¢ próbkowa-
nia oscyloskopu pozwalaªy osi¡gn¡¢ rozdzielczo±¢ katow¡ równ¡ 0.0045◦.

Przykªadowe pomiary sªu»¡ce do obliczenia caªkowitego pr¡du jonowego Ii (wzór 3.3)
oraz rozbie»no±ci wi¡zki plazmowej 〈cos(θ)〉2 (wzór 1.23) zostaªy wykonane trzema son-
dami, których kolektory spolaryzowano napi¦ciem Us = −15 V i zobrazowane na Rysunku
3.11.
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Rysunek 3.11: Porównanie trzech pro�li g¦sto±ci pr¡du jonowego. W legendzie wykresu zostaªy
równie» podane odpowiednie warto±ci caªkowitego pr¡du jonowego Ii w jednostkach mA (wzór 3.3)
oraz rozbie»no±ci wi¡zki 〈cos(θ)〉2 (wzór 1.23).

Wzrost ci±nienia tªa w komorze prowadzi do zwi¦kszenia g¦sto±ci jonów pochodz¡cych
z wymiany ªadunkowej CEX. Dla du»ych k¡tów g¦sto±¢ ta powinna wnosi¢ znacz¡cy wkªad
w stosunku do g¦sto±ci jonów docieraj¡cych do kolektora sondy bezpo±rednio z silnika.
Efekt ten powinien skutkowa¢ wolniejszym zanikiem pro�lu rozkªadu na �skrzydªach�
w stosunku do przypadku niskiego ci±nienia tªa w komorze. Ksztaªt pro�lu k¡towego
pr¡du jonowego posiada skrzydªa dla |θ| > |40◦|, przy czym kubki Faraday'a daj¡ nieco
ni»szy pr¡d, poniewa» ich staªy k¡t zbierania jest ograniczony, a FP zbiera wi¦kszy pr¡d,
gdy» jego obszar zbierania wzro±nie na skutek poszerzania si¦ warstwy Debye'a [166].

Na Rysunku 3.12 a) umieszczono porównanie zgodno±ci prawego pro�lu z lewym pod-
czas przemiatania wi¡zki sond¡ FP . Wykresy potwierdzaj¡ zgodno±¢ pro�li, co ±wiadczy
o tym, »e silnik nie zmieniª zachowania podczas trwania pomiaru. Na Rysunku 3.12
b) zamieszczono porównanie zgodno±ci pro�li zebranych przez sond¦ FC i FP dla dwóch
przykªadowych napi¦¢ wyªadowania. Podobn¡ zgodno±¢ pro�li w innych warunkach pracy
silnika mo»na równie» zobaczy¢ na Rysunku 3.11, gdzie uzyskane rozkªady te» wykazuj¡
dobr¡ zgodno±¢ ze sob¡.

Rysunek 3.12 c) obrazuje metod¦ pozwalaj¡c¡ na okre±lenie cz¦±ci pr¡du jonowego,
która pochodzi z wymiany ªadunkowej CEX. Ma to na celu lepsze oszacowanie pr¡du
jonowego w odniesieniu do wpªywu jaki wywiera on na siª¦ ci¡gu. Metoda ta polegaªa na
dopasowaniu prostych w skali logarytmicznej dla θ od −40◦ do −20◦ oraz od 20◦ do 40◦,
a warto±ci IFP dla k¡tów w zakresie od −90◦ do −20◦ i od 20◦ do 90◦ byªy zast¦powane
tymi dopasowaniami, co pokazano na wykresie z prawej strony, gdzie u»yto skali liniowej.
W przypadku silnika KLIMT warto±ci Ii ró»niªy si¦ ±rednio o 6 % i nigdy nie przekraczaªy
10 %. Natomiast w przypadku silnika HIKHET ró»nice po oddzieleniu skªadowej pr¡du
pochodz¡cej z wymiany ªadunkowej mogªy si¦ga¢ a» 30 %.

Lokaln¡ g¦sto±¢ pr¡du jonowego ji uzyskano dziel¡c zmierzony pr¡d jonowy w okre-
±lonej lokalizacji podczas przesuwania obrotowego ramienia przez efektywn¡ powierzchni¦
zbieraj¡c¡ danej sondy. W ten sposób dana sonda zostaªa wykorzystana do wyznaczenia



3.2. Instrumenty pomiarowe 95

Rysunek 3.12: a) Dwa pro�le jonowe FP. Kolorami zielonym i br¡zowym podano warto±ci caªko-
witego pr¡du jonowego Ii (wzór 3.3) oraz wydajno±ci ηθ = 〈cos(θ)〉2 (wzór 1.23) dla dwóch pro�li
pr¡du jonowego (prawego i lewego) a czarnym ich ±redni¡. b) Pro�le jonowe FC i FP dla dwóch ró»-
nych warto±ci napi¦cia. c) Przykªadowy wynik usuni¦cia skªadowej CEX z pr¡du jonowego. Kolorem
zielonym podano warto±ci Ii oraz ηθ dla sygnaªu zebranego przez sond¦, kolorem czerwonym warto±ci
po odj¦ciu skrzydeª. Wszystkie warto±ci Ii zostaªy podane w jednostkach mA.

rozkªadu k¡towego g¦sto±ci pr¡du jonowego ji(θ) generowanego przez umieszczony w ko-
morze silnik. Zakªadaj¡c, »e pomiary zostaªy wykonane dostatecznie daleko od pªasz-
czyzny wyj±ciowej silnika, czyli traktuj¡c go jako ¹ródªo punktowe i zakªadaj¡c symetri¦
osiow¡, zmierzony rozkªad g¦sto±ci k¡towej pr¡du ji(θ) mo»na byªo wykorzysta¢ do obli-
czenia caªkowitego pr¡du jonowego Ii wedle wzoru:

Ii = πR2

∫ 90◦

−90◦
ji(θ) |sin θ| dθ, (3.3)

gdzie R jest odlegªo±ci¡ mi¦dzy ±rodkiem silnika a sond¡, natomiast θ k¡tem azymutalnym
pozycji sondy (Rysunek 1.6) [33, 65, 106, 114].
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Przed obliczeniem caªkowitego pr¡du jonowego z równania 3.3 dla ka»dego przypadku
zawsze sprawdzano, czy zebrane pro�le s¡ ze sob¡ zgodne, tzn. porównywano pro�l prawy
z lewym, jak i pro�le otrzymane z poszczególnych sond. Zgodno±¢ otrzymanych pro�li
byªa wery�kowana zarówno w skali liniowej jak i logarytmicznej. Zaobserwowano, »e
ksztaªt pro�li ulegaª zmianie wraz z przyªo»onym napi¦ciem, ale zebrane pro�le z ró»nych
sond pozostawaªy ze sob¡ zgodne, czego przykªady pokazano na Rysunkach 3.11 i 3.12.
Wszystkie przypadki, okoªo 2 %, w których zostaªa zaobserwowana znaczna rozbie»no±¢
pro�li zostaªy odrzucone podczas dalszej analizy.

3.3 Procedury pomiarowe

Opisane poni»ej procedury zostaªy opracowane przez zespóª laboratorium PlaNS w trak-
cie realizacji projektów KLIMT i HIKHET w celu zapewnienia powtarzalno±ci warunków
eksperymentu, dobrze okre±lonych punktów odniesienia i takiej samej metodologii pomia-
rów.

Pomiary na potrzeby bada« prezentowanych w tej pracy zostaªy wykonane w labora-
torium PlaNS mieszcz¡cym si¦ w IFPiLM szczegóªowo opisanym w oddzielnej publikacji
[219]. Laboratorium to powstaªo w 2013 r. i od tego czasu sªu»y do bada« elektrycznych
silników plazmowych. Na Rysunku 3.13 przedstawiono zdj¦cie tego laboratorium zrobione
podczas pomiarów dedykowanych rozprawie doktorskiej wraz ze zdj¦ciem przedstawiaj¡-
cym wn¦trze komory pró»niowej.

Po ka»dej instalacji silnika w komorze pró»niowej wykonywane byªy rutynowe testy
elektrycznej separacji podzespoªów silnika próbnikiem izolacji. W przypadku pozytyw-
nego przej±cia testu uruchamiany byª trójstopniowy system pró»niowych pomp bezolejo-
wych. Pierwszy stopie« stanowi pompa pró»ni wst¦pnej (Adixen ACG 600), która posiada
fabryczn¡ pr¦dko±¢ pompowania powietrza równ¡ 7.5 m3/s. Drugi to pompa turbomole-
kularna (Pfei�er HiPace 3400 MC) osi¡gaj¡ca pr¦dko±¢ 2.8 m3/s. Ostatni element stanowi
pompa kriogeniczna (HSR Velco 900Xe), która ma pr¦dko±¢ pompowania równ¡: 36 m3/s

dla powietrza, 34 m3/s dla ksenonu i 43 m3/s dla kryptonu. Przeprowadzone oszacowania
±redniej pr¦dko±ci pompowania podczas pracy wszystkich trzech pomp wynosz¡ odpowied-
nio 14 m3/s i 18 m3/s dla ksenonu i kryptonu, co pozwala utrzyma¢ ci±nienie w komorze
nie wi¦ksze ni» 2.8 × 10−8 mbar bez uruchomienia przepªywu gazu oraz 4 × 10−5 mbar

podczas pracy silników Halla przy najwi¦kszych badanych wydatkach masowych kryptonu
i ksenonu. Takie warunki umo»liwiaj¡ otrzymanie odpowiedniej g¦sto±ci gazu w kanale
wyªadowania i prawidªow¡ prac¦ silnika. Osi¡gana wydajno±¢ pompowania wystarcza do
testowania silników Halla o mocy nominalnej do 1 kW .

Po uzyskaniu w komorze pró»niowej ci±nienia na poziomie 3.5×10−8 mbar (zwykle po
24 godzinach), kolejny krok stanowiªo pªukanie katody kryptonem w celu jej oczyszczenia
z resztek gazu atmosferycznego. Nast¦pnie katoda byªa stopniowo wygrzewana poprzez
zwi¦kszanie pr¡du grzejnika katody (w dwóch etapach, z pr¦dko±ci¡ 1 A/min w ka»dym).
Przebieg tego procesu byª zawsze odnotowywany w celu monitorowania stanu zu»ycia
katody (patrz Rysunek 3.14), na co wskazywaªa podniesiona warto±¢ napi¦cia UH . Po za-
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Rysunek 3.13: Zdj¦cia laboratorium PlaNS. W przypadku a) numerem 1 zostaª oznaczony oscylo-
skop sªu»¡cy do rejestracji pr¡du wyªadowania. W sza�e (2) znajduj¡ si¦ natomiast zasilacze i dopro-
wadzenia gazowe. Komora pró»niowa (3) jest odizolowana od drga« sejsmicznych pªyt¡ antywibracyjn¡
(4). W przypadku b) numerem 5 oznaczono konstrukcj¦ podtrzymuj¡c¡ rami¦ obrotowe (6), która
zostaªa wykonana ze stali nierdzewnej. Miedziana osªona wagi aerodynamicznej (7) peªni rol¦ ekranu
termicznego dla odprowadzania ciepªa do pªyty (8), która speªnia rol¦ radiatora. Dodatkowo chroni
ona wag¦ aerodynamiczn¡ przed napylaniem. Wspornik manipulatora stosowanego przy pomiarach
siªy ci¡gu zostaª oznaczony numerem 9. (Na Rysunku 3.15 ten element pokazano w powi¦kszeniu.)

ko«czeniu tej operacji mo»na byªo zainicjowa¢ wyªadowanie wewn¡trz katody. Po inicjacji
wyªadowania grzejnik katody byª zwykle wyª¡czany. Kolejnym krokiem byªo wª¡czenie
dopªywu gazu do silnika. Po ustabilizowaniu si¦ przepªywu gazu ustawiano po»¡dane
warto±ci pr¡dów w cewkach. W tym momencie mo»na byªo uruchomi¢ silnik i zaczeka¢
a» dojdzie do równowagi termicznej, aby zapewni¢ rzetelno±¢ pomiarów.

W celu przeprowadzenia testów wydajno±ci, silnik zostaª zamontowany na wahadle
wagi aerodynamicznej (ang. thrust balance), która pozwala na pomiar siªy ci¡gu na po-
ziomie kilku mN z dokªadno±ci¡ 2 % [220]. Elementem ruchomym wagi jest poziome wa-
hadªo zawieszone na elementach spr¦»ystych o regulowanej sztywno±ci. Przemieszczenie
wahadªa jest proporcjonalne do dziaªaj¡cej siªy (jak w dynamometrze) i mo»e by¢ reje-
strowane z du»¡ precyzj¡. Masa obu badanych wersji silnika byªa na tyle maªa (niewiele
ponad 2 kg w przypadku silnika HIKHET i niecaªe 3 kg w przypadku ukªadu KLIMT),
»e pozwalaªa bezpiecznie korzysta¢ z precyzyjnej wagi zaprojektowanej przez szwajcarsk¡
�rm¦ MECARTEX na u»ytek projektu LµPPT (Rysunek 1.4).

Poniewa» wewn¦trzny kalibrator wagi okazaª si¦ niewystarczaj¡cy dla pomiarów w za-
kresie miliniutonów, zostaªa ona doposa»ona w IFPiLM w zewn¦trzny kalibrator elektro-
mechaniczny (patrz Rysunek 3.15) wykorzystuj¡cy pionowe przemieszczenia masy kontro-
lnej o warto±ci 2.6862 g, generuj¡ce siª¦ o znanej warto±ci równolegª¡ do wektora ci¡gu.
Kalibrator ten uruchamiany jest przez elektromagnes generuj¡cy impuls kalibracyjny. Po-
wtarzalno±¢ dziaªania impulsu kalibracyjnego sprawdzano zawsze przed rozpocz¦ciem eks-
perymentu. Rysunek 3.16 przedstawia wyniki pomiarów wychyle« wagi zmieniaj¡ce si¦
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Rysunek 3.14: Zale»no±¢ napi¦cia grzejnika katody UH od pr¡du IH zmierzona podczas procesu
wygrzewania katody. Na osi poziomej znajduje si¦ zadana warto±¢ pr¡du. Na osi pionowej napi¦cie,
które si¦ ustaliªo po 1 minucie. Skok napi¦cia przy 13 A jest spowodowany póªgodzinnym wygrzewa-
niem katody bez zmiany pr¡du grzejnika, podobnie post¡piono dla 23 A.

Rysunek 3.15: Na zdj¦ciu widoczna jest sto»kowa masa kontrolna (2) nap¦dzana elektromagnesem,
zawieszona na nici z wªókna szklanego (4) na wsporniku manipulatora (5) na wysoko±ci 11.1 cm. Silnik
jest przymocowany metalowym wspornikiem do wahadªa wagi aerodynamicznej (1), dlatego gdy jest
wª¡czany i wyª¡czany, ró»nica w odpowiednich pozycjach wahadªa wagi stanowi miar¦ siªy ci¡gu.
Numerem 3 oznaczono miedzian¡ osªon¦, w której znajduje si¦ waga.

w czasie podczas uruchamiania i wyª¡czania impulsu kalibracyjnego.
Zapis wychyle« wagi umo»liwiaj¡cych pomiar siªy ci¡gu skªada si¦ z trzech faz trwaj¡-

cych po 1 minucie ka»da przedstawionych na Rysunku 3.17. Faza (a) dotyczy wychylenia
podczas pracy silnika, faza (b) relaksacji po wyª¡czeniu silnika, a faza (c) wychylenia po
wª¡czeniu impulsu kalibracyjnego. Po zako«czeniu zapisu dla danego punktu pomiaro-
wego wyª¡czano impuls kalibracyjny, a silnik uruchamiano ponownie zmieniaj¡c parame-
try pracy wedªug wymaga« danej serii pomiarowej. Kolejny pomiar wykonywano dopiero
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Rysunek 3.16: Przykªadowe wyniki bada« powtarzalno±ci dziaªania impulsu kalibracyjnego poprzez
seri¦ wª¡cze« i wyª¡cze«. Zerowa warto±¢ wychylenia odpowiada poªo»eniu silnika bez obci¡»enia
mas¡ kontroln¡, natomiast gdy dziaªa impuls kalibracyjny nast¦puje wychylenie w kierunku warto±ci
ujemnych. Kolorem czarnym zaznaczono surowe dane pomiarowe, kolorem niebieskim dopasowanie
zale»no±ci 3.4 do drga«, które wywoªaªo przemieszczenie wahadªa, a kolorem czerwonym schematycz-
nie zaznaczono odpowiednie poziomy, w których wychylenie si¦ stabilizuje.

po uzyskaniu stabilizacji temperaturowej przy nowych ustawieniach. Powy»sza procedura
powodowaªa, »e wykonanie jednego punktu pomiarowego zajmowaªo okoªo 1 godziny.

Dla ka»dego cyklu pomiaru siªy ci¡gu, którego przykªad ilustruje Rysunek 3.17, do
odpowiednich faz sygnaªu z wagi dopasowywano analityczn¡ posta¢ rozwi¡zania tªumio-
nego oscylatora harmonicznego z liniowym dryfem pozwalaj¡c¡ na precyzyjny odczyt
przemieszczenia silnika mi¦dzy fazami cyklu [145]:

h(t) = Aw cos(ωt)e−γt + at+ b, (3.4)

gdzie Aw jest amplitud¡ wychylenia, ω cz¦stotliwo±ci¡ drga«, γ wspóªczynnikiem tªu-
mienia, a a i b oznaczaj¡ wspóªczynnik kierunkowy oraz wyraz wolny prostej modeluj¡cej
liniowy dryf wychylenia. Znaj¡c siª¦ generowan¡ przez kalibrator ostateczn¡ warto±¢ ci¡gu
wyprowadzano ze stosunku przemieszcze« mi¦dzy poziomami od (a) do (b) i od (b) do
(c) [144, 145].

W dniu eksperymentu monitorowaneo: warto±ci ±rednie pr¡du i napi¦cia wyªadowa-
nia, napi¦cie keepera oraz pr¡dy pªyn¡ce w cewkach. Dwa o±miokanaªowe systemy do
akwizycji danych DATAQ DI-730 zapisywaªy wszystkie najwa»niejsze parametry opera-
cyjne w trybie ci¡gªym. Oprócz tego rejestrowane byªy ci±nienia w doprowadzeniach gazu
do katody i anody oraz mierzone byªo ci±nienie panuj¡ce w komorze pró»niowej. Ci±nie-
nie wewn¡trz komory mierzono dwoma miernikami Pfei�er PKR 251 i Oerlikon Leybold
Ionivac ITR 90.

Do sterowania i stabilizacji przepªywu gazu w przewodach anodowych i katodowych
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Rysunek 3.17: Zmiany wychyle« wahadªa wagi podczas pomiaru siªy ci¡gu. Schodkowy ksztaªt
jest spowodowany wyª¡czeniem silnika (zmiana poziomu z (a) na (b)), a potem wª¡czeniem impulsu
kalibracyjnego (zmiana z poziomu (b) na (c)). Kolorem czarnym zaznaczono surowe dane pomia-
rowe, kolorem niebieskim dopasowanie funkcji 3.4 do drga«, które wywoªaªo przemieszczenie wahadªa,
a kolorem czerwonym zaznaczono schematycznie odpowiednie poziomy, w których wychylenie si¦
stabilizuje. Na rysunku podano przykªadowe warto±ci podstawowych parametrów opisuj¡cych osi¡gi
silnika dyskutowanych w rozdziale 3.4.

Rysunek 3.18: Przykªadowy zrzut ekranu oscyloskopu u»ywanego podczas eksperymentu przepro-
wadzanego z silnikiem KLIMT przy Ud = 540 V . Kolor niebieski obrazuje przebieg pr¡du wyªadowania,
zielony potencjaªu pªywajacego.

zastosowano sterownik �rmy Sierra Instruments SmartTrak C100L oraz MicroTrak C101.
Napi¦cie wyªadowania i napi¦cie keepera katody zapewniaªy zasilacze laboratoryjne Soren-
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sen SGI-1000/5 i SGI-800/6. Do zasilania grzaªki katodowej i cewek zastosowano równie»
zasilacze laboratoryjne �rmy Sorensen, odpowiednio Sorensen XG40-21 i dwa zasilacze
XG20-40 [220].

Pr¡d jonowy mierzony przez sondy elektryczne byª rejestrowany za pomoc¡ 12-bitowej
karty do akwizycji danych Razor Express CompuScope 1242 GaGe. Jednocze±nie z pr¡-
dem jonowym rejestrowane byªy zmiany w czasie pr¡du wyªadowania (sond¡ pr¡dow¡
TCP 0030), napi¦cia wyªadowania (wysokonapi¦ciow¡ sond¡ ró»nicow¡ Tektronix THDP
0200) i potencjaªu pªywaj¡cego silnika (wysokonapi¦ciow¡ sond¡ P5100A). Wszystkie
sondy byªy przyª¡czone do oscyloskopu Tektronix DPO 4104B. (Przykªadowy obraz z oscy-
loskopu pokazuje Rysunek 3.18.) Podczas wszystkich pomiarów zwi¡zanych z niniejsz¡
rozpraw¡ doktorsk¡, których spis znajduje si¦ w Dodatku A, pr¡d wyªadowania, jak rów-
nie» pr¡d jonowy byªy rejestrowane z cz¦stotliwo±ci¡ próbkowania 50 MHz (cz¦stotliwo±¢
Nyquista 25 MHz) i czasem akwizycji ustawionym na 20 ms.

Przeprowadzone na szerok¡ skal¦ badania kolejnych wersji silnika zrealizowane przez
Grup¦ Akceleratorów Plazmowych podczas projektów KLIMT i HIKHET pozwoliªy wy-
znaczy¢ optymalne warunki ich dziaªania zarówno pod wzgl¦dem stabilno±ci, jak i wy-
dajno±ci. Z punktu widzenia bada« dedykowanych tej rozprawie szczególnie wa»na byªa
mo»liwo±¢ pracy silnika Halla w szerokim zakresie zmian parametru kontrolnego, który
stanowiªo napi¦cia wyªadowania, przy ustalonych warto±ciach pozostaªych parametrów
operacyjnych (takich jak anodowy wydatek masowy, napi¦cie keepera, pr¡dy w cewkach
itp.). Na podstawie stworzonej w wyniku wcze±niejszych bada« charakterystyki warunków
pracy silnika dokonano wyboru topogra�i pola magnetycznego (poprzez dobór pr¡dów za-
silaj¡cych uzwojenia cewek magnetycznych) dla kampanii eksperymentalnej dedykowanej
tej rozprawie doktorskiej. Podczas wszystkich eksperymentów wydatek masowy z anody
i z katody byª staªy i wynosiª odpowiednio 0.8 mg/s i 0.17 mg/s, a kolektory sond FCold,
FC i FP (wraz z pier±cieniem ochronnym) byªy spolaryzowane tym samym napi¦ciem wy-
nosz¡cym −15 V . Zestawienie wszystkich 230 wykonanych w ramach rozprawy pomiarów
znajduje si¦ w tabeli w Dodatku A.

W celu sprawdzenia powtarzalno±ci/stabilno±ci pracy silnika po wielogodzinnym jego
dziaªaniu zawsze robione byªy pomiary siªy ci¡gu na pocz¡tku i na ko«cu danego dnia
eksperymentalnego. Podczas etapów nastawionych na zbadanie wpªywu napi¦cia wy-
ªadowania na wydajno±¢ silnika oprócz pomiarów sondami mierzona byªa równie» siªa
ci¡gu. Badania rozbie»no±ci k¡towej wi¡zki odbywaªy si¦ zawsze przy u»yciu co najmniej
dwóch sond. W trakcie wszystkich eksperymentów dedykowanych rozprawie doktorskiej
zawsze napi¦cie wyªadowania Ud byªo zwi¦kszane. Unikano sytuacji, w których napi¦-
cie jest zmieniane w odwrotnej kolejno±ci, aby zapobiec zjawisku powstania ewentualnej
histerezy. Poni»ej przedstawiono krótki opis poszczególnych etapów przeprowadzonych
eksperymentów.

Poszczególne etapy eksperymentów z u»yciem silnika KLIMT:
- I etap: obserwacje zmian zachowania silnika pod wpªywem zmian parametru kontrol-
nego Ud; stosunek pr¡dów w cewkach Iinn/Iout wynosiª 7.0A/4.0A, co zapewniaªo najlep-
sz¡ symetri¦ topogra�i pola magnetycznego w stosunku do osi przechodz¡cej przez ±rodek
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kanaªu wyªadowania (pomiary 1-44);
- II etap: badanie wpªywu napi¦cia wyªadowania Ud na wydajno±¢ silnika, pomiary siªy
ci¡gu; pr¡dy w cewkach wynosiªy: Iinn = 7.0 A i Iout = 4.0 A (pomiary 45-60);
- III etap: a) powtórzenie etapu I dla sªabszego pola magnetycznego; pr¡dy w cewkach
wynosiªy: Iinn = 6.4 A i Iout = 3.7 A (pomiary 61-101); b) powtórzenie etapu I dla
silniejszego pola magnetycznego; pr¡dy w cewkach wynosiªy: Iinn = 7.8 A i Iout = 4.5 A

(pomiary 102-139).

Poszczególne etapy eksperymentów z u»yciem silnika HIKHET:
- I etap: obserwacje zmian zachowania silnika pod wpªywem zmian parametru kontrol-
nego Ud; stosunek pr¡dów w cewkach Iinn/Iout wynosiª 3.5A/2.2A, co zapewniaªo najlep-
sz¡ symetri¦ topogra�i pola magnetycznego w stosunku do osi przechodz¡cej przez ±rodek
kanaªu wyªadowania (pomiary 143-187);
- II etap: zbadanie wpªywu napi¦cia wyªadowania Ud na wydajno±¢ silnika, pomiary siªy
ci¡gu; pr¡dy w cewkach wynosiªy: Iinn = 3.5 A i Iout = 2.2 A (pomiary 188-194);
- III etap: powtórzenie etapu II dla sªabszego pola magnetycznego; pr¡dy w cewkach
wynosiªy: Iinn = 3.2 A i Iout = 2.1 A (pomiary 195-201);
- IV etap: powtórzenie etapu I dla sªabszego pola magnetycznego; pr¡dy w cewkach
wynosiªy: Iinn = 3.2 A i Iout = 2.3 A (pomiary 202-230).

3.4 Uzyskane osi¡gi

W rozdziale 3.4 przedstawiono warto±ci ró»nych parametrów opisuj¡cych osi¡gi jakie uzy-
skaªy oba silniki w odniesieniu do napi¦cia wyªadowania Ud. Wyniki te b¦d¦ pomocne
podczas analizy wpªywu pojawiania si¦ zachowania chaotycznego na wydajno±¢ silnika
przeprowadzonej w rozdziale 4. Oprócz mocy elektrycznej Pd i ±redniego pr¡du wyªado-
wania Id zaprezentowana zostaªa siªa ci¡gu T wraz z obliczon¡ na jej podstawie wydajno-
±ci¡ η i impulsem wªa±ciwym Isp. Znajduj¡ si¦ tu równie» wyliczone warto±ci caªkowitego
pr¡du jonowego Ii oraz rozbie»no±ci wi¡zki plazmowej ηθ, które posªu»yªy do oszacowania
wydajno±ci silnika podczas, gdy siªa ci¡gu nie byªa mierzona w sposób bezpo±redni.

Moc wyªadowania Jedn¡ z wielko±ci okre±laj¡cych klas¦ silnika jest ±rednia moc
elektryczna, któr¡ silnik zu»ywa podczas pracy w warunkach nominalnych. W przypadku
obu omawianych silników wynosi ona 0.5 kW . Natomiast wykresy przedstawiaj¡ce zale»-
no±¢ mocy potrzebnej do podtrzymania wyªadowania w kanale silnika dla poszczególnych
napi¦¢ zostaªy zaprezentowane na Rysunku 3.19.

W przypadku silnika KLIMT dla wszystkich badanych pr¡dów cewek magnetycznych
i napi¦¢ wyªadowania nieprzekraczaj¡cych 450 V zaobserwowano niemal liniowe narasta-
nie mocy wyªadowania o podobnym nachyleniu. Powy»ej 450 V nachylenie krzywych
Pd�Ud przybiera ró»ne warto±ci w ró»nych przedziaªach zmienno±ci napi¦cia, a dla sto-
sunku pr¡du cewek Iinn = 7.0 A i Iout = 4.0 A pojawia si¦ nawet lokalne minimum.
Poza stosunkowo krótkim zakresem napi¦¢ 520 − 600 V stosunek pr¡du cewek Iinn/Iout
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Rysunek 3.19: Moc wyªadowania Pd w funkcji napi¦cia Ud dla silnika: a) KLIMT, b) HIKHET.

równy 7.0A/4.0A zapewniaª prac¦ silnika przy minimalnej mocy wyªadowania. Jedno-
cze±nie zaobserwowano, »e zastosowanie najsªabszego pola magnetycznego (etap III a))
dla napi¦¢ powy»ej 460 V prowadzi do niekorzystnego wzrostu mocy wyªadowania. Dla
trzech kombinacji pr¡dów cewek przedstawionych na Rysunku 3.19 b) moc produkowana
przez silnik HIKHET dla niskich napi¦¢ jest bardzo zgodna, a od Ud równego okoªo 530

V przy pr¡dach cewek Iinn = 3.5 A i Iout = 2.2 A silnik potrzebowaª mniejszej mocy do
podtrzymywania wyªadowania ni» w przypadku stosunku Iinn/Iout równym 3.2 A do 2.3

A. Moc Pd byªa dla wszystkich warunków pracy ni»sza w przypadku silnika KLIMT. Jak
pokazano na Rysunku 3.22 silnik HIKHET podczas I etapu potrzebowaª mocy do 615 W

dla Ud = 550 V , natomiast silnik KLIMT podczas swojego I etapu mógª dziaªa¢ a» do Ud
= 700 V pobieraj¡c moc nieprzekraczaj¡c¡ 590 W .

Podsumowuj¡c, pod wzgl¦dem mocy wyªadowania mo»na stwierdzi¢ »e, najlepsze wy-
niki otrzymano dla silnika KLIMT przy doborze pr¡dów cewek Iinn = 7.0 A i Iout = 4.0

A, chocia» w zakresie 510 - 590 V lepsze wyniki otrzymano dla pr¡dów cewek Iinn = 7.8

A i Iout = 4.5 A.
Charakterystyka I-V Dziaªanie silnika mo»na równie» okre±li¢ na podstawie jego

charakterystyki I-V, tzn. ksztaªtu wykresu pr¡du wyªadowania Id w funkcji napi¦cia Ud.
Zale»no±¢ ta zostaªa przedstawiona na Rysunku 3.20, gdzie warto±ci Id zostaªy u±rednione
dla danych warunków pomiarowych. W przypadku silnika KLIMT pr¡d wyªadowania
wªa±ciwie utrzymywaª si¦ na podobnym poziomie równym 0.8 A dla wszystkich przeba-
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Rysunek 3.20: Charakterystyka I-V dla silnika: a) KLIMT, b) HIKHET.

danych napi¦¢ bez wzgl¦du na zastosowane pr¡dy w cewkach. W HIKHET ±redni pr¡d
wyªadowania ulegaª wi¦kszym wahaniom. Odchylenia standardowe pr¡du wyªadowania Id
zachowuj¡ si¦ równie» odmiennie. W przypadku etapów I i III a) silnika KLIMT warto±¢
odchyle« jest najmniejsza dla najwi¦kszych napi¦¢ (od Ud = 560 V ). W przypadku etapu
I i IV silnika HIKHET warto±ci odchyle« rosn¡ od niskich do wysokich napi¦¢ (od 300

V do 560 V ) i nie obserwuje si¦ wyra¹nego spadku ich warto±ci. Ró»nica ta jest spowo-
dowana tym, »e w przebiegach pr¡dowych KLIMT wyst¦puj¡ bardzo wyra¹ne oscylacje
BM, których amplituda pr¡du ro±nie wraz z przykªadanym napi¦ciem, a dla najwy»szych
napi¦¢ silnik przechodzi w tryb lokalny. Natomiast w przypadku HIKHET przebiegi pr¡-
dowe pozostaj¡ bardzo zaszumione dla ka»dego badanego napi¦cia, a amplituda oscylacji
niemal caªy czas wzrasta wraz ze wzrostem napi¦cia Ud.

Siªa ci¡gu Pomiary siªy ci¡gu s¡ bardzo czasochªonne, poniewa» aby móc ich doko-
na¢ trzeba za ka»dym razem wyª¡czy¢ silnik, a nast¦pnie po uruchomieniu odczeka¢ a»
jego temperatura si¦ ustabilizuje. Test wydajno±ci wykonano zatem tylko dla wybranych
warunków pomiarowych tj. podczas II etapu zwi¡zanego z silnikiem KLIMT oraz II i III
etapu zwi¡zanego z HIKHET.

Na Rysunku 3.21, gdzie zestawiono wszystkie otrzymane siªy ci¡gu, zgodnie z oczeki-
waniami obserwuje si¦, »e T ro±nie wraz z przyªo»onym napi¦ciem. W przypadku silnika
KLIMT dla Ud w zakresie od 560 V do 600 V nast¦puje nagªy wzrost (skok) siªy ci¡gu od
11.05 mN do 12.96 mN . Wzrostu takiego nie obserwuje si¦ w przypadku silnika HIKHET.
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Rysunek 3.21: Siªa ci¡gu w funkcji napi¦cia wyªadowania Ud zmierzona dla obu silników. Kolor
czerwony oznacza pomiary wykonane podczas II etapu projektu KLIMT, kolor bª¦kitny i granatowy
odpowiednio podczas II i III etapu projektu HIKHET.

Poza przypadkiem Ud = 300 V wi¦ksz¡ siª¦ ci¡gu HIKHET osi¡gn¡ª dla silniejszego pola
magnetycznego.

Sprawno±¢ silnika Sprawno±¢ obydwu silników η, obliczona na podstawie wzoru
1.20, zostaªa przedstawiona na Rysunku 3.22. Zauwa»ono, »e w obszarze 560 - 600 V

nast¦powaªa gwaªtowana poprawa sprawno±ci silnika KLIMT od 15.6 % do 20.5 %, a na-
st¦pnie utrzymywaªa si¦ ona na podobnym poziomie dla najwy»szych napi¦¢ 650 V i 700

V . Najwi¦ksz¡ sprawno±¢ HIKHET uzyskiwaª dla najni»szego napi¦cia wyªadowania Ud
równego 300 V i wynosiªa ona 21.8 % w II etapie oraz 18.9 % w etapie III.

Impuls wªa±ciwy Warto±ci impulsu wªa±ciwego Isp obliczone za pomoc¡ wzoru 1.5
zostaªy równie» przedstawione na Rysunku 3.22. W przypadku obu silników warto±ci te
zawsze rosªy wraz z napi¦ciem wyªadowania. Dla Ud = 600 V najwi¦kszy impuls wªa±ciwy
równy 1650 s uzyskaª silnik KLIMT, a wyniki HIKHET dla etapu II i III byªy odpowiednio
o okoªo 70 s i 135 s gorsze. Warte uwagi jest to, »e ponownie w przypadku silnika KLIMT
pojawia si¦ skok warto±ci � impuls wªa±ciwy wzrasta z 1410 s do 1650 s dla napi¦¢ od 560

V do 600 V .
Caªkowita warto±¢ pr¡du jonowego Analizuj¡c wykres z Rysunku 3.23 przedsta-

wiaj¡cy caªkowity pr¡d jonowy Ii otrzymany z zastosowania wzoru 3.3 do danych eks-
perymentalnych, mo»na zauwa»y¢, »e w przypadku silnika KLIMT dla stosunku pr¡dów
w cewkach Iinn/Iout równego 7.0 A do 4.0 A, najszybszy wzrost pr¡du jonowego nast¦puje
od 550 V do 600 V , czemu w przypadku etapu I odpowiada wzrost warto±ci Ii od 0.465 A

do 0.502 A. Dla ka»dej kon�guracji pola magnetycznego KLIMT nast¦puje pocz¡tkowe
obni»enie Ii wraz z rosn¡cym napi¦ciem Ud, a nast¦pnie wzrost ilo±ci jonów produkowa-
nych w kierunku sondy. Pr¡dy jonowe zebrane podczas dziaªania silnika HIKHET byªy
wi¦ksze ni» w przypadku KLIMT dla stosunkowo szerokiego przedziaªu od 300 V do 550

V .
Zmienno±¢ pr¡du Ii w funkcji przyªo»onego napi¦cia Ud podczas I i II etapu projektu

KLIMT jest podobna, co ±wiadczy o tym, »e warunki, w których pracowaª silnik musiaªy
by¢ zbli»one. Zgodno±¢ w tym przypadku jest znacznie wi¦ksza ni» dla odpowiadaj¡cych
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Rysunek 3.22: Wydajno±¢ η (wzór 1.20), impuls wªa±ciwy Isp (wzór 1.5), moc wyªadowania Pd,
oraz stosunek siªy ci¡gu do mocy wyªadowania T/Pd. Wszystkie uzyskane wyniki zostaªy podzielone
przez najwi¦ksze uzyskane warto±ci zamieszczone w legendzie wykresu.

sobie etapów I i II projektu HIKHET, co mo»e ±wiadczy¢ o wyst¦powaniu odmiennych
warunków sprzyjaj¡cych jonizacji gazu w kanale wyªadowania.

Moc wi¡zkiWarto±ci mocy wi¡zki Pjet we wszystkich przypadkach rosªy wraz z przy-
ªo»onym napi¦ciem Ud, co przedstawia Rysunek 3.24. Wyniki dla silnika KLIMT uzyskane
w dwóch ró»nych dniach pomiarowych (etap I i II) byªy ze sob¡ zgodne, czego nie mo»na
powiedzie¢ o wynikach uzyskanych przez silnik HIKHET (etap I i II), gdzie warto±ci Pjet
wytworzone jednego dnia ró»ni¡ si¦ o okoªo 10 W od mocy uzyskanych 6 dni pó¹niej. Wy-
nika z tego, »e silnik nie pracowaª w ten sam sposób i nie ma podstaw do przeprowadzania
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Rysunek 3.23: Caªkowity pr¡d jonowy (wzór 3.3) w funkcji napi¦cia Ud po usuni¦ciu cz¦±ci pr¡du
jonowego pochodz¡cego z oddziaªywa« CEX dla: a) silnika KLIMT, b) silnika HIKHET.

analizy zbiorczej dotycz¡cej pomiarów silnika HIKHET z ró»nych okresów.
Na Rysunku 3.24 dobrze widoczny jest znaczny wzrost mocy wi¡zki Pjet, siªy ci¡gu T ,

wykorzystania pr¡du Ii/Id oraz wydajno±ci zwi¡zanej z rozbie»no±ci¡ wi¡zki ηθ w zakresie
od 550 V do 600 V , co wraz z wynikami prezentowanymi na Rysunku 3.22 potwierdza,
»e silnik w tym zakresie znacznie poprawiª swoj¡ sprawno±¢.

Dla sesji pomiarowych, w których siªa ci¡gu nie byªa mierzona bezpo±rednio jej war-
to±ci oszacowano na podstawie nast¦puj¡cej zale»no±ci:

T = Af
√
UdIiηθ, (3.5)

gdzie Af stanowi czynnik normalizuj¡cy. Aby unikn¡¢ wkªadu od jonów pochodz¡cych
z wymiany ªadunkowej do powy»szego wzoru wstawiono warto±ci caªkowitego pr¡du jo-
nowego Ii oraz wydajno±ci ηθ po usuni¦ciu skªadowej pochodz¡cej z CEX.

Na Rysunku 3.25 zestawiono warto±ci siªy ci¡gu dla silnika KLIMT uzyskane z pomia-
rów za pomoc¡ wagi aerodynamicznej z siªami ci¡gu pochodz¡cymi z oszacowa«. Maksy-
malna ró»nica mi¦dzy wynikami uzyskanymi dzi¦ki pomiarom siªy ci¡gu podczas trwania
II etapu projektu KLIMT a wynikami pochodz¡cymi z oszacowania wynosiªa 3 %, co od-
powiadaªo ró»nicy w sile ci¡gu 0.36 mN . Natomiast bez korekty polegaj¡cej na usuni¦ciu
skªadowej CEX liczby te wynosiªy odpowiednio 5 % i 0.47 mN . Oszacowanie siªy ci¡gu
dla I etapu (etap bez pomiaru siªy ci¡gu) i dla II etapu (etap z pomiarem siªy ci¡gu) daªo
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Rysunek 3.24: Siªa ci¡gu T , wydajno±¢ ηθ, wykorzystanie pr¡du Ii/Id oraz moc wi¡zki Pjet.
Wszystkie uzyskane wyniki zostaªy podzielone przez najwi¦ksze uzyskane warto±ci zamieszczone w le-
gendzie wykresu.

bardzo dobr¡ zgodno±¢ (najwi¦ksze odst¦pstwo wynosiªo 0.43 mN i wyst¦powaªo przy Ud
= 580 V ), co ±wiadczy o tym, »e praca silnika nie ulegªa zmianie i oznacza, »e mo»na
w ten sposób okre±li¢ wydajno±¢ silnika w sposób po±redni bez potrzeby jego wyª¡czania.

Na podobnej zasadzie zostaªy oszacowane warto±ci siªy ci¡gu dla stosunku pr¡dów
w cewkach Iinn/Iout równego 6.4 A do 3.7 A oraz 7.8 A do 4.5 A. Chocia» w tych przypad-
kach jako±¢ oszacowania mo»na byªo sprawdzi¢ tylko w kilku punktach, dla najsªabszego
pola magnetycznego pojawiª si¦ znaczny wzrost siªy ci¡gu od Ud równego 500 do 600 V ,
co oznacza znaczny wzrost sprawno±ci silnika. Wyniki zbiorcze wszystkich oszacowa« siªy
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Rysunek 3.25: Zmierzona siªa ci¡gu uzyskana podczas II etapu projektu KLIMT (kolor czerwony)
i siªa ci¡gu oszacowana przy pomocy wzoru 3.5, gdzie kolorem niebieskim zostaªy zaznaczone osza-
cowania dla pomiarów z dnia pomiaru siªy ci¡gu, a kolorem zielonym oszacowania dla I etapu (etap
bez pomiaru siªy ci¡gu).

Rysunek 3.26: Warto±ci siªy ci¡gu uzyskane z oszacowa« przy pomocy wzoru 3.5 dla trzech kom-
binacji pr¡dów w cewkach.

ci¡gu przedstawiono na Rysunku 3.26. Wraz ze wzrostem pola magnetycznego skokowy
wzrost sprawno±ci silnika nast¦puje dla coraz wi¦kszego napi¦cia wyªadowania.

Rezultaty dopasowa« siª ci¡gu dotycz¡ce silnika HIKHET zaprezentowane na Rysunku
3.27 wykazuj¡ pewn¡ rozbie»no±¢. Dla przypadku b) (Iinn/Iout = 3.2 A / 2.1 A) dla wy-
sokich napi¦¢ wyniki bezpo±rednich pomiarów s¡ zgodne z oszacowaniami, jednak»e przy
niskich napi¦ciach (od 350 do 450 V ) zachowanie si¦ wi¡zki jonów musiaªo zosta¢ w jaki±
sposób zaburzone. Podobne rozbie»no±ci obserwuje si¦ w przypadku a) dla napi¦¢ od 300

V do 350 V . Przypuszczalnie mo»e to mie¢ zwi¡zek np. z odchyleniem wi¡zki plazmo-
wej od pªaszczyzny przemiatanej przez sondy w wyniku przytkania b¡d¹ rozszczelnienia
cz¦±ci dystrybutora gazu. Poniewa» nie przerwano sesji aby wstawi¢ dystrybutor o innej
geometrii, problem zaburzenia wyników pomiarów b¦dzie dotyczyª wszystkich pomiarów
zwiaz¡nych z silnikiem HIKHET.
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Rysunek 3.27: Wartosci siªy ci¡gu uzyskane z pomiarów za pomoc¡ wagi aerodynamicznej (kolor
czerwony), oraz oszacowania siª ci¡gu za pomoc¡ wzoru 3.5 dla danych z tego samego dnia (kolor
niebieski). W przypadku a) kolorem zielonym zostaªy wykre±lone oszacowania z innego dnia pomia-
rowego.

Najlepszymi wyznacznikami osi¡gów silnika Halla s¡: siªa ci¡gu T , impuls wªa±ciwy Isp
oraz wydajno±¢ η. Wi¦ksz¡ warto±¢ siªy ci¡gu osi¡gaª silnik HIKHET w zakresie napi¦¢
Ud do 580 V , ale po wyra¹nym wzro±cie warto±ci od Ud równego 550 V do 600 V wi¦ksz¡
siª¦ ci¡gu osi¡gn¡ª KLIMT (Rysunek 3.21). Poza Ud = 300 V najwi¦ksz¡ sprawno±¢
i najwy»szy impuls wªa±ciwy osi¡gaª KLIMT dla wysokich napi¦¢ wyªadowania 600 - 700

V (Rysunek 3.22). Poniewa» maksimum lokalne stosunku T/Pd nast¦powaªo przy 600 V ,
nale»y to uzna¢ za najlepszy osi¡gni¦ty wynik przy tym doborze pr¡dów w cewkach.

Podsumowuj¡c uzyskane wyniki mo»na uzna¢, »e zachowanie si¦ silnika KLIMT jest
du»o bardziej interesuj¡ce, zwªaszcza w regionie 550 - 600 V przy stosunku pr¡dów w cew-
kach Iinn/Iout równym 7.0 A do 4.0 A, gdzie nast¦puje du»a zmiana siªy ci¡gu, impulsu
wªa±ciwego, obu wydajno±ci η i ηθ, caªkowitego pr¡du jonowego Ii, jak i jego stosunku
do pr¡du wyªadowania Id oraz mocy wi¡zki Pjet. Wyniki oszacowa« dla etapu III a)
(Iinn/Iout = 6.4 A / 3.7 A) pokazuj¡, »e od 490 V do 500 V ma si¦ do czynienia z po-
dobnym wzrostem siªy ci¡gu, jak w przypadku pola magnetycznego o ±rednim nat¦»eniu
(patrz Rysunek 3.26). Wzrost taki potwierdzaj¡ wyniki zwi¡zane z rozbie»no±ci¡ wi¡zki
oraz stosunkiem Ii do Id.



Rozdziaª 4

Poszukiwanie zachowa« chaotycznych

Chocia» silnik Halla nazywany jest równie» stacjonarnym silnikiem plazmowym i mo»na
powiedzie¢, »e dziaªa (niemal»e) stabilnie dopóki dostarczana jest mu energia i paliwo,
niestabilno±ci plazmy powoduj¡ oscylacje pr¡du wyªadowania w bardzo szerokim zakre-
sie cz¦stotliwo±ci. Gªównym celem tej pracy doktorskiej byªo zbadanie dynamiki plazmy
wytwarzanej przez silnik Halla (czyli zbadanie charakteru zmienno±ci mierzonego pr¡du)
pod k¡tem chaosu, a w szczególno±ci chaosu deterministycznego, dla lepszego zrozumienia
procesów wpªywaj¡cych na osi¡gi tego urz¡dzenia. Dlatego najpierw wykonano analiz¦
wydajno±ci silnika (rozdziaª 3.4), a nast¦pnie poszukiwano oznak chaosu w danych eks-
perymentalnych dotycz¡cych pr¡du wyªadowania oraz pr¡du jonowego. Szczegóªy tych
bada« oraz analiz¦ ich wyników przedstawia rozdziaª 4. Rozdziaª ten stanowi zatem clou
caªej rozprawy doktorskiej � w niniejszym rozdziale posªu»ono si¦ metodami poszukiwania
zachowa« chaotycznych przy pomocy wszystkich wska¹ników opisanych w rozdziale 2.

4.1 Wybór reprezentacji danych

Podczas sporz¡dzanej analizy wzi¦to pod uwag¦ wszystkie dokonane pomiary jednak z po-
wodu ich ogromnej ilo±ci w rozprawie przedstawiono tylko niektóre wyniki. Wybrana
zostaªa zatem pewna grupa danych pomiarowych stanowi¡ca reprezentacj¦ wszystkich
pomiarów, której wyniki zostaªy omówione w sposób szczegóªowy. Tabela zawieraj¡ca
spis wszystkich przeprowadzonych pomiarów zostaªa przedstawiona w Dodatku A.

Z powodu przypuszczenia, »e dystrybutor gazu w przypadku silnika HIKHET ulegª
rozszczelnieniu, wyselekcjonowane dane dotycz¡ wyª¡cznie silnika KLIMT. Jak wynika
z analizy przedstawionej w rozdziale 3.4, silnik ten przy u»yciu pr¡dów w cewkach Iinn
= 7.0 A i Iout = 4.0 A podczas podwy»szania napi¦cia wyªadowania wykazywaª znaczn¡
zmian¦ charakteru oscylacji, co z kolei silnie wpªywaªo na jego wydajno±¢. Ponadto na-
st¦powaª skokowy wzrost siªy ci¡gu od Ud równego 550 V do 600 V , dzi¦ki czemu mo»na
zada¢ pytanie o to czy zanik/pojawienie si¦ oscylacji chaotycznych przed i po tym nagªym
wzro±cie mo»e mie¢ znacz¡cy wpªyw na zachowanie silnika. Poniewa» podobny trend byª
obserwowany dla dwóch pozostaªych topogra�i pola magnetycznego wybrane warunki s¡
reprezentatywne dla wszystkich pomiarów dotycz¡cych silnika KLIMT. W zwi¡zku z po-
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KLIMT Iinn / Iout = 7.0 A / 4.0 A

Ud 300 V 450 V 550 V 580 V 600 V 650 V

nr pomiaru 2 17 30 31 33 38

Tabela 4.1: Napi¦cia i numery pomiarów, dla których przedstawiono peªne badania pod wzgl¦dem
poszukiwania zachowa« chaotycznych.

Rysunek 4.1: Zdj¦cia wi¡zki plazmowej dla przypadków z Tabeli 4.1. Intensywno±¢ po±wiaty jest
proporcjonalna do g¦sto±ci plazmy. Plazma zmienia kolor wraz z napi¦ciem Ud, dlatego skupiona
centralna cz¦±¢ wi¡zki dla wy»szych napi¦¢ przestaje by¢ dobrze widoczna. Rozgrzana katoda ±wieci
na »óªto.

wy»szym wyniki dotycz¡ce innych stosunków pr¡dów w cewkach zostaªy zaprezentowane
tylko cz¦±ciowo.

Sze±¢ napi¦¢ z wybranej sesji pomiarowej, których wyniki zostan¡ przedstawione w spo-
sób najbardziej szczegóªowy zebrano w Tabeli 4.1. Napi¦cia te byªy u»ywane zarówno
podczas etapu I (pomiary 2, 17, 30, 31, 33 i 38, tryb bez pomiaru siªy ci¡gu) jak i etapu
II projektu KLIMT (pomiary 45, 50, 54, 57-59, tryb z pomiarem siªy ci¡gu). Jak poka-
zano w rozdziale 3.4 zachowanie silnika w obydwu etapach byªo takie samo, zatem mo»na
okre±li¢ wpªyw siªy ci¡gu na wyniki poszukiwa« chaosu dla pomiarów zebranych w tabeli.

Na Rysunku 4.1 umieszczono niektóre zdj¦cia wi¡zek plazmowych wytworzonych przez
silnik Halla. Wida¢ na nich, »e obj¦to±¢ obszaru plazmy na zewn¡trz kanaªu wyªadowa-
nia zwi¦ksza si¦ wraz z napi¦ciem Ud od 300 V do 550 V , natomiast dla najwy»szych
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napi¦¢ plazma skupia si¦ bardziej we wn¦trzu kanaªu, przez co nast¦puje kolimacja wi¡zki
plazmowej, co zwi¦ksza siª¦ ci¡gu (Rysunek 3.24). Podobnie jak u Yongjie'a Dinga i in.
[66] po i przed katastrof¡ (czyli zmian¡ trybu dziaªania silnika) wi¡zka plazmowa zmienia
swoj¡ geometri¦ ze stanu rozbie»nego (tryb globalny) do stanu skupionego (tryb lokalny).
Zwi¦kszona obj¦to±¢ wi¡zki znajduj¡cej si¦ na zewn¡trz kanaªu niekorzystnie wpªywa te»
na caªkowit¡ ilo±¢ produkowanych jonów (Rysunek 3.23), poniewa» cz¡stki plazmy znaj-
duj¡ si¦ wtedy poza obszarem efektywnej jonizacji.

Na Rysunku 4.2 umieszczono wycinki szeregów czasowych o dªugo±ci 0.5 ms, tak aby
uwidoczni¢ pojedyncze oscylacje pr¡dowe. Na wykresach mo»na zauwa»y¢, »e dane pr¡du
wyªadowania (kolumna c)) s¡ mniej zaszumione ni» dane pochodz¡ce z sond (kolumny
a) i b)). Oscylacje pr¡du wyªadowania powinny by¢ równie» silnie odtwarzane w pr¡dzie
jonowym. I rzeczywi±cie, w zarejestrowanych sygnaªach z sond FC i FP obserwuje si¦
zachowanie podobne do pr¡du wyªadowania, co pokazano na tym rysunku. Dla niskich
napi¦¢ (Ud = 300 V , 450 V i 550 V ) dominuj¡ oscylacje trybu oddechowego (BM) o okresie
okoªo 0.03 ms. Dla przypadku Ud = 450 V nast¦puj¡ przeª¡czenia mi¦dzy trybem glo-
balnym a lokalnym (rozdziaª 1.1.5) [108]. Dla wy»szych napi¦¢ (Ud = 580 V , 600 V i 650

V ) przebiegi pr¡dowe staj¡ si¦ mniej regularne, i reprezentuj¡ oscylacje modu lokalnego.
Zgodnie z opisem z artykuªu Michaela Sekaraka i in. [203] w globalnym trybie oscy-

lacji amplituda oscylacji pr¡du wyªadowania jest du»a w stosunku do ±redniej warto±ci
pr¡du wyªadowania, natomiast po przej±ciu do modu lokalnego ±redni pr¡d wyªadowania
maleje tak jak i amplituda oscylacji, co zostaªo równie» zaobserwowane w przebiegach
zarejestrowanych na potrzeby tej rozprawy doktorskiej.

4.2 Analiza zebranych szeregów czasowych

Rozdziaª 4.2 rozpoczyna si¦ testami, których wyniki ±wiadcz¡ o stacjonarno±ci badanych
szeregów czasowych. Nast¦pnie wykre±lone zostaj¡ diagramy bifurkacyjne, gdzie parametr
kontrolny stanowiªo napi¦cie wyªadowania, oraz widma mocy pr¡du wyªadowania i pr¡du
jonowego.

4.2.1 Testy stacjonarno±ci

Aby w ogóle rozwa»a¢ analiz¦ danych pod k¡tem chaosu nale»y najpierw przetestowa¢
stacjonarno±¢ badanych procesów. Wi¦kszo±¢ konwencjonalnych metod analizy szeregów
czasowych w domy±le zakªada, »e dane pochodz¡ z liniowego ukªadu dynamicznego, posia-
daj¡cego potencjalnie wiele stopni swobody oraz dodatkowy szum. Tak wi¦c zakªada si¦,
»e widmo mocy jest superpozycj¡ (sum¡) dyskretnych skªadowych i skªadowych wykªad-
niczych zaburzonych �uktuacjami pochodz¡cymi od szumu. Je±li takich skªadników jest
wiele, szeregi czasowe mog¡ wygl¡da¢ do±¢ nieregularnie, ale nie musz¡ by¢ chaotyczne
[216].
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Rysunek 4.2: Wycinki szeregów czasowych dotycz¡ce danych z Tabeli 4.1. Kolumna a) odpowiada
sygnaªom jonowym zebranym przez sond¦ FC, kolumna b) przez FP, a c) dotyczy przebiegów pr¡du
wyªadowania. Dla napi¦cia Ud = 450 V , ze wzgl¦du na przeª¡czenia mi¦dzy trybami, przedstawione
zostaªy dwa szeregi, gdzie górny odpowiada modowi globalnemu, a dolny lokalnemu.
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Rysunek 4.3: Dwa przebiegi pr¡du jonowego zebrane przy pomocy sondy FC (pomiary 17 i 33).
Zmiana poziomu linii przeª¡czenia przedstawia przeª¡czenia mi¦dzy trybami, gdzie w panelu a) wy»szy
poziom prezentuje tryb globalny, a w panelu b) przeª¡czenie nie jest obserwowane (pr¡d oscyluje tylko
w trybie lokalnym).

Skªadowe wykªadnicze zwykle prowadz¡ do niestacjonarno±ci. Niestacjonarno±¢ ta
jest wªa±ciwo±ci¡ samego procesu i powstaje, gdy mechanizm wytwarzaj¡cy te skªadowe
zmienia si¦ w czasie. W tym przypadku niektóre cechy szeregu czasowego, takie jak
warto±¢ ±rednia lub odchylenie standardowe b¦d¡ zmienia¢ si¦ w czasie [216].

Na Rysunku 4.3 przedstawione zostaªy przykªadowe przebiegi pr¡du jonowego zebra-
nego przez sond¦ FC, gdzie wyrysowane zostaªy ponadto warto±ci ±rednie oraz odchylenia
standardowe σ, aby uwidoczni¢, »e w poszczególnych trybach oscylacji nie ulegaªy one
istotnej zmianie. Na tym samym rysunku kolorem czarnym zaznaczone zostaªy równie»
przeª¡czenia mi¦dzy trybem globalnym i lokalnym.

Szereg czasowy Xn, gdzie n = 1, . . . , N , którego pierwsze dwa momenty (±rednia 〈X〉
i wariancja σ) s¡ staªe, wykazuje stacjonarno±¢ w sensie sªabym. Taki warunek mo»e by¢
jednak niewystarczaj¡cy przy analizie ukªadu chaotycznego. Konieczna jest zatem analiza
wy»szych momentów.

Trzeci moment, czyli wspóªczynnik sko±no±ci (ang. skewness):

Skew(X) =
1

N

N∑
n=1

[
Xn − 〈X〉

σ

]3

(4.1)

jest miar¡ asymetrii rozkªadu. Natomiast czwarty moment centralny rozkªadu pomniej-
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Rysunek 4.4: Sko±no±¢ i kurtoza przebiegów pr¡du jonowego zebranego sond¡ FC (pomiary 17
i 33). W celu uzyskania wyniku u»yto przedziaªu czasu u±rednienia równego 200 µs.

szony o liczb¦ 3, zwany kurtoz¡ (ang. kurtosis):

Kurt(X) =
1

N

N∑
n=1

[
Xn − 〈X〉

σ

]4

− 3 (4.2)

mierzy skupienie rozkªadu w stosunku do rozkªadu normalnego (gaussowskiego). Rozkªad
z dodatni¡ kurtoz¡ nazywany jest leptokurtycznym (lub rozkªadem z grubym ogonem),
a rozkªad z ujemn¡ kurtoz¡ nazywany jest platykurtycznym [216].

Rysunek 4.4 przedstawia zmiany sko±no±ci Skew(IFC) i kurtozy Kurt(IFC) pr¡du jo-
nowego zebranego przez sond¦ FC dla dwóch przykªadowych napi¦¢. Poza przeª¡czeniami
mi¦dzy trybami dziaªania silnika, sko±no±¢ i kurtoza nie podlegaªy »adnemu trendowi.
Dla sygnaªów wysoko-amplitudowych kurtoza pozostawaªa znacznie zaszumiona, wi¦c na
jej podstawie ci¦»ko wyci¡gn¡¢ jednoznaczny wniosek odno±nie stacjonarno±ci.

Wielko±ci w postaci ±redniej, wariancji, sko±no±ci oraz kurtozy to tylko kilka z bar-
dzo wielu, które charakteryzuj¡ rozkªad warto±ci. Mo»na te» bada¢ zmienno±¢ rozkªadu
bezpo±rednio, wykre±laj¡c go dla ró»nych przedziaªów czasu. Aby szereg czasowy pozo-
staª stacjonarny w sensie ±cisªym rozkªad ten musi pozosta¢ staªy w czasie w granicach
niepewno±ci statystycznych.

Potwierdzenie stacjonarno±ci badanych szeregów obrazuje Rysunek 4.5, gdzie poka-
zano, »e funkcja rozkªadu P (IFC) nie zmienia si¦ w czasie. W przypadku a) zaprezento-
wano rozkªady P (IFC) dla Ud = 450 V dla sze±ciu odcinków czasu. Pierwsze trzy odcinki
reprezentuj¡ tryb globalny przed przej±ciem silnika w tryb lokalny, a kolejne trzy reprezen-
tuj¡ przebiegi po powrocie do trybu globalnego. Rozkªady dotycz¡ce tego trybu nie ulegªy



4.2. Analiza zebranych szeregów czasowych 117

Rysunek 4.5: Rozkªad prawdopodobie«stwa P (IFC) pr¡du jonowego mierzonego sond¡ FC (po-
miary 17 i 33).

zmianie. W przypadku b) przedstawiono rozkªady dla odcinków czasu, które reprezentuj¡
tryb lokalny i tutaj te» poszczególne rozkªady pozostaj¡ ze sob¡ zgodne. W przypadku
c) zostaªy porówane nast¦puj¡ce rozkªady dla Ud = 600 V : rozkªad dotycz¡cy caªego po-
miaru (20 ms), rozkªad dla pierwszych 10 ms i rozkªad dla ostatniej cz¦±ci (odcinek od
10 do 20 ms). Ponownie funkcja rozkªadu P (IFC) nie zmieniaªa sie w czasie.

Powy»sze badanie stacjonarno±ci zostaªo przeprowadzone dla wszystkich pomiarów
wykonanych na potrzeby tej rozprawy doktorskiej (Dodatek A). Stwierdzono, »e zebrane
szeregi czasowe mo»na uzna¢ za stacjonarne, a w konsekwencji mo»na przeprowadzi¢ ana-
liz¦ pod wzgl¦dem zachowa« chaotycznych.
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4.2.2 Analiza diagramów bifurkacyjnych

Zmiany w zachowaniu pr¡du jonowego lub pr¡du wyªadowania mo»na przedstawi¢ za po-
moc¡ cz¦stotliwo±ci wyst¦powania chwilowych amplitud sygnaªu. Podrozdziaª ten zawiera
zatem histogramy ekstremów lokalnych, czyli tzw. diagramy bifurkacyjne, przedstawia-
j¡ce ewolucj¦ amplitud dla ró»nych napi¦¢ wyªadowania. Stworzone diagramy bifurkacyjne
dotycz¡ pr¡du jonowego i pr¡du wyªadowania przy trzech topogra�ach pola magnetycz-
nego indukowanego przez trzy stosunki pr¡dów cewek silnika KLIMT.

Na Rysunkach 4.6, 4.7 i 4.8 przedstawione zostaªy histogramy ekstremów lokalnych
amplitud sygnaªów dotycz¡cych odpowiednio sondy FC, FP oraz pr¡du wyªadowania Id.
Kolorami kropek odró»niono maksima i minima lokalne, podobnie jak w przypadku dia-
gramów bifurkacyjnych przedstawiaj¡cych odwzorowanie logistyczne (Rysunek 2.2) oraz
wzbudzany model Lotki-Volterry (Rysunek 2.3). Rozmiar okna zestawu danych u»ywa-
nego do wyszukiwania minimów i maksimów zostaªo ustawione na 100 µs, co odpowiada
kilku pojedynczym oscylacjom trybu oddechowego.

Standardowy diagram bifurkacyjny zostaª wzbogacony o informacje na temat g¦sto±ci
ekstremów o danej warto±ci zidenty�kowanych w odpowiednich szeregach czasowych, co
zostaªo przedstawione na pierwszych kolumnach na Rysunkach 4.6, 4.7 i 4.8. Dostarczyªo
to dodatkowych informacji o tym, jak cz¦sto system odwiedzaª okre±lone stany.

W badaniach nad silnikiem Halla pole magnetyczne zostaªo dostosowane do poszu-
kiwania najlepszych osi¡gów silnika pod wzgl¦dem sprawno±ci anodowej ηa i wysokiego
impulsu wªa±ciwego Isp. Ró»ne wyselekcjonowane topogra�e pola magnetycznego przed-
stawia Rysunek 4.9. Jak wida¢, wraz ze wzrostem pr¡du w cewkach wzrasta nat¦»enie
pola magnetycznego w obszarze jonizacji i nieznacznie zmienia si¦ ksztaªt linii pola ma-
gnetycznego. Zmiana topogra�i pola magnetycznego wpªywa na dynamik¦ przebiegów
pr¡dowych a zatem na wygl¡d wykresów bifurkacyjnych.

Zachowanie na diagramach jest podobne dla pr¡du wyªadowania i pr¡du jonowego tzn.
wyst¦puj¡ podobne struktury dla tych samych przedziaªów napie¢. Wykres bifurkacyjny
Id b¦dzie si¦ jednak nieznacznie ró»niª od wykresów FC i FP, poniewa» sygnaª pr¡du wy-
ªadowania zawiera nie tylko informacje o pr¡dzie jonowym, ale posiada równie» skªadow¡
elektronow¡. Poza tym pr¡d jonowy zawiera skªadowe jonowe o ró»nym stopniu jonizacji,
które docieraj¡ do sondy w odmiennym czasie, co nie ma miejsca w pr¡dzie wyªadowania.
Dla obu sond we wszystkich przypadkach ksztaªty gaª¦zi maksimów s¡ bardzo podobne.
Jednak sygnaª FP jest wyra¹ny, tak jak ten pochodz¡cy z Id, natomiast sygnaª z FC cha-
rakteryzuje si¦ rozmyt¡ gaª¦zi¡ dolnych minimów, o warto±ciach cz¦sto ni»szych od zera,
co oznacza, »e z jakiego± powodu musiaªa zosta¢ zebrana z plazmy wi¦ksza ilo±¢ elek-
tronów. Przyczyna tego zachowania pozostaje nieznana, dlatego wszystkie dalsze wyniki
zostan¡ przedstawione gªównie dla danych zebranych dzi¦ki sondzie FP.

Na Rysunku 4.6 wida¢, »e amplituda oscylacji wykazywaªa odmienne zachowanie dla
ró»nych napi¦¢ wyªadowania w zale»no±ci od u»ytego pola magnetycznego. Dla pr¡dów
w cewkach Iinn = 7.0 A i Iout = 4.0 A po przekroczeniu napi¦cia progowego, przy którym
siªa ci¡gu wykazywaªa skokow¡ popraw¦ (Rysunek 3.25), na diagramie nast¦puje znaczne
zmniejszenie amplitudy. Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku pr¡dów w cewkach
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Rysunek 4.6: Diagramy g¦sto±ciowe oraz diagramy bifurkacyjne dla danych uzyskanych przy po-
mocy sondy FC. Przypadek a) dotyczy I etapu, a b) i c) III etapu bada« silnika KLIMT. Napi¦cie
wyªadowania stanowiªo parametr kontrolny. Niebieskie kropki oznaczaj¡ maksima lokalne, a czerwone
minima lokalne. Rozdzielczo±¢ pr¡du dla diagramów g¦sto±ciowych ustawiona zostaªa na 0.032 mA.

Iinn = 6.4 A i Iout = 3.7 A (Rysunek 3.26).
Zazwyczaj wykresy bifurkacyjne wskazuj¡ warto±ci parametru kontrolnego (w tym

przypadku napi¦cia wyªadowania Ud), dla którego nast¦puj¡ gwaªtowne zmiany wy±wie-
tlanej funkcji. Tutaj takie znaczne przej±cia w charakterze pr¡du czy to jonowego czy
wyªadowania pojawiaj¡ si¦ w zale»no±ci od siªy pola magnetycznego przy napi¦ciu Ud
wynosz¡cym okoªo 590 V (a), 560 V (b) i 650 V (c). Rozgaª¦zienia mi¦dzy minimami
i maksimami wyst¦puj¡ w ±rodkowych zakresach napi¦¢. Reprezentuj¡ one przeª¡czania
mi¦dzy ró»nymi trybami pracy silnika. Zªo»one zachowania obserwuje si¦ w przypadkach
a) od Ud równego 450 V do 510 V oraz 580 V , dla których ekstrema amplitud pr¡du
gromadz¡ si¦ w kilku oddzielnych grupach o ró»nych g¦sto±ciach. To samo ma miejsce
w przypadku b) dla napi¦¢ Ud od okoªo 360 V do 490 V i 550 V , a w przypadku c) dla
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Rysunek 4.7: Diagramy g¦sto±ciowe oraz diagramy bifurkacyjne dla danych uzyskanych przy po-
mocy sondy FP. Przypadek a) dotyczy I etapu, a b) i c) III etapu bada« silnika KLIMT. Napi¦cie
wyªadowania stanowiªo parametr kontrolny. Niebieskie kropki oznaczaj¡ maksima lokalne, a czerwone
minima lokalne. Rozdzielczo±¢ pr¡du dla diagramów g¦sto±ciowych ustawiona zostaªa na 0.032 mA.

napi¦¢ Ud z przedziaªów od okoªo 380 V do 470 V i od 620 V do 650 V .

Na przedstawionych diagramach mo»na zauwa»y¢, »e zmiany pola magnetycznego po-
woduj¡ odmienn¡ dynamik¦ zebranych przebiegów pr¡dowych. Ponadto prosta zale»no±¢
mi¦dzy napi¦ciem wyªadowania a udziaªem trybu oddechowego nie obowi¡zuje � podczas
gdy dla Ud = 300 V udziaª trybu BM wydaje si¦ by¢ podobny we wszystkich trzech
studiowanych przypadkach pr¡dów w cewkach, nie jest to prawd¡ dla wy»szych napi¦¢.
Ilustruj¡ to dobrze diagramy bifurkacyjne, gdzie np. dla Ud = 580 V dla pr¡dów cewek
Iinn = 6.4 A i Iout = 3.7 A pr¡d pozostaje nisko-amplitudowy, a udziaª trybu oddecho-
wego jest marginalny, podczas gdy dla pr¡dów cewek Iinn = 7.0 A i Iout = 4.0 A dominuje
wysoko-amplitudowy tryb BM i pojawiaj¡ si¦ losowe przej±cia mi¦dzy gªadkim i silnie
oscyluj¡cym charakterem pr¡du. W przypadku najsªabszego pola magnetycznego silnik



4.2. Analiza zebranych szeregów czasowych 121

Rysunek 4.8: Diagramy g¦sto±ciowe oraz diagramy bifurkacyjne dla danych dotycz¡cych pr¡du
wyªadowania. Przypadek a) dotyczy I etapu, a b) i c) III etapu bada« silnika KLIMT. Napi¦cie
wyªadowania stanowiªo parametr kontrolny. Niebieskie kropki oznaczaj¡ maksima lokalne, a czerwone
minima lokalne. Rozdzielczo±¢ pr¡du dla diagramów g¦sto±ciowych ustawiona zostaªa na 19 mA.

przeª¡czaª si¦ pomi¦dzy gªadkimi (lokalnymi) i silnie oscylacyjnymi (globalnymi) modami
ju» od okoªo Ud = 320 V , a dla stosunku pr¡dów w cewkach Iinn/Iout równego 7.0 A do
4.0 A silnik pracowaª stabilnie, prezentuj¡c niezakªócony tryb oddechowy a» do Ud = 450

V .

Porównuj¡c wyniki analizy wydajno±ci silnika przedstawionej w rozdziale 3.4 z wyni-
kami uzyskanymi dzi¦ki diagramom bifurkacyjnym mo»na zauwa»y¢, »e najwy»szy caªko-
wity pr¡d jonowy pojawia si¦ w momencie przej±cia mi¦dzy gª¦bokimi oscylacjami odde-
chowymi (tryb globalny) a oscylacjami trybu lokalnego, które pojawiaªy si¦ w zale»no±ci
od przypadku dla napi¦¢ Ud równych 560 V , 590 V i 650 V , gdzie warto±¢ progowa zale-
»aªa od nat¦»enia pr¡du w cewkach (im wi¦kszy pr¡d, tym byªa wy»sza warto±¢ progowa
napi¦cia Ud).
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Rysunek 4.9: Wyniki symulacji wykonanej przy pomocy programu ANSYS, które zostaªy prze-
prowadzone przez Macieja Jakubczaka z IFPiLM dla trzech ustawie« pr¡dów cewek. Biaªe obszary
wskazuj¡ poªo»enie ±cianek kanaªu, a poªo»enie anody zaznaczono na czerwono. W pobli»u wewn¦trz-
nego bieguna magnetycznego wielko±¢ pola magnetycznego przekracza 500 Gs [220].

Przedstawione w tym rozdziale diagramy bifurkacyjne ujawniªy drastyczne przej±cia
mi¦dzy re»imami oscylacji o du»ej i maªej amplitudzie podczas zmian napi¦cia wyªadowa-
nia. Nie zaobserwowano na nich jednak kolejnych podwoje« okresu. Prawdopodobnie ma
si¦ tutaj do czynienia z bifurkacj¡ Hopfa, która prowadzi do cyklu granicznego. Nie mo»na
tego jednak stwierdzi¢ jednoznacznie, zatem zaprezentowane diagramy nie daj¡ potwier-
dzenia chaotyczno±ci badanego procesu, a jedynie wyobra»enie o zmianach re»imów jakie
zachodziªy podczas podwy»szania napi¦cia.

4.2.3 Interpretacja widma mocy

Analizuj¡c widma cz¦stotliwo±ciowe badanych szeregów czasowych, mo»na znale¹¢ pewne
prawidªowo±ci procesu, który reprezentuj¡, takie jak okresowo±¢, quasi-okresowo±¢ czy
pasma charakterystyczne, oraz stwierdzi¢, czy ma on rozkªad jednostajny czy pot¦gowy.
Badanie widma mocy mo»e równie» posªu»y¢ do wykrycia zachowania chaotycznego.

Korzystaj¡c z funkcji pmtm pakietu Matlab bazuj¡cej na metodzie opracowanej przez
Davida Thomsona sªu»¡cej do szacowania g¦sto±ci widmowej [228], zbadane zostaªy widma
mocy (PSD, ang. Power Spectral Density) wszystkich pomiarów dokonanych w ramach
rozprawy doktorskiej. Widma obliczane byªy z sygnaªów o czasie akwizycji równym 20

ms próbkowanych z cz¦stotliwo±ci¡ 50 MHz (cz¦stotliwo±¢ Nyquista równa 25 MHz),
znormalizowanych do zerowej ±redniej i jednostkowej wariancji.

Na Rysunkach 4.10 i 4.11 zostaªy przedstawione widma mocy odpowiednio dla pr¡du
jonowego zebranego przez sond¦ FP i mierzonego jednocze±nie pr¡du wyªadowania Id.
Zgodnie z oczekiwaniami mo»na zaobserwowa¢ silne podobie«stwo mi¦dzy pr¡dem wyªa-
dowania a pr¡dem jonowym zebranym przez sond¦. Dla wszystkich napi¦¢, ale z ró»n¡
intensywno±ci¡ wykazywaª on oscylacje trybu oddechowego, które charakteryzuj¡ si¦ cz¦-
stotliwo±ciami z zakresu 10 - 40 kHz (rozdziaª 1.1.5). Podczas pracy silnika w trybie
globalnym (Ud = 300 V , 450 V i 550 V ) liczba harmonicznych w widmie Fouriera wzra-
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Rysunek 4.10: Widma mocy pr¡du jonowego zebranego przez sond¦ FP. Na wykresach zaznaczone
zostaªy cz¦stotliwo±ci odpowiadaj¡ce pikom trybu oddechowego (przerywane linie), gdzie f1 = fBM ,
a f2 jest pierwsz¡ harmoniczn¡. Zaprezentowane zostaªo równie» nachylenie α z dopasowania do
wzoru 1/fα dla przedziaªu od 1 do 2.5 MHz.

staªa wraz z napi¦ciem, co pozostaje zgodne z obserwacjami poczynionymi przez Gascon
i in. [85], gdzie podczas wzrostu napi¦cia badany przez nich sygnaª pr¡du wyªadowania
zmieniaª si¦ z sinusoidalnego na bardziej piªoksztaªtny. Natomiast dla najwy»szych war-
to±ci napi¦¢ (Ud = 600 V i 650 V ) sygnaªy wykazywaªy nisko-amplitudowe oscylacje trybu
oddechowego pozbawione harmonicznych.

Interesuj¡ce jest to, »e na omawianych rysunkach wida¢, »e skªadowa zwi¡zana z oscy-
lacjami czasu przej±cia jonów (ang. transit time oscillations) le»¡ca okoªo 250 kHz (roz-
dziaª 1.1.5) jest wyra¹nie silniejsza w przebiegach pr¡du jonowego ni» w przebiegach pr¡du
wyªadowania. Dla wy»szych napi¦¢ wyªadowania (od Ud = 580 V ) pik trybu oddecho-
wego staje si¦ coraz szerszy, a od Ud = 650 V intensywno±¢ drugiego piku przy okoªo 200

- 300 kHz ro±nie do warto±ci porównywalnej z pikem BM. Co ciekawe w przypadku pr¡du
jonowego, intensywno±¢ tego piku wzrasta zarówno dla najwy»szych, jak i najni»szych
warto±ci napi¦cia wyªadowania, natomiast zanika w zakresie 450 � 550 V . We wszystkich
analizowanych przypadkach przy Ud = 650 V wielko±¢ piku BM znacznie zmalaªa w po-
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Rysunek 4.11: Widma mocy pr¡du pr¡du wyªadowania Id. Na wykresach zaznaczone zostaªy
cz¦stotliwo±ci odpowiadaj¡ce pikom trybu oddechowego (przerywane linie), gdzie f1 = fBM , a f2 jest
pierwsz¡ harmoniczn¡. Zaprezentowane zostaªo równie» nachylenie α z dopasowania do wzoru 1/fα

dla przedziaªu od 1 do 2.5 MHz.

równaniu z ni»szymi napi¦ciami, a dla pr¡du jonowego dominuj¡cy staª si¦ pik przy do
okoªo 250 kHz.

Dzi¦ki zaprezentowanym przykªadom mo»na równie» porówna¢ zachowanie si¦ silnika
przed i po dramatycznym przej±ciu mi¦dzy Ud = 550 V i Ud = 600 V . Po skokowym
zwro±cie siªy ci¡gu (Rysunek 3.21) w widmie zanikaj¡ harmoniczne i pozostaj¡ dwa piki:
ten odpowiadaj¡cy BM i ten odpowiadaj¡cy czasowi przej±cia jonów.

Dodatkowo wszystkie widma dotycz¡ce silnika KLIMT zostaªy sumarycznie zestawione
na dwu-wymiarowych wykresach umieszczonych na Rysunkach 4.12 i 4.13 . Gªówny pik
przy cz¦stotliwo±ci fBM≈30 kHz i jego harmoniczne odpowiadaj¡ trybowi oddechowemu
(rozdziaª 1.1.5). Jak pokazano powy»ej oprócz trybu BM wykryta zostaªa równie» inna
charakterystyczna oscylacja zwi¡zana z czasem przej±cia jonów (cz¦stotliwo±¢ okoªo 250

kHz). Na tych diagramach wyra¹nie wida¢, »e liczba i nat¦»enie harmonicznych BM
wzrasta wraz z napi¦ciem a» do osi¡gni¦cia napi¦cia progowego Ud zale»nego od siªy pola
magnetycznego, przy którym nast¦powaª skokowy wzrost siªy ci¡gu (rozdziaª 3.4). Na-
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Rysunek 4.12: Widmo mocy: a) pr¡du jonowego zebranego przez sond¦ FP oraz b) pr¡du wyªa-
dowania w funkcji parametru kontrolnego stanowi¡cego napi¦cie wyªadowania.

Rysunek 4.13: Po lewej stronie widmo mocy w funkcji napi¦cia wyªadowania dla: a) pr¡du jonowego
zebranego przez sond¦ FP oraz b) pr¡du wyªadowania. Po prawej cz¦stotliwo±¢ podstawowa BM
w funkcji napi¦cia wyªadowania.



126 Rozdziaª 4. Poszukiwanie zachowa« chaotycznych

st¦pnie po ostrym przej±ciu widmo staje si¦ ubogie w harmoniczne trybu oddechowego.
Zanikanie harmonicznych miaªo równie» miejsce dla pr¡dów w cewkach Iinn = 7.8 A i Iout
= 4.5 A, gdzie po przekroczeniu Ud = 650 V z powodu zbyt wysokiej temperatury ob-
wodu magnetycznego przerwano pomiary tu» przed przej±ciem silnika w tryb gªadkich
oscylacji. Niemniej jednak wykonany zostaª test, w którym przez krótki czas zaobserwo-
wano, »e dalsze podwy»szanie napi¦cia powodowaªo przej±cie trybu pracy silnika do modu
lokalnego.

W widmach na Rysunku 4.13 pomi¦dzy Ud równym 300 V a 580 V liczba i nat¦»enie
harmonicznych wzrastaªo wraz z napi¦ciem wyªadowania. Przy Ud = 580 V wyra¹nie
widoczne s¡ dodatkowe piki wokóª gªównego szczytu BM i ich harmoniczne (Rysunki
4.10, 4.11), co mo»e sugerowa¢ np. proces quasi-okresowy. Po prawej stronie tego rysunku
zostaªy przedstawione podstawowe cz¦stotliwo±ci BM wskazuj¡ce na pewn¡ ewolucj¦ tej
oscylacji wraz z napi¦ciem wyªadowania Ud.

Na dwuwymiarowych wykresach wida¢, »e dla najsilniejszego pola magnetycznego przy
Ud = 300 V pik trybu oddechowego jest bardzo rozmyty i jest najszerszy spo±ród zare-
jestrowanych napi¦¢. Ogólnie mo»na powiedzie¢, »e w tym widmie mocy pik BM dla
ni»szych napi¦¢ jest znacznie szerszy.

Przedstawione widma mocy s¡ bogate w informacje w szerokim zakresie cz¦stotliwo±ci
oraz posiadaj¡ pojedyncze piki charakterystyczne dla cz¦stotliwo±ci podstawowej typu
oddechowego, a w niektórych przypadkach równie» czasu przej±cia jonów. Takie zªo»one
zachowanie mo»e wskazywa¢ na dynamik¦ chaotyczn¡. Poza tym wnioski wyci¡gni¦te
z powy»szej analizy mog¡ nieco powiedzie¢ o �zyce procesu jonizacji, poniewa» dzi¦ki
widmom mocy mo»na byªo porówna¢ wkªad poszczególnych cz¦stotliwo±ci wyst¦puj¡cych
w pr¡dzie jonowym i w pr¡dzie wyªadowania.

4.2.4 Badania dotycz¡ce zjawiska intermitencji

W niniejszym podrozdziale przeanalizowane zostaªy trzy aspekty. Pierwszy z nich dotyczy
pojawiania si¦ intermitencji w sygnaªach pr¡dowych, drugi wyst¦powania w danych szumu
typu 1/f , a trzeci rozkªadów czasu trwania oscylacji typu BM w przykªadowych sygnaªach
pr¡dowych.

O intermitentnym charakterze przebiegów pr¡dowych ±wiadczy fakt, »e oscylacje typu
BM byªy przerywane z ró»n¡ powtarzalno±ci¡ przez okres o niewielkiej zmienno±ci, czego
przykªad zaprezentowano na Rysunku 4.14. Wyst¦powanie intermitencji zobrazowano
równie» na Rysunach 4.15 i 4.16 poprzez wykre±lenie ±redniej sko±no±ci i kurtozy pr¡du
jonowego w funkcji napi¦cia wyªadowania w caªym sygnale (0 � 20 ms), oraz w dwóch
zidenty�kowanych trybach: globalnym i lokalnym.

Na Rysunku 4.15 a) i b) mo»na zauwa»y¢, »e kurtoza rozkªadu pr¡du jonowego naj-
pierw ro±nie, po czym zaczyna opada¢, a w regionie wysokich napi¦¢ maleje do zera.
Podobny trend wykazuje sko±no±¢. W sygnale FP dla Iinn/Iout = 7.0A/4.0A nieinter-
mitentny obszar (Ud ≤ 330 V i Ud ≥ 590 V ) charakteryzuje si¦ kurtoz¡ i sko±no±ci¡
w pobli»u zera, a wi¦c ma warto±ci bliskie do rozkªadu Gaussa. Dla pozostaªych warto-
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Rysunek 4.14: Przykªad wzrostu nat¦»enia zachowa« intermitentnych wraz ze wzrostem napi¦cia
wyªadowania Ud od 620 V do 650 V .

±ci napi¦¢, tam gdzie dominuj¡ oscylacje BM, a mod lokalny wyst¦puje rzadko, sko±no±¢
i kurtoza wykazuj¡ znacznie wi¦ksze warto±ci. Regiony, w których wyst¦puj¡ przeª¡cze-
nia, ale sygnaª jest zdominowany przez oscylacje BM, mo»na bez trudu zidenty�kowa¢,
np. w przypadku a) dla 340 V ≤ Ud ≤ 440 V . Podobnie regiony z silniejsz¡ intermitencj¡
(odmienne warto±ci skosno±ci i kurtozy dla poszczególnych trybów) s¡ wyra¹nie widoczne
np. w przypadku a) dla 450 V ≤ Ud ≤ 500 V lub w przypadku c) dla 380 V ≤ Ud ≤ 430

V .
Kon�guracja najsilniejszego pola magnetycznego (patrz Rysunek 4.15 c)) powoduje na-
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Rysunek 4.15: Kurtoza oraz sko±no±¢ rozkªadu warto±ci pr¡du jonowego mierzonego sond¡ FP
w funkcji napi¦cia wyªadowania Ud.

silenie oscylacji trybu BM, który dominuje w caªym zakresie napi¦¢ z wyj¡tkiem zakresu
380 V ≤ Ud ≤ 430 V , gdzie konkuruje z re»imem nisko-amplitudowym. Po przekrocze-
niu Ud = 560 V nast¦puje znacz¡ca zmiana charakteru oscylacji BM charakteryzuj¡ca
si¦ gwaªtownym wzrostem sko±no±ci i kurtozy, co byªo raczej obserwowane dla znacznie
ni»szych napi¦¢ w pozostaªych kon�guracjach.

Oscylacje BM pr¡du jonowego charakteryzuje niemal zawsze dodatnia kurtoza i dodat-
nia sko±no±¢. Dla trybu lokalnego warto±ci sko±no±ci i kurtozy wykazuj¡ silne wahania co
wynika z jego krótkotrwaªo±ci i ograniczonego statystycznie zestawu danych. Innym god-
nym uwagi aspektem jest to, »e kurtoza i sko±no±¢ obszaru BM zmienia si¦ wraz ze zmian¡
napi¦cia wyªadowania, co wskazuje nie tylko na ewolucj¦ zachowania intermitentnego, ale
tak»e na jako±ciow¡ zmian¦ dynamiki oscylacji BM.

Na Rysunku 4.16 przedstawiono zmienno±¢ sko±no±ci i kurtozy dla pr¡du wyªadowa-
nia w funkcji Ud. Jak wida¢ dla sªabszych pól magnetycznych kurtoza i sko±no±¢ po
pewnych wahaniach ulegaj¡ niewielkim zmianom przy wy»szych napi¦ciach, czego nie
mo»na stwierdzi¢ dla najsilniejszego pola magnetycznego. W przypadku napi¦¢, dla któ-
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Rysunek 4.16: Kurtoza oraz sko±no±¢ rozkªadu warto±ci pr¡du wyªadowania Id w funkcji napi¦cia
wyªadowania Ud.

rych szeregi czasowe s¡ zdominowane przez oscylacje BM, pr¡d wyªadowania ma tendencj¦
przechodzenia od rozkªadu platykurtycznego do leptokurtycznego przy wzro±cie napi¦cia
wyªadowania Ud.

W sygnale Id mo»na zaobserwowa¢ do±¢ podobn¡ zmienno±¢ sko±no±ci i kurtozy w sto-
sunku do Ud jak w sygnaªach jonowych. Jednak warto±ci kurtozy s¡ globalnie przesuni¦te
w kierunku warto±ci ujemnych, co wskazuje na rozkªad pr¡du wyªadowania mniej skon-
centrowany ni» w przypadku pr¡du jonowego. Ze wzgl¦du na to, »e sygnaª IFP odpowiada
tylko pr¡dowi jonowemu, a Id obejmuje równie» udziaª elektronów, oba sygnaªy mog¡ wy-
kazywa¢ ró»ne warto±ci sko±no±ci oraz kurtozy. Na odmienno±¢ warto±ci mo»e mie¢ te»
wpªyw ró»ny czas przelotu jonów o odmiennych stopniach jonizacji od silnika do oddalonej
o okoªo 0.5 m sondy, co nie ma miejsca w przypadku pr¡du wyªadowania.

Widma mocy pokazane na Rysunkach 4.10 i 4.11 charakteryzuj¡ si¦ liniowym zani-
kiem mocy sygnaªu od 1 MHz do 2.5 MHz, po którym nast¦puje ustabilizowanie si¦
poziomu widma. Powy»sza obserwacja jest interesuj¡ca, poniewa» taki rodzaj szumu
(zwany szumem typu 1/f) jest cz¦sto zwi¡zany z intermitentnym chaosem [48, 76] lub
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Rysunek 4.17: Porównanie wspóªczynnika nachylenia α widm mocy w zakresie 1 - 2.5 MHz ze
wspóªczynnikami nachylenia odpowiadaj¡cymi szumowi Browna i szumowi fazowemu dla: a) pr¡du
jonowego zebranego sond¡ FP, a b) pr¡du wyªadowania.

ze zjawiskiem samoorganizuj¡cej si¦ krytyczno±ci [12]. Samoorganizuj¡ca si¦ krytyczno±¢
stanowi wªa±ciwo±¢ ukªadów dynamicznych, które posiadaj¡ punkt krytyczny jako atrak-
tor [12]. Zjawiska samoorganizuj¡cej si¦ krytyczno±ci uwa»ane s¡ za znajduj¡ce si¦ na
granicy chaosu, zwanego te» �chaosem sªabym� [10, 176]. Dlatego te» wspóªczynnik na-
chylenia α ze wzoru 1/fα zostaª wyznaczony poprzez dopasowanie liniowe w zakresie 1 -
2.5 MHz dla ka»dej warto±ci napi¦cia wyªadowania. Warto±ci α zostaªy przedstawione
na Rysunku 4.17.

Nachylenia α dla pr¡du jonowego maj¡ wi¦ksze warto±ci w zakresie napi¦¢ zwi¡zanych
z oscylacjami BM, natomiast malej¡ przy wy»szych napi¦ciach, po przej±ciu oscylacji
pr¡dowych w re»im nisko-amplitudowy. Wyznaczone nachylenia le»¡ powy»ej warto±ci
2 dla prawie wszystkich badanych przypadków. Co ciekawe, s¡ one du»o wi¦ksze ni»
te wyznaczone dla danych opisanych w literaturze, które pochodz¡ z ró»nych dziedzin
[12, 47, 48, 76, 245, 248]. Jedynie Taniguchi w artykule [225] badaj¡c niestabilno±¢ aku-
styczn¡ jonów w urz¡dzeniu plazmowym, która wykazywaªa intermitencje typu I, uzyskaª
w jednym przypadku α = 2.38, jednak warto±¢ ta wci¡» jest znacznie mniejsza ni» wyniki
uzyskane w tej rozprawie.

Porównuj¡c wykresy z Rysunku 4.17 mo»na zauwa»y¢, »e ewolucja nachyle« α wraz ze
wzrostem napi¦cia wyªadowania wygl¡da inaczej dla pr¡du jonowego i pr¡du wyªadowania,
gdzie zale»no±¢ od Ud jest znacznie sªabsza. W przypadku pr¡du jonowego dla wysokich
napi¦¢ (od Ud = 590 V ) α znajduje si¦ najbli»ej nachylenia odpowiadaj¡cego szumowi
Browna (szumowi czerwonemu) [160], a dla niskich (do Ud = 350 V ) raczej nachylenia
odpowiadaj¡cego szumowi fazowemu [208]. Dlatego te», chocia» obecno±¢ szumu typu
1/f zostaªa wykryta, trudno na razie wnioskowa¢ o jego pochodzeniu (czy powoduje j¡
intermitentny chaos, samoorganizuj¡ca si¦ krytyczno±¢ lub inne zjawisko) wyª¡cznie na
podstawie tych wyników.

Zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym, rozkªad ±redniej dla prób niezale»-
nych zmiennych losowych b¦dzie d¡»y¢ do rozkªadu Gaussa przy liczbie prób rosn¡cej do
niesko«czono±ci, co obserwuje si¦ w przypadku wielu procesów �zycznych. Niemniej jed-
nak dla zjawisk wykazuj¡cych samoorganizuj¡c¡ si¦ krytyczno±¢, rozkªady badanej zmien-
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Rysunek 4.18: Reprezentatywny wycinek sygnaªu pr¡du wyªadowania Id o caªkowitym czasie akwi-
zycji 10 s, który zostaª zarejestrowany w celu badania intermitencji.

Rysunek 4.19: Rozkªady czasu trwania oscylacji typu BM dla: a) pr¡du jonowego zebranego
sond¡ FP, b) zmierzonego równocze±nie pr¡du wyªadowania Id. Z prawej strony odpowiedniki w skali
logarytmicznej. Szarymi liniami zaznaczono zakres danych, do których dopasowano prost¡.
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nej w zakresie warto±ci znacznie odbiegaj¡cych od ±redniej rozkªadu, mo»na przybli»y¢
prawem pot¦gowym 1/xs okre±lanym jako �gruby ogon�, gdzie s ≥ 1. Takie obserwa-
cje zostaªy poczynione w ró»nych dziedzinach, takich jak wahania gieªdowe w ekonomii
[82, 188], trz¦sienia ziemi w geo�zyce [11], rozbªyski sªoneczne lub wielko±¢ miast, i wy-
ja±nione za pomoc¡ empirycznego prawa Zipfa [81]. Prawo Zipfa gªosi, »e wiele rodzajów
danych odnosz¡cych si¦ do ludzkich zachowa« cechuje charakterystyczny rozkªad war-
to±ci. W rozkªadzie tym cz¦sto±¢ wyst¦powania poszczególnych warto±ci jest odwrotnie
proporcjonalna do ich rangi statystycznej.

Aby sprawdzi¢ ten aspekt zarejestrowany zostaª dªu»szy (10 s) sygnaª, na którym prze-
prowadzona zostaªa analiza statystyczna wyst¦powania BM i okresu nisko-amplitudowego
(czyli trybu lokalnego). Wycinek tego sygnaªu o dªugo±ci 0.1 s zostaª przedstawiony na Ry-
sunku 4.18. Dwa re»imy dziaªania silnika mo»na skutecznie zidenty�kowa¢ na podstawie
u±rednionego w zadanym przedziale czasu odchylenia standardowego sygnaªu (Rysunek
4.3). Rozkªad czasu trwania BM w jednostkach odchylenia standardowego przedstawiono
na Rysunku 4.19. Mo»na zauwa»y¢, »e podczas gdy krzywa jest zgodna z rozkªadem
Gaussa dla krótszych czasów trwania, to dla wysokich warto±ci, pojawia si¦ gruby ogon,
co jest charakterystyczne dla samoorganizuj¡cej si¦ krytyczno±ci.

Funkcja pot¦gowa 1/xs, gdzie s ≈ 3 pozwala na dobre dopasowanie warto±ci ekspe-
rymentalnych dla warto±ci powy»ej 1.5 σ zarówno dla pr¡du wyªadowania jak i pr¡du
jonowego. Wspóªczynnik s = 3 pojawia si¦ równie» np. w badaniach waha« gieªdowych
[82]. Obserwacja prawa pot¦gowego opisuj¡cego ogon rozkªadu czasu trwania BM mo-
gªaby zatem wskazywa¢ na zjawisko samoorganizuj¡cej si¦ krytyczno±ci.

4.3 Analiza wykresów przestrzeni fazowej

Poszukiwanie niskowymiarowej deterministycznej dynamiki ukªadu �zycznego, mo»na re-
alizowa¢ poprzez prób¦ zrekonstruowania jego atraktora. Do takiej rekonstrukcji zostaªa
zastosowana metoda zanurzeniowa, oparta na opó¹nieniach czasowych opisana w rozdziale
2.2.3. Zrekonstruowany atraktor skªada si¦ zatem z szeregu czasowego oraz jego opó¹nio-
nych wersji: I(t), I(t+ τ), . . . , I(t+ (d− 1)τ), gdzie d jest wymiarem zanurzenia. Iloczyn
(d− 1)τ nazywa si¦ oknem zanurzenia.

Gdy speªniony jest warunek Takensa d ≥ 2DA + 1, gdzie DA jest wymiarem fraktal-
nym (nierówno±¢ 2.6), zanurzenie b¦dzie zachowywa¢ wªa±ciwo±ci geometryczne atraktora
i informacj¦ dynamiczn¡ o badanym ukªadzie. Ale ju» trójwymiarowe (d = 3) wykresy
fazowe zªo»one z oryginalnych i opó¹nionych szeregów czasowych s¡ w stanie dostarczy¢
pewnych informacji o strukturze atraktora, je±li jego wymiar nie jest zbyt du»y. Jednak
w przypadku surowych sygnaªów pomiarowych poziom szumu jest wysoki i znieksztaªca
zrekonstruowane struktury. W zwi¡zku z tym wszelkie dalsze analizy, takie jak odtwo-
rzenie atraktora przeprowadzone w podrozdziale 4.3.3, szacowanie wymiaru fraktalnego
przedstawione w 4.3.4 i szacowanie warto±ci wykªadników Lapunowa zrealizowane w 4.3.6,
nie mogªy zosta¢ przeprowadzone bez redukcji szumu wyst¦puj¡cego w zarejestrowanych
szeregach czasowych.
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Rysunek 4.20: Efekt redukcji szumu dla przebiegów pr¡du wyªadowania uzyskany dzi¦ki algorytmowi
Sauera.

4.3.1 Redukcja szumów

Ze wzgl¦du na to, »e zastosowanie zwykªej metody obni»enia poziomu szumu w danych,
jak¡ jest np. metoda ±redniej ruchomej, powoduje utrat¦ znacznej cz¦±ci dynamiki ory-
ginalnego procesu, bardzo przydatne okazaªy si¦ specjalne techniki oparte na rzutowaniu
na rozmaito±¢ lokaln¡ zawieraj¡c¡ zrekonstruowany atraktor. Rozmaito±¢ lokalna jest
podprzestrzeni¡ przestrzeni fazowej charakterystyczn¡ dla ukªadu dynamicznego. Innymi
sªowy jest to przestrze« topologiczna, która lokalnie w pobli»u ka»dego punktu przypo-
mina przestrze« euklidesow¡ [143].

Algorytm numeryczny przedstawiony przez Sauera w [198] byª cz¦sto stosowany w przy-
padku analizy danych pochodz¡cych z procesów nieliniowych [87, 139, 143]. Algorytm ten
zostaª wykorzystany w tej rozprawie doktorskiej do napisania kodu numerycznego maj¡-
cego na celu zmniejszenie ilo±ci szumu z dyskretnie próbkowanego sygnaªu wej±ciowego
jaki stanowiªy zebrane przebiegi pr¡dowe. Algorytm Sauera zostaª zaprojektowany tak,
aby byª u»yteczny nawet, gdy stosunek sygnaªu do szumu jest mniejszy od 1. Metoda
ta zostaªa dokªadniej opisana w Dodatku B, natomiast na Rysunku 4.20 zilustrowano
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przykªadowy efekt jaki wniosªo oczyszczanie danych metod¡ Sauera w przypadku pr¡du
wyªadowania.

4.3.2 Ksztaªt funkcji autokorelacji

Funkcja autokorelacji C(τ) (wzór 2.10), informuje o tym, jak szybko pami¦¢ poprzed-
niego stanu jest w ukªadzie tracona, a jej ksztaªt mo»e pomóc w odró»nieniu procesu
chaotycznego od innych zachowa« [143].

Ze wzgl¦du na bardzo podobny wygl¡d funkcji autokorelacji dla pr¡du wyªadowania
oraz pr¡du jonowego na Rysunku 4.21 zaprezentowano tylko przykªadowe funkcje auto-
korelacji przebiegów pr¡du wyªadowania. Dla niewielkich warto±ci opó¹nie« czasowych
(τ < 20 µs) korelacje s¡ bardzo silne we wszystkich przedstawionych przypadkach, na-
tomiast dla dªu»szych opó¹nie« funkcja autokorelacji silnie oscyluje w przypadku modu
globalnego (Ud = 300 V i 550 V ), gdzie amplituda waha« funkcji C(τ) ma tendencj¦
do bardzo powolnego zmiejszania si¦ wraz ze wzrostem napi¦cia wyªadowania. Dla wy»-
szych napi¦¢ (Ud = 600 V i 650 V ), gdzie silnik pracuje w trybie lokalnym, amplituda
maleje du»o szybciej, ale po przekroczeniu warto±ci okoªo 200 µs nieznacznie wzrasta.
We wszystkich przypadkach widoczne s¡ oscylacje o charakterystycznym okresie równym
okoªo 30 µs (cz¦stotliwo±¢ okoªo 30 kHz) ±wiadcz¡ce o obecno±ci trybu BM.

Na Rysunku 4.22 przedstawiono wykresy funkcji autokorelacji pr¡du jonowego dla Ud
= 450 V w przypadku a) trybu globalnego i b) lokalnego. Ksztaªt funkcji C(τ) dla trybu
lokalnego wykazuje podobie«stwo do ksztaªtów funkcji autokorelacji Id z Rysunku 4.21
otrzymanych dla wysokich napi¦¢ (od Ud ≥ 600 V ), co potwierdza, »e reprezentuj¡ one
ten sam (lokalny) tryb pracy silnika.

Porównuj¡c ksztaªty funkcji autokorelacji pr¡du wyªadowania i pr¡du jonowego z Ry-
sunków 4.21 i 4.22 z ksztaªtami dla ukªadów referencyjnych znajduj¡cych si¦ na Rysunku
2.7 mo»na zauwa»y¢, »e dla napi¦cia Ud = 300 V i 550 V oraz 450 V w modzie global-
nym przypominaj¡ one C(τ) funkcji sinus, a dla wy»szego napi¦cia wyªadowania lub dla
modu lokalnego ksztaªt funkcji autokorelacji wzbudzanego modelu Lotki-Volterry. Dla
wy»szych warto±ci napi¦¢ (Ud = 600 V i 650 V ) nast¦puje te» wyra¹na jako±ciowa zmiana
� amplituda maleje du»o szybciej. Mo»na zauwa»y¢ równie», »e w »adnym przypadku nie
pojawia si¦ typowe zachowanie podobne do przebiegu funkcji autokorelacji biaªego szumu
ani atraktora Lorenza.

Ksztaªty funkcji autokorelacji dla niskich i ±rednich napi¦¢ (300 V ≤ Ud ≤ 550 V )
wskazuj¡ raczej na zachowanie okresowe, chocia» amplitudy oscylacji maj¡ tendencj¦ nie-
wielkiego spadku. Oscylacyjny charakter C(τ) pozostaje zgodny z istnieniem wiod¡cej
cz¦stotliow±ci BM w tym re»imie napi¦¢. Osªabienie si¦ korelacji wraz ze wzrostem τ ma
natomiast zwi¡zek ze zªo»ono±ci¡ sygnaªów pr¡dowych.



4.3. Analiza wykresów przestrzeni fazowej 135

Rysunek 4.21: Przykªadowe funkcje autokorelacji pr¡du wyladowania Id.

Rysunek 4.22: Funkcje autokorelacji pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP dla Ud = 450 V w przy-
padku: a) modu globalnego i b) lokalnego.

4.3.3 Próba rekonstrukcji atraktora

W celu przedstawienia ró»nic w dynamice przebiegów pr¡dowych w zale»no±ci od rosn¡-
cego napi¦cia Ud, co byªo równie» badane przez Gascona i in. w [85], zrekonstruowane zo-
staªy trójwymiarowe portrety fazowe przedstawiaj¡ce mniej lub bardziej regularne struk-
tury atraktorów. W niniejszym rozdziale przedstawiono atraktory pr¡du wyªadowania
i pr¡du jonowego po procesie oczyszczania dla pomiarów z Tabeli 4.1.

Wybór warto±ci opó¹nienia czasowego Odpowiednio dobrana warto±¢ opó¹nienia
czasowego b¦dzie miaªa wpªyw na poprawno±¢ przeprowadzanej rekonstrukcji atraktora
[20]. Dobór τ b¦dzie miaª znaczenie równie» przy obliczaniu wªa±ciwego wymiaru atrak-
tora (patrz rozdziaª 4.3.4), przy konstruowaniu wykresów powrotu (patrz rozdziaª 4.4)
oraz tworzeniu symetryzowanych wzorów kropkowych (patrz rozdziaª 4.5).
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Rysunek 4.23: Przykªadowe wyniki wyznaczania opó¹nienia czasowego metod¡ funkcji autokorelacji
C(τ) oraz metod¡ informacji wzajemnej I(τ) dla: a) pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP oraz b)
pr¡du wyªadowania rejestrowanego w tym samym czasie.

Istnieje kilka metod okre±lania optymalnej warto±ci opó¹nienia czasowego. Na po-
trzeby tej rozprawy, zostaªy zaadoptowane dwie z nich: metoda oparta na analizie funkcji
autokorelacji C(τ) oraz metoda oparta na analizie informacji wzajemnej I(τ) (rozdziaª
2.2.3). Ze wzgl¦du na dªugi czas oblicze« dla ka»dej metody zostaªy dobrane odpowiednie
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FP 300 V 450 V 550 V 580 V 600 V 650 V

funkcja autokorelacji τ = 6.48 τ = 3.72 τ = 3.58 τ = 4.8 τ = 4.8 τ = 5.36

informacja wzajemna τ = 8.4 τ = 5.2 τ = 6 τ = 6.4 τ = 5.6 τ = 5.6

Id [FP] 300 V 450 V 550 V 580 V 600 V 650 V

funkcja autokorelacji τ = 6.78 τ = 4.84 τ = 4.06 τ = 4.7 τ = 4.78 τ = 5

informacja informacji τ = 8 τ = 7.2 τ = 6.4 τ = 5.6 τ = 4.8 τ = 4

Tabela 4.2: Wyniki wyznaczenia opó¹nienia czasowego (podane w µs) uzyskane dwoma metodami.
Wytªuszczone warto±ci przyj¦to do dalszej analizy.

Rysunek 4.24: Wyniki zbiorcze opó¹nie« czasowych, które zostaªy przyj¦te do rekonstrukcji atrak-
torów.

wycinki szeregów czasowych. Odcinki te obejmowaªy oscylacje trybu BM dla napi¦¢ Ud≤
550 V i trybu lokalnego dla napi¦¢ wy»szych. Do bada« funkcji autokorelacji u»yto 10

% dªugo±ci sygnaªu (czyli 2 ms) próbkowanego z cz¦stotliwo±ci¡ 50 MHz. W przypadku
metody informacji wzajemnej do analizy wzi¦to 15 % caªego sygnaªu (czyli 3 ms), ale
obni»ono cz¦stotliwo±¢ próbkowania do 2.5 MHz. Jak sprawdzono ró»nica cz¦stotliwo±ci
próbkowania nie wpªyn¦ªa na wyniki dziaªania tych dwóch metod. Algorytm wyszukiwa-
nia opó¹nienia czasowego metod¡ funkcji autokorelacji znajdowaª τ , dla którego speªniony
byª warunek: C(τ) = 1/2C(0). Natomiast algorytm oparty na metodzie informacji wza-
jemnej znajdowaª τ , dla którego: I(τ)/I(0) ≈ 0.1. Przykªadowe wyniki wyznaczania
opó¹nienia czasowego przedstawia Rysunek 4.23.

Tabela 4.2 prezentuje wyniki oszacowania τ w przypadku pr¡du jonowego zebranego
przez sond¦ FP oraz mierzonego jednocze±nie pr¡du wyªadowania (oznaczonego jako Id
[FP]). Wybór opó¹nienia zostaª dokonany a posteriori na podstawie wizualnej oceny zre-
konstruowanego atraktora. Aby uwidoczni¢ opó¹nienia czasowe, które zostaªy wybrane
do rekonstrukcji odpowiednie warto±ci zostaªy przedstawione pogrubion¡ czcionk¡.

Na Rysunku 4.24 umieszczono wszystkie przyj¦te warto±ci τ , które zostaªy u»yte do
dalszej analizy. Dla napi¦¢ Ud ≤ 550 V opó¹nienia wyznaczono dla modu globalnego
dominuj¡cego w tym przedziale napi¦¢, a dla Ud ≥ 580 V wyniki dotycz¡ modu lokalnego.
Czasy opó¹nienia przewa»nie nie ulegaªy du»ym wahaniom. Dane dotycz¡ce pr¡du wyªa-
dowania dla napi¦¢ z zakresu Ud ≤ 550 V wykazywaªy niemal zawsze dªu»szy czas utraty
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Rysunek 4.25: Rekonstrukcja przestrzeni fazowej dla trzech ró»nych warto±ci opó¹nie« czasowych
dla pr¡du wyªadowania Id w przypadku Ud = 300 V (pomiar nr 2).

informacji ni» dane jonowe sondy FP, czyli wybrane dla nich warto±ci τ byªy wi¦ksze,
natomiast dla wy»szych napi¦¢ sytuacja si¦ odwróciªa.

W przypadku wysokich napi¦¢ (Ud ≥ 580 V ) warto±ci opó¹nie« byªy najbardziej roz-
proszone i wahaªy si¦ od 3 µs do 7 µs, chocia» dla pr¡du wyªadowania poza kilkoma
wyj¡tkami wykazywaªy do±¢ stabilne zachowanie. Widoczny jest ogólny spadek warto±ci
τ wraz ze wzrostem napi¦cia wyªadowania a» do osi¡gni¦cia warto±ci progowej Ud wyno-
sz¡cej 550 V , przy której nast¦powaª znaczny wzrost siªy ci¡gu (Rysunek 3.21) i zmiana
trybu oscylacji (Rysunek 3.20 a)). Podejrzewa si¦, »e spadek warto±ci τ wraz ze wzro-
stem napi¦cia Ud mo»e by¢ zwi¡zany z rosn¡c¡ warto±ci¡ podstawowej cz¦stotliwo±ci BM
(Rysunek 4.13).

Rekonstrukcja przestrzeni fazowej Podczas przeprowadzonej analizy danych z I eta-
pu projektu KLIMT, zrekonstruowane zostaªy przestrzenie fazowe przy u»yciu wszystkich
τ uzyskanych dzi¦ki dwóm metodom, a nast¦pnie w sposób wizualny (tzn. ocena po-
legaªa na rekonstruowaniu przestrzeni fazowej dla dwóch ró»nych τ i ocenie czy dana
warto±¢ zezwala na poprawn¡ rekonstrukcj¦) zostaªy wybrane wªa±ciwe warto±ci opó¹nie«
czasowych.

Wszystkie zaprezentowane w tym rozdziale rekonstrukcje zostaªy przedstawione dla
odcinka czasu 2 ms, co stanowi 10 % dªugo±ci zarejestrowanego szeregu. Do prezenta-
cji wybrane zostaªy odcinki zawieraj¡ce dominuj¡cy tryb oscylacji podczas pracy silnika
w danych warunkach. Wcze±niej wykonane zostaªy testy, w których stwierdzono, »e wybór
danego odcinka nie wpªywaª na ksztaªt odtworzonego atraktora. Dla napi¦¢ dla których
wyst¦puje tryb BM struktury atraktorów przypominaj¡ te uzyskane przez Gascon i in.
w [85], ale s¡ mniej rozmyte, gdy» nie stosowaª on redukcji szumów.

Na Rysunku 4.25 pokazano jak warto±¢ opó¹nienia wpªywa na rekonstrukcj¦ atrak-
tora. W przypadkach b) i c) przedstawiono przykªady niewªa±ciwego doboru τ , gdzie
dobrane warto±ci byªy odpowiednio za maªe i za du»e. Niemniej jednak struktury, które
si¦ otrzymuje dla optymalnej warto±ci τ , widoczne na tym rysunku w przypadku a), s¡
odtwarzane nawet przy dwukrotnym zmniejszeniu lub zwi¦kszeniu wytypowanej warto±ci
opó¹nienia.
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Rysunek 4.26: Przykªad zrekonstruowanych przestrzeni fazowych pr¡du wyªadowania Id w przy-
padku Ud = 450 V (pomiar nr 17) dla odcinków czasu zawieraj¡cych: a) obydwa mody dziaªania
silnika, b) mod globalny, c) mod lokalny.

Rysunek 4.27: Przykªady zrekonstruowanych przestrzeni fazowych pr¡du jonowego zebranego sond¡
FP oraz rejestrowanego jednocze±nie pr¡du wyªadowania Id widziane pod dwoma ró»nymi k¡tami.

Na Rysunku 4.26 przedstawiono przypadek odtworzonego ksztaªtu atraktora pr¡du
wyªadowania, gdzie zostaª u»yty odcinek czasu zawieraj¡cy dwa mody pracy silnika, co
objawia si¦ innym wygl¡dem atraktora ni» gdyby wybrany odcinek zawieraª tylko mod glo-
balny dominuj¡cy przy tym napi¦ciu. Na tym przykªadzie wida¢, »e dla trybu lokalnego,
zgodnie z tym, »e posiada on mniejsz¡ amplitud¦ (Rysunki 4.6 � 4.8 a)), obszar przestrzeni
fazowej zajmowany przez atraktor jest mniejszy, natomiast w trybie globalnym trajektoria
zatacza ksztaªty zbli»one do p¦tli o wi¦kszym promieniu. Chocia» atraktor trybu lokal-
nego jest bardziej zwarty, w obu przypadkach czas trwania obiegu po trajektorii wokóª
±rodka atraktora odpowiada pojedynczej oscylacji BM.

Na Rysunku 4.27 zostaªy przedstawione przykªadowe ksztaªty uzyskanych atraktorów
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Rysunek 4.28: Zrekonstruowane przestrzenie fazowe a) pr¡du wyªadowania zebranego podczas
pomiarów sond¡ FP, b) pr¡du jonowego zebranego w tym samym czasie.
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Rysunek 4.29: Przykªadowe wyniki wyznaczania wymiaru korelacyjnego dla pr¡du jonowego sondy
FP. Granice obszaru skalowania, dla którego wyznaczono DG, zaznaczono pionowymi liniami przery-
wanymi.

widziane pod ró»nymi k¡tami, aby lepiej pokaza¢ jak¡ cz¦±¢ przestrzeni fazowej zajmuj¡.
Rekonstrukcje dotycz¡ce pr¡du jonowego bez wzgl¦du na warto±ci przyªo»onego napi¦cia
s¡ bardziej rozmyte na skutek obecno±ci szumu ni» ich odpowiedniki dla pr¡du wyªado-
wania, które wykazuj¡ bardziej skoncentrowane struktury. Niemniej jednak one równie»
nie wypeªniaj¡ kulistej obj¦to±ci w sposób caªkowity, co ±wiadczy o tym, »e nie prezentuj¡
procesów w peªni losowych.

Na Rysunku 4.28 zaprezentowano zrekonstruowane atraktory pr¡du wyªadowania oraz
pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP dla pomiarów z Tabeli 4.1. Zrekonstruowane ksztaªty
atraktorów dla danego napi¦cia pozostawaªy ze sob¡ zgodne. Poniewa» istnienie atraktora
o zag¦szczonej i subtelnej strukturze jest cech¡ ukªadów chaotycznych powy»sze wyniki
wskazuj¡ na istnienie zachowa« chaotycznych w badanych przebiegach pr¡dowych.
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4.3.4 Wyznaczenie wymiaru fraktalnego

Jedn¡ z wa»niejszych cech atraktora jest jego wymiar [69, 202]. Je±li dla badanego ukªadu
dynamicznego oka»e sie, »e nie jest on liczb¡ caªkowit¡, to b¦dzie oznacza¢, »e ukªad
posiada dziwny atraktor. Zwykle oznacza to równie», »e system jest chaotyczny [143].

Podczas poszukiwania wymiaru fraktalnegoDG przyj¦to maksymalny wymiar zanurze-
nia d równy 15, z krokiem ∆d = 1 pomi¦dzy kolejnymi obliczeniami. Wybrany przedziaª
dªugo±ci dla promieni hiperkuli zostaª podzielony na 151 cz¦±ci, co oznacza, »e caªk¦ ko-
relacyjn¡ C(R) (wzór 2.14) obliczano dla tylu ró»nych warto±ci separacji punktów. Do
analizy wzi¦to 20 % caªego sygnaªu, czyli 4 ms. Dane poddane analizie numerycznej byªy
próbkowane z cz¦stotliwo±ci¡ 50 MHz. Ze wzgl¦du na to, »e algorytm u»ywany do oblicza-
nia wymiaru korelacyjnego jest wra»liwy na poziom szumu, zostaª on zastosowany tylko
dla oczyszczonych serii danych. Badania przeprowadzono dla pomiarów pochodz¡cych
z I etapu projektu KLIMT.

Jednym z wymiarów fraktalnych jest tzw. wymiar korelacyjny DG (opisany w podroz-
dziale 2.2.5), który mo»e dostarczy¢ cennych informacji o rodzaju dynamiki wyst¦puj¡cej
w szeregach czasowych. Warto±¢ 1 b¦dzie on przyjmowa¢ w przypadku dynamiki czy-
sto okresowej lub cyklu granicznego, natomiast warto±¢ 2 w przypadku dynamiki quasi-
okresowej, która w przestrzeni fazowej generuje torus. Niecaªkowity wymiar korelacyjny
b¦dzie wskazywa¢ na obecno±¢ dynamiki chaotycznej w szeregach czasowych [6, 27].

Caªki korelacyjne C(R) i odpowiadaj¡ce im funkcje d log10C(R)/d log10R zostaªy za-
prezentowane na Rysunkach 4.29 i 4.30, odpowiednio dla pr¡du jonowego i mierzonego
równocze±nie pr¡du wyªadowania. Na rysunkach tych zaznaczono obszary skalowania,
czyli przedziaªy promienia R gdzie funkcja d log10C(R)/d log10R osi¡gaªa podobne, mniej
wi¦cej staªe warto±ci [6, 15]. Na przedstawionych wykresach podobnie jak w pracy Mc Ma-
hon i in. [168], gdzie pokazano w jaki sposób okre±la si¦ obszar skalowania, w sytuacji
kiedy obszar staªej warto±ci funkcji d log10C(R)/d log10R jest stosunkowo w¡ski, udaªo
si¦ znale¹¢ regiony w których skalowanie byªo mo»liwe. Przykªad danych, dla których nie
mo»na byªo znale¹¢ takiego regionu umieszczono na Rysunku 4.31.

Na Rysunku 4.32, podobnie jak na Rysunku 2.16, przedstawione zostaªy wyniki do-
pasowa« funkcji liniowych w zale»no±ci od wymiaru zanurzenia dla Ud = 550 V . Wida¢,
»e wymiar DG wyra¹nie si¦ stabilizuje przy warto±ciach okoªo 1.34 i 1.2 odpowiednio dla
pr¡du jonowego i pr¡du wyªadowania.

Je±li zrekonstruowane przestrzenie fazowe b¦d¡ zdominowane przez szum nie wyka»¡
zwartej charakterystycznej struktury i niemal caªkowicie wypeªni¡ przestrze« fazow¡, co
oznacza, »e ich wymiar korelacyjny jest praktycznie niesko«czony. To powoduje, »e dla
szeregów czasowych o du»ym wkªadzie szumu nie pojawi si¦ obszar skalowania. W przy-
padku danych eksperymentalnych dzieje si¦ tak dla wszystkich pomiarów dla napi¦¢ po-
cz¡wszy od 580 V , czyli tam, gdzie oscylacje przeszªy w tryb lokalny. Na Rysunku 4.33
przedstawiono wyznaczone wymiary korelacyjne DG w funkcji napi¦cia wyªadowania Ud,
gdzie tylko dla napi¦¢ nie przekraczaj¡cych 550 V mo»na byªo zidenty�kowa¢ obszar,
gdzie nachylenie funkcji d log10C(R)/d log10R pozostawaªo staªe. Wyniki te pokazuj¡, »e
wymiar fraktalny podstawowej dynamiki pr¡du jonowego DG w zasadzie mie±ci si¦ w za-
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Rysunek 4.30: Przykªadowe wyniki wyznaczania wymiaru korelacyjnego dla pr¡du wyªadowania Id.
Granice obszaru skalowania, dla którego wyznaczono DG, zaznaczono pionowymi liniami przerywa-
nymi.

Rysunek 4.31: Przykªad niemo»liwego wyznaczenia wymiaru korelacyjnego w przypadku pr¡du
wyªadowania, gdzie nie pojawia si¦ obszar skalowania.
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Rysunek 4.32: Przykªady dopasowania funkcji staªej do zale»no±ci wymiaru korelacyjnego DG od
wymiaru zanurzenia d w zakresie od 6 do 15 dla Ud = 550 V w przypadku: a) pr¡du jonowego
zebranego sond¡ FP, b) pr¡du wyªadowania Id zarejestrowanego w tym samym czasie.

Rysunek 4.33: Wyniki zbiorcze wyznaczania wymiaru korelacyjnego DG w funkcji napi¦cia wyªa-
dowania Ud.

kresie 1.2 - 1.6, a warto±ci wymiaru dynamiki pr¡du wyªadowania znajduj¡ si¦ w w¦»szym
przedziale przy ±redniej warto±ci wynosz¡cej 1.2.

Podsumowuj¡c, mo»na stwierdzi¢, »e niskie i niecaªkowite warto±ci wyznaczonego wy-
miaru korelacyjego DG dla napi¦¢ Ud z przedziaªu 300 - 550 V wskazuj¡, »e atraktory,
których rekonstrukcj¦ opisano w rozdziale 4.3.3 s¡ atraktorami dziwnymi. Stanowi to
do±¢ mocny argument za niskowymiarow¡ dynamik¡ chaotyczn¡ trybu globalnego oby-
dwu przebiegów pr¡dowych.

4.3.5 Przekroje Poincarégo

Przekroje Poincarégo stanowi¡ jedno z wa»niejszych narz¦dzi sªu»¡cych do analizy ukªa-
dów chaotycznych [20]. Poni»ej zaprezentowano wyniki wykorzystania tej metody do
przebiegów pr¡dowych.
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Rysunek 4.34: U góry przykªadowy wycinek zmian entropii T dla trzech iteracji, gdzie ∆t oznacza
przedziaª czasu sªu»¡cy do wykonania przekroju metod¡ stroboskopow¡. Na dole po lewej stronie
przekrój Poincarégo po zastosowaniu ∆t równego 1/fBM , po prawej przekrój po zastosowaniu ∆t

otrzymanego po przej±ciu trzech kroków algorytmu. Atraktory zrekonstruowano dzi¦ki metodzie opó¹-
nie« czasowych, gdzie Id(t) oznacza oczyszczony szereg czasowy danych, a Id(t+ τ) ten sam szereg
z opó¹nieniem τ .

Przy konstrukcji map Poincarégo najpierw posªu»ono si¦ metod¡ stroboskopow¡ (opi-
san¡ w podrozdziale 2.2.4). Do tego celu u»yto 20% dªugo±ci sygnaªu (4 ms). Aby znale¹¢
optymaln¡ warto±¢ przesuni¦cia czasowego ∆t, które miaªo posªu»y¢ do stworzenia prze-
kroju, zostaªy wzi¦te pod uwag¦ cz¦stotliwo±ci podstawowe trybu oddechowego f1 = fBM
zidenty�kowane podczas analizy widmowej i przedstawione na Rysunkach 4.10 - 4.11. Za
pomoc¡ algorytmu numerycznego przeskanowano warto±ci przesuni¦¢ czasowych odpowia-
daj¡cych cz¦stotliwo±ciom z przedziaªu od 0.8fBM do 1.2fBM , szukaj¡c minimum entropii
Tmin,1 w tym przedziale, tzn. metoda polegaªa na odnalezieniu takiego przesuni¦cia ∆t,
przy których liczba punktów nale»¡cych do przekroju byªa najmniejsza. Nast¦pnie obszar
zostaª zaw¦»ony do przedziaªu [0.9Tmin,1, 1.1Tmin,1], gdzie odnalezione w nim minimum
entropii Tmin,2 stanowiªo podstaw¦ do ostatecznego skanu [0.998Tmin,2, 1.002Tmin,2]. Kry-
terium zbie»no±ci algorytmu stanowiªa zmiana minimum entropii o 2 %. W ka»dym kroku
iteracji badano warto±¢ entropii dla 2000 punktów.

Rysunek 4.34 przedstawia przykªad wyników uzyskanych dzi¦ki zastosowaniu metody
stroboskopowej do tworzenia przekrojów Poincarégo. Jak wida¢, »e wraz ze wzrostem
dokªadno±ci wyznaczenia entropii liczba punktów tworz¡cych map¦ Poincarégo (czer-
wone punkty na niebieskim portrecie fazowym) drastycznie maleje, tzn., »e procedura
jest zbie»na oraz »e dobrana warto±¢ ∆t byªa wªa±ciwa. Pokazuje to równie» w jakim
stopniu ró»nica w doborze przesuni¦cia czasowego ∆t wynosz¡ca okoªo 0.1 µs wpªywa na
wygl¡d przekroju.
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Rysunek 4.35: Przykªadowe przekroje Poincarégo (kolor czerwony) uzyskane metod¡ strobosko-
pow¡ dla przebiegów pr¡du wyªadowania (górny panel) oraz pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP
(dolny panel).

Na Rysunku 4.35 przedstawiono przykªadowe przekroje Poincarégo dla pr¡du wyªado-
wania i pr¡du jonowego, które uwidoczniªy, »e istniej¡ bardziej uprzywilejowane miejsca
na atraktorze, w których punkty tworz¡ce przekrój si¦ kumuluj¡. Dla Ud = 550 V punkty
te preferuj¡ te same miejsca w obu przypadkach i kumuluj¡ si¦ w specy�cznym regionie
stanowi¡cym miejsce zag¦szczenia trajektorii fazowych. Dla wysokiego napi¦cia (Ud =
600 V ), gdzie oscylacje przeszªy w tryb lokalny, mapa jest rozproszona na caªym atrak-
torze, a w przypadku napi¦cia niskiego (Ud = 300 V ) punkty przekroju skumulowaªy si¦
po jednej cz¦±ci atraktora.

Podczas analizy przekroji Poincarégo przetestowano równie» zwi¦kszon¡ liczb¦ punk-
tów pomiarowych (30 % zamiast 20 %) i zauwa»ono, »e wraz ze wzrostem branej pod
uwag¦ liczby danych wci¡» powstawaªy nowe punkty mapy, które rozchodziªy si¦ w do-
st¦pnej przestrzeni fazowej i struktura stawaªa si¦ bardziej rozproszona. Ze wzgl¦du na
to, »e pik BM jest szeroki (Rysunki 4.10 i 4.11), zastosowana metoda nie przyniosªa ocze-
kiwanego rezultatu, czyli chocia» punkty zdaj¡ si¦ grupowa¢ w pewnych miejscach nie
mo»na stwierdzi¢, »e uwidacznia si¦ zwarta, zlokalizowana struktura, taka jak w przy-
padku stalowej belki czy modelu L-V omawianych w rozdziale 2.2.4 (patrz Rysunki 2.14
i 2.15). Scharakteryzowanie chaotycznego zachowania sygnaªu wymaga zatem innej me-
tody analizy.

Z powodu nie odnalezienia b¡d¹ nie istnienia cz¦stotliwo±ci wªasnej ukªadu, przy któ-
rej metoda stroboskopowa wskazaªaby na zachowanie chaotyczne przeprowadzono równie»
analiz¦ w standardowy sposób. Mianowicie wykre±lono atraktory i przeci¦to je pªaszczy-
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Rysunek 4.36: Przekroje Poincarégo przestrzeni fazowych dla przebiegów pr¡du jonowego zareje-
strowanych podczas pomiaru sond¡ FP. Na górnym panelu kolorem niebieskim wykre±lono zrekonstru-
owane atraktory. Kolorami czerwonym i czarnym odró»niono punkty przeci¦cia pªaszczyzny przekroju
odpowiednio od góry i od doªu.
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Rysunek 4.37: Przekroje Poincarégo przestrzeni fazowych dla przebiegów pr¡du wyªadowania za-
rejestrowanych jednocze±nie z przebiegami z Rysunku 4.36. Na górnym panelu kolorem niebieskim
wykre±lono zrekonstruowane atraktory. Kolorami czerwonym i czarnym odró»niono punkty przeci¦cia
pªaszczyzny przekroju odpowiednio od góry i od doªu.
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zn¡ odniesienia speªniaj¡c¡ warunek Id(t + 2τ) = 0, co zostaªo pokazane na górnych
panelach na Rysunkach 4.36 i 4.37. Pªaszczyzna przekroju zostaªa wybrana w ten sposób,
aby przechodziªa przez ±rodek atraktora i aby orbity nie byªy do niej styczne.

Porównuj¡c otrzymane mapy Poincarégo dla niskich napi¦¢ Ud ≤ 550 V (czyli dla
trybu globalnego) z mapami dotycz¡cymi ukªadów referencyjnych (patrz Rysunki 2.11
i 2.12) mo»na stwierdzi¢, »e ukªad punktów jest najbardziej zbli»ony do tego wyst¦puj¡-
cego dla modelu L-V w przypadku, gdy warto±¢ parametru kontrolnego ω wynosi 3.766,
czyli dla którego ukªad przejawia zachowanie chaotyczne. Jednak dla pr¡du jonowego
rozkªad punktów pozostaje bardzo rozproszony, co wynika z du»ej ilo±ci wyst¦puj¡cego
w nim szumu. Dla napi¦¢ wysokich (Ud ≥ 600 V ), gdzie silnik pracuje w trybie lokal-
nym, punkty mapy pr¡du wyªadowania grupuj¡ si¦ w do±¢ w¡skim pasie, co przypomina
uªo»enie punktów w przypadku przekroju ukªadu Lorenza.

Podsumowuj¡c, ze wzgl¦du na to, »e rozkªad punktów na mapach nie byª losowy,
a punkty nie skupiaªy si¦ wzdªu» krzywej zamknietej i tworzyªy do±¢ zwarte struktury,
mo»na stwierdzi¢, »e przekroje Poincarégo wskazuj¡ na istnienie zachowania chaotycz-
nego w badanym ukªadzie, co ze wzgl¦du na mniejsz¡ ilo±¢ szumu jest bardziej widoczne
w przypadku pr¡du wyªadowania.

4.3.6 Wyznaczenie wykªadników Lapunowa

Jedn¡ z technik odró»niania dynamiki chaotycznej od niechaotycznej jest wyznaczenie
najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa λmax, który reprezentuje ±rednie tempo rozbiegania
si¦ s¡siednich trajektorii fazowych. Mierzy on wra»liwo±¢ na warunki pocz¡tkowe.

Wedle opisu przedstawionego w rozdziale 2.2.6, najwi¦kszy dodatni wykªadnik z caªego
spektrum wykªadników Lapunowa charakteryzuje szybko±¢ ±redniej rozbie»no±ci trajek-
torii fazowych [69] i mo»e by¢ okre±lony równaniem:

d(t) = d0e
λmaxt, (4.3)

gdzie d0 jest pocz¡tkow¡ odlegªo±ci¡ dziel¡c¡ dwa stany, a d(t) ich odlegªo±ci¡ po cza-
sie t [143]. Je»eli wiadomo, »e trajektoria jest zamkni¦ta w ograniczonym podzbiorze
przestrzeni fazowej, obecno±¢ dodatniego wykªadnika wystarcza do zdiagnozowania cha-
osu deterministycznego, a im wy»sza b¦dzie warto±¢ najwi¦kszego dodatniego wykªadnika
Lapunowa, tym bardziej nieprzewidywalna b¦dzie dynamika badanego ukªadu.

W celu wyznaczenia λmax zostaª napisany program numeryczny w oparciu o metod¦
opisan¡ w artykule [237] przez Vibe i in. Algorytm, którym si¦ posªu»ono zostaª spe-
cjalnie stworzony tak, aby pozwalaª na uzyskanie wiarygodnych wyników dla niewielkich
zestawów danych, czyli mo»na go u»ywa¢ nawet do krótkich serii czasowych. Po zrekon-
struowaniu atraktora metod¡ Takensa algorytm ten lokalizuje najbli»szych s¡siadów dla
ka»dego punktu x(i) nale»¡cego do trajektorii. Odlegªo±¢ pomi¦dzy dwoma punktami x(i)

i x(j), gdzie x(j) jest najbli»szym s¡siadem punktu x(i) w chwili t0 = 0, jest okre±lona
przez [193]:

di(t0) = ‖x(j)− x(i)‖ , (4.4)
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gdzie ‖.‖ oznacza norm¦ euklidesow¡. Po czasie tk odlegªo±¢ mi¦dzy tymi dwoma punktami
jest podana przez:

di(tk) = ‖x(j + k)− x(i+ k)‖ . (4.5)

Nast¦pnie korzystaj¡c z relacji di(tk) ≈ di(t0)eλmaxtk = di(t0)eλmaxk∆t, gdzie ∆t oznacza
czas próbowania sygnaªu, wyznacza si¦ najwi¦kszy dodatni wykªadnik Lapunowa. Jednak
w praktyce okre±la si¦ go najcz¦±ciej poprzez dopasowanie metod¡ najmniejszych kwadra-
tów linii prostej do nachylenia ±redniej krzywej rozbie»no±ci zde�niowanej w nast¦puj¡cy
sposób:

y(tk) = 〈ln di(tk)〉i , (4.6)

gdzie 〈.〉 oznacza ±redni¡ ze wszystkich warto±ci i = 1, . . . , N . To ko«cowe u±rednienie
pozwala na oszacowanie λmax nawet dla krótkich i zaszumionych serii czasowych. W przy-
padku danych eksperymentalnych przyj¦to liczb¦ punktów N równ¡ 5000.

Niestety powy»sza procedura stwarza pewne problemy w interpretacji wyniku � z rów-
nania 4.6 wynika, »e wykªadnik mo»e przyjmowa¢ tylko warto±ci dodatnie [237]. Istnieje
jednak wyj±cie z tego impasu: je±li badany sygnaª jest chaotyczny nachylenie 〈ln di(tk)〉i
pozostanie niezale»ne od wymiaru zanurzenia. Wskazane jest zatem obliczenie najwi¦k-
szego wykªadnika Lapunowa dla ró»nych warto±ci d. Podczas zawartej tutaj analizy przy-
j¦to zakres 4 ≤ d ≤ 15.

Poniewa» funkcja 〈ln di(tk)〉i ulega przegi¦ciu dla wy»szych warto±ci tk, na skutek za-
niku korelacji sygnaªu dla du»ych opó¹nie«, wykªadnik Lapunowa powinien by¢ obliczany
tylko dla cz¦±ci liniowej opisuj¡cej wzrastaj¡c¡ odlegªo±¢ orbit. Zatem je±li funkcje b¦d¡
wykazywaªy liniowy wzrost z identycznym nachyleniem dla wszystkich warto±ci wymiaru
zanurzenia d wi¦kszych ni» warto±¢ progowa (wynosz¡ca w przypadku danych ekspery-
mentalnych 4), takie nachylenie mo»na przyj¡¢ jako oszacowanie maksymalnego wykªad-
nika Lapunowa [100].

Szacowanie najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa dla eksperymentalnych szeregów cza-
sowych jest szczególnie trudne, ze wzgl¦du na ograniczone próbkowanie danego sygnaªu
pod wzgl¦dem rozdzielczo±ci czasowej, niepewno±ci pomiarowe i szum statystyczny [193,
229]. W szczególno±ci �uktuacje w szeregach czasowych wywoªane szumem utrudniaj¡ jed-
noznaczn¡ identy�kacj¦ nachylenia liniowego 〈ln di(tk)〉i jako funkcji czasu tk w badanym
zakresie. Zastosowanie algorytmu redukcji szumów staje si¦ zatem niezb¦dne dla prawi-
dªowego oszacowania λmax. Mimo tego wci¡» wskazana jest ostro»no±¢ przy wyznaczaniu
najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa, co byªo dyskutowane w pracach Baillie i inn. [9]
oraz Glass [88]. Bior¡c pod uwag¦ ograniczon¡ efektywno±¢ metody oczyszczania sygnaªu
z szumu, nie mo»na wykluczy¢ bª¦dnego wyznaczenia warto±ci λmax w analizowanych
przebiegach pr¡dowych. Testy wpªywu szumu na wyznaczenie najwi¦kszego wykªadnika
Lapunowa zostaªy przeprowadzone dla ukªadu Lorenza i przedstawione w Dodatku C.

Rysunek 4.38 przedstawia przykªady dopasowa« prostych do krzywych 〈ln di(tk)〉i
w zakresie ich liniowego wzrostu dla pomiarów pr¡du wyªadowania Id. Jak wida¢, szum
obecny w przebiegach pr¡dowych nawet po zastosowaniu metody oczyszczania danych
Sauera powoduje �uktuacje badanych krzywych w zakresie niewielkich opó¹nie«, a obszar
liniowy funkcji rozbie»no±ci trajektorii 〈ln di(tk)〉i jest mniej wyra¹ny ni» w przypadku nie-
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Rysunek 4.38: Przykªadowe funkcje rozbie»no±ci trajektorii 〈ln di(tk)〉i dla wymiarów zanurzenia
z zakresu 4 ≤ d ≤ 15 dla danych Id. Czarna ci¡gªa linia przedstawia u±rednion¡ warto±¢ dopasowania
prostej do funkcji rozbie»no±ci trajektorii, a linie przerywane dopasowania prostych dla d = 4 i d = 15,
w przedziale 0.004 ≤ tk ≤ 0.044.

zaburzonego szumem atraktora Lorenza (patrz Rysunek C.1 z Dodatku C), co prowadzi
do wi¦kszej niepewno±ci oszacowania λmax.

Na Rysunku 4.39 zaprezentowano oszacowane warto±ci λmax w funkcji wymiaru d wraz
z odchyleniem standardowym dla przedziaªu 4 ≤ d ≤ 15, odpowiadaj¡ce przykªadom
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Rysunek 4.39: Zale»no±¢ λmax(d) dla wyników zareprezentowanych na Rysunku 4.38.

pokazanym na Rysunku 4.38. Wyniki te wraz z wynikami dotycz¡cymi pr¡du jonowego
zostaªy równie» zebrane w tabeli 4.3.

Znacz¡ce �uktuacje sygnaªu, pomimo zastosowania procedury redukcji szumu, mog¡
budzi¢ w¡tpliwo±ci co do wiarygodno±ci oszacowania λmax. Tym niemniej obecno±¢ ob-
szaru liniowego w krzywych dopasowania 〈ln di(tk)〉i dla krótkich skal czasowych, który
pozostaje wzgl¦dnie stabilny wraz ze wzrostem wymiaru zanurzenia (co nie wyst¦puje dla
typowych sygnaªów quasi-okresowych lub modelu L-V � patrz Rysunek C.3 z Dodatku C),
w poª¡czeniu z istnieniem atraktora o niecaªkowitym wymiarze korelacyjnym, wskazuj¡
na wyst¦powanie niskowymiarowego deterministycznego chaosu w badanym ukªadzie.

Rysunek 4.40 przedstawia zbiorcze wyniki oszacowa« maksymalnego wykªadnika La-
punowa w funkcji parametru kontrolnego, czyli napi¦cia wyªadowania. Warto±ci λmax
mieszcz¡ si¦ w zakresie 15 - 30 ms−1 dla pr¡du jonowego oraz w zakresie 30 � 40 ms−1 dla
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FP 300 V 450 V 550 V 580 V 600 V 650 V

λmax 16.66 ± 4.35 24.15 ± 5.18 27.98 ± 5.84 24.66 ± 5.93 25.72 ± 5.14 21.58 ± 5.96

Id [FP ] 300 V 450 V 550 V 580 V 600 V 650 V

λmax 29.67 ± 8.99 35.8 ± 6.51 34.93 ± 5.83 34.22 ± 8.69 38.01 ± 7.84 34.53 ± 5.69

Tabela 4.3: Oszacowania najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa podane w jednostkach ms−1 dla
wybranych napi¦¢ w przypadku danych pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP oraz mierzonego równo-
cze±nie pr¡du wyªadowania.

Rysunek 4.40: Wyniki oszacowa« najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa λmax w funkcji napi¡cia
wyªadowania Ud dla pr¡du wyªadowania Id i pr¡du jonowego IFP .

pr¡du wyªadowania. Nie jest jasne, czy t¦ ró»nic¦ mo»na wytªumaczy¢ wy»szym pozio-
mem szumu w sygnale pochodz¡cym z sond (na ukªadzie Lorenza w Dodatku C pokazano,
»e szum zmniejsza warto±¢ λmax), czy te» faktem, »e sondy zawieraj¡ tylko wkªad jonowy
plazmy, w przeciwie«stwie do napi¦cia wyªadowania. Jednak»e, poniewa» warto±ci λmax
s¡ znacz¡co wi¦ksze od zera mo»na wnioskowa¢, »e system jest wysoce nieprzewidywalny.

Testy przeprowadzone dla ukªadu Lorenza, których wyniki przedstawiono w Dodatku
C, wykazaªy, »e obecno±¢ szumu mo»e zmniejszy¢ szacowan¡ warto±¢ λmax o okoªo 20 %.
Dlatego oczekiwany zakres λmax w przypadku danych eksperymentalnych mógªby równie»
wzrosn¡¢. Gdyby zastosowa¢ poprawk¦ tego rz¦du do wyników uzyskanych dla przebiegów
pr¡dowych, odpowiedni czas przewidywania mie±ciªby si¦ w zakresie τ = 1/λmax ≈ 20 �
50 µs, czyli byªby porównywalny z okresem pojedynczej oscylacji BM.

Mo»na zauwa»y¢, »e λmax zmienia si¦ wraz z napi¦ciem wyªadowania, zgodnie z tym
samym trendem, co cz¦stotliwo±¢ podstawowa trybu oddechowego fBM (Rysunek 4.13).
Zmniejszaj¡ca si¦ warto±¢ λmax dla Ud powy»ej 600 V jest równie» zgodna ze zmniejszaj¡c¡
si¦ warto±ci¡ podstawowego piku BM w PSD. Zatem λmax wydaje si¦ by¢ zwi¡zana z fBM
zarówno w przypadku pr¡du wyªadowania jak i pr¡du jonowego, co by ±wiadczyªo o tym
»e przewidywalno±¢ ukªadu zanika po wyst¡pieniu pojedynczej oscylacji BM.
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4.4 Analiza wykresów rekurencyjnych

By uzyska¢ lepszy wgl¡d w dynamik¦ przebiegów pr¡dowych wykorzystano jedno z gªów-
nych narz¦dzi gra�cznych sªu»¡cych do analizy szeregów czasowych tzw. wykres reku-
rencyjny RP. Do konstrukcji diagramu u»yto 1 ms odcinki czasu próbkowane z cz¦stotli-
wo±ci¡ 2.5 MHz (tzn. 5 tysi¦cy punktów pomiarowych), które nie zawieraªy przeª¡cze«
mi¦dzy trybami dziaªania silnika. Te same opó¹nienia τ , które posªu»yªy do rekonstruk-
cji atraktorów (rozdziaª 4.3.3) zostaªy u»yte przy konstrukcji wykresów rekurencyjnych.
Minimalny wymiar zanurzenia, który pozwala na rekonstrukcj¦ cech atraktora, okre±lony
zostaª przy u»yciu metody opartej na identy�kacji faªszywych najbli»szych s¡siadów FNN
(podrozdziaª 2.2.3) [123].

Warunek identy�kacji dwóch punktów przestrzeni fazowej I(ti) i I(tj) jako s¡siadów
(oznaczonych w RP przy pomocy kropki) zostaª wybrany przez okre±lenie promienia s¡-
siedztwa [1]:

R = εL±r, (4.7)

gdzie ε to wielko±¢ progu, a L±r ±rednica atraktora w przestrzeni zanurzenia o wymiarze d.
W podrozdziale 2.2.7 przedstawiono dyskusj¦ na temat poprawnego doboru progu ε.

Poniewa» sugeruje si¦ wzi¡¢ nie wi¦cej ni» 10% ±redniej lub maksymalnej ±rednicy prze-
strzeni fazowej zajmowanej przez dany ukªad tak, aby stopie« rekurencji RR si¦gaª kilku
procent [137, 241, 253], w badaniach opisanych w tym rozdziale za ε przyj¦to warto±¢
0.1, która pozwala na uzyskanie wystarczaj¡cych statystyk na RP [1]. Poniewa» wysoki
poziom szumu w ukªadzie znieksztaªca ka»d¡ struktur¦ na diagramie, nale»y czasem wy-
bra¢ wi¦kszy próg [163]. Tak te» post¦piono podczas analizy przedstawionej w artykule
[123], gdzie badano pr¡d jonowy zebrany przez sond¦ FP bez zastosowania algorytmu
oczyszczania danych. Przyj¦to wtedy ε = 0.2.

Wybór wymiaru zanurzenia W celu znalezienia odpowiedniego wymiaru zanurze-
nia posªu»ono si¦ metod¡ faªszywych najbli»szych s¡siadów FNN opisan¡ w podrozdziale
2.2.3. Do analizy u»yto 10 ms sygnaª próbkowany z cz¦stotliwo±ci¡ 10 MHz (5000 punk-
tów pomiarowych). Na Rysunku 4.41 zostaªy przedstawione przykªadowe wyniki u»ycia
tej metody.

Na Rysunku 4.42 przedstawiono wynik zbiorczy wyznaczenia wymiaru zanurzenia d.
Warto±ci tego wymiaru w funkcji napi¦cia Ud dla obu sond s¡ niemal zawsze ze sob¡
zgodne. Natomiast wymiar wyznaczony dla pr¡du wyªadowania jest równy lub ni»szy
od wymiaru dla pr¡du jonowego. Ró»nica wyst¦puje gªównie dla bardzo niskich napi¦¢
(Ud ≤ 350 V ) jak i napi¦¢ wysokich (Ud ≥ 590 V ), gdzie wymiar zanurzenia dla pr¡du
wyªadowania wynosiª zawsze 3, a wymiar zanurzenia dla pr¡du jonowego 4. W zwi¡zku
z powy»szym podczas tworzenia wykresów rekurencyjnych jako wymiar zanurzenia zostaªa
wybrana liczba 4, co przy oszacowanej warto±ci wymiaru fraktalnego DG ≤ 1.4 pozostaje
równie» zgodne z warunkiem Takensa (nierówno±¢ 2.6). Co ciekawe, wyst¡pienie prze-
ª¡cze« mi¦dzy trybami dziaªania silnika w sygnaªach poddanych analizie powodowaªo
czasami obni»enie wymiaru zanurzenia.
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Rysunek 4.41: Wyniki wyznaczania wymiaru zanurzenia metod¡ FNN w przypadku pr¡du wyªado-
wania Id mierzonego równocze±nie z sond¡ FP. Linia czerwona i niebieska ulegªy naªo»eniu.

Rysunek 4.42: Wynik zbiorczy wyznaczenia wymiaru zanurzenia metod¡ FNN. Ró»owe uko±ne
krzy»yki oznaczaj¡ sytuacje, w których do szacowania wymiaru zanurzenia zostaª wzi¦ty wycinek
danych, w którym pojawiaªy si¦ dwa mody pracy silnika.
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4.4.1 Interpretacja wizualna

Jak opisano w rozdziale 2.2.7, charakterystyczne wzorce pojawiaj¡ce si¦ na diagramie
RP cz¦sto mo»na wykorzysta¢ do klasy�kacji procesów dynamicznych. Na przykªad wzór
wyró»niaj¡cy ukªady okresowe stanowi zestaw odcinków równolegªych do przek¡tnej i =j
(odcinki s¡ tutaj rozumiane jako struktury utworzone z pobliskich punktów, których ci¡gi
s¡ liczniejsze do 1). W przypadku szumu na RP pojawiaj¡ si¦ losowo rozrzucone punkty.
Natomiast dla ukªadów o bardziej zªo»onej dynamice (w tym ukªadów chaotycznych)
pojawiaj¡ si¦ okre±lone struktury [123].

Pojawienie si¦ na diagramie uko±nych odcinków równolegªych do przek¡tnej i =j ozna-
cza, »e w ró»nych epokach ewolucja stanów jest podobna i proces mo»e by¢ determini-
styczny. Co wa»niejsze, je±li te uko±ne odcinki wyst¦puj¡ obok pojedynczych izolowanych
punktów, proces mo»e by¢ chaotyczny. Dodatkowo je±li te uko±ne odcinki s¡ rozªo»one na
wykresie w regularnych odst¦pach, pradwopodobnie ma si¦ do czynienia z niestabilnymi
orbitami okresowymi [163].

Na Rysunkach 4.43 � 4.48 przedstawiono wykresy rekurencyjne dotycz¡ce pomiarów
z Tabeli 4.1. Dla przypadku Ud = 450 V oddzielnie zaprezentowane zostaªy RP odpowia-
daj¡ce dwóm ró»nym modom dziaªania silnika. Na »adnym z wykresów nie wyst¦powaªy
odcinki, które byªyby prostopadªe do gªównej diagonali, co potwierdza, »e wymiar zanu-
rzenia zostaª dobrany poprawnie [163]. Powstaªe struktury rozkªadaj¡ si¦ na wykresach
mniej wi¦cej równomiernie, co ±wiadczy o stacjonarno±ci badanego procesu. Zanikanie
punktów w lewym górnym i prawym dolnym rogu wykresu oznaczaªoby, »e dane zawie-
raj¡ trend lub dryf i proces jest niestacjonarny [163].

Na wszystkich zaprezentowanych rysunkach diagramy RP dla pr¡du wyªadowania zo-
staªy zsynchronizowane z diagramami dla pr¡du jonowego przy pomocy korelacji wzajem-
nej:

CC(τC) =
1

N − τC

N−τC∑
k=1

Id(k + τC)IFP (k), (4.8)

gdzie τC jest opó¹nieniem czasowym pomi¦dzy sygnaªem pr¡du wyªadowania Id a sy-
gnaªem jonowym IFP . Synchronizacj¦ dwóch sygnaªów otrzymano poprzez wyznaczenie
maksymalnej warto±ci powy»szej funkcji.

Diagramy RP dla Ud = 300 V prezentuj¡ równo oddalone od siebie odcinki równolegªe
do przek¡tnej i = j, zatem wzory wydaj¡ si¦ wskazywa¢ na proces okresowy. Pojawiaj¡
si¦ te» tutaj do±¢ regularne zaburzenia rozkªadu punktów, co manifestuje si¦ pojawieniem
ja±niejszych i ciemniejszych obszarów [123].

Na diagramach RP pewne podobie«stwo zachowa« pr¡du jonowego i pr¡du wyªado-
wania jest zauwa»alne. Powstaªe wzory ró»ni¡ si¦ jednak znacznie w przypadku modu
lokalnego przy 450 V , gdzie dla pr¡du wyªadowania nie obserwuje si¦ tak wyra¹nych za-
g¦szcze« na RP przy tym napi¦ciu. W przypadku modu globalnego mo»na zauwa»y¢, »e
okresowo±¢ sygnaªu jest cz¦sto przerywana, a utrata stabilno±ci tworzy regularn¡ map¦
o niewielkich wahaniach g¦sto±ci punktów. Biaªe obszary (obszary pozbawione punktów,
w których nie ma przewidywalno±ci) s¡ do±¢ dobrze okre±lone (czyli tworz¡ oddzielne
struktury) na pasach poziomych i pionowych. Natomiast bior¡c pod uwag¦ obszar nisko-
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Rysunek 4.43: Wykres rekurencyjny dla pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP (po lewej) oraz
zsynchronizowany z nim przy pomocy wzoru 4.8 wykres pr¡du wyªadowania (po prawej) dla napi¦cia
Ud = 300 V .

amplitudowy (mod lokalny) nie obserwuje si¦ dªugich odcinków diagonalnych. Na RP dla
pr¡du jonowego pojawiaj¡ si¦ natomiast pewne preferowane zag¦szczone obszary, czego
nie obserwuje si¦ w pr¡dzie wyªadowania.

Wzory na RP dla Ud = 550 V s¡ podobne do tych, które wyst¦puj¡ dla modu globalnego
dla 450 V , z t¡ ró»nic¡, »e dla 550 V ukªad punktów wskazuje na mniej zaburzone oscylacje
harmoniczne. Odcinki równolegªe do przek¡tnej i = j s¡ wyra¹nie widoczne, ±wiadcz¡c
o cykliczno±ci badanego procesu. Uko±ne odcinki odpowiadaj¡ce stanowi laminarnemu
s¡ przeªamane biaªymi pionowymi i poziomymi pasami, wykazuj¡c na bardzo regularn¡
utrat¦ przewidywalno±ci [123]. Biaªe pasy pojawiaj¡ si¦ wtedy, gdy ukªad przechodzi
mi¦dzy oscylacjami o ró»nym zakresie warto±ci amplitudy sygnaªu.

Przy napi¦ciach Ud = 600 V i Ud = 650 V metoda RP generuje znacznie mniejsz¡ liczb¦
punktów, ale obserwuje si¦ pojawienie pewnych regularnych zachowa«. Punkty znów
kumuluj¡ si¦ w pewnych miejscach wykresu (podobnie jak w przypadku modu lokalnego).

Diagram bifurkacyjny ujawniª drastyczne przej±cie mi¦dzy re»imami oscylacyjnymi
o du»ej i maªej amplitudzie przy zmianie napi¦cia wyªadowania z 550 V do 580 V (Ry-
sunki 4.6 � 4.8 a)). Wykresy RP w podobny sposób dla tego przej±cia pokazuj¡ jako±ciow¡
zmian¦ z okresowego (lub quasi-okresowego) re»imu oscylacyjnego do znacznie bardziej
turbulentnej dynamiki objawiaj¡cej si¦ oscylacjami o zmiennej amplitudzie i cz¦stotliwo-
±ci.

Na wszystkich utworzonych diagramach RP dotycz¡cych przebiegów pr¡dowych domi-
nuj¡ odcinki diagonalne. Struktury dla niskich napi¦¢ (Ud ≤ 550 V ) przypominaj¡ struk-
tury RP dla wzbudzanego modelu Lotki�Volterry dla warto±ci ω, przy których wyst¦powaª
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Rysunek 4.44: Wykresy rekurencyjne dla pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP (po lewej) oraz
zsynchronizowane z nimi przy pomocy wzoru 4.8 wykresy pr¡du wyªadowania (po prawej) dla napi¦cia
Ud = 450 V . Górny panel odpowiada trybowi globalnemu, a dolny lokalnemu.
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Rysunek 4.45: Wykres rekurencyjny dla pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP (po lewej) oraz
zsynchronizowany z nim przy pomocy wzoru 4.8 wykres pr¡du wyªadowania (po prawej) dla napi¦cia
Ud = 550 V .

Rysunek 4.46: Wykres rekurencyjny dla pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP (po lewej) oraz
zsynchronizowany z nim przy pomocy wzoru 4.8 wykres pr¡du wyªadowania (po prawej) dla napi¦cia
Ud = 580 V .
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Rysunek 4.47: Wykres rekurencyjny dla pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP (po lewej) oraz
zsynchronizowany z nim przy pomocy wzoru 4.8 wykres pr¡du wyªadowania (po prawej) dla napi¦cia
Ud = 600 V .

Rysunek 4.48: Wykres rekurencyjny dla pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP (po lewej) oraz
zsynchronizowany z nim przy pomocy wzoru 4.8 wykres pr¡du wyªadowania (po prawej) dla napi¦cia
Ud = 650 V .
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chaos w ukªadzie (Rysunek 2.18), s¡ one równie» podobne do wyników uzyskanych przez
Marwana in. [163] dla chaotycznego ukªadu Rosslera [194].

Ksztaªty na RP dla atraktora Lorenza powtarzaj¡ swój wzór w ró»nych skalach (patrz
Rysunek 2.18). W danych eksperymentalnych nieco podobn¡ tekstur¦ obserwuje si¦ dla
modu lokalnego i dla napi¦¢ od 580 V wzwy», gdy» wtedy dynamika nie jest zdominowana
przez podstawow¡ oscylacj¦ trybu oddechowego.

4.4.2 Analiza ilo±ciowa

Analiza ilo±ciowa diagramu RP zostaªa przeprowadzana przy u»yciu kilku typowych wiel-
ko±ci opisanych w rozdziale 2.2.7. S¡ nimi: stopie« rekurencji RR, determinizm DET ,
laminarno±¢ LAM , entropia Shannona ENTR, rozbie»no±¢ DIV , trend TREND, czas
puªapkowania TT oraz ±rednia dªugo±¢ odcinków diagonalnych L.

Rysunki 4.49 i 4.50 przedstawiaj¡ wyniki zbiorcze analizy ilo±ciowej wykresów rekuren-
cyjnych (RQA) w funkcji napi¦cia wyªadowania Ud dla sygnaªów FP i pr¡du wyªadowania.
Jedynie zmienna TREND nie zostaªa na nich przedstawiona, poniewa» wszystkie jej war-
to±ci byªy bliskie zeru, co stanowi jedynie dodatkowe potwierdzenie, »e badany proces jest
stacjonarny.

Wspóªczynnik RR dla pr¡du wyªadowania ro±nie w zakresie napi¦¢ 300 V ≤ Ud ≤ 400

V , czyli wraz ze wzrostem regularno±ci trybu BM. Poziom RR si¦ stabilizuje od Ud =
450 V do okoªo 490 V , a nast¦pnie wykazuje ostry wzrost z maksimum przy Ud = 540 V ,
które nast¦puje jeszcze przed przej±ciem do trybu nisko-amplitudowego. Po osi¡gni¦ciu
napi¦cia progowego liczba powtarzaj¡cych si¦ punktów znacznie maleje. Dla wszystkich
zebranych sygnaªów wspóªczynnik rekurencji RR jest powi¡zany z amplitud¡ oscylacji
BM, ze wzrostem stosunku sygnaªu do szumu oraz szybko±ci¡ zmniejszania si¦ amplitudy
funkcji autokorelacji, gdzie dla niskich napi¦¢ amplituda ta szybko maleje, potem maleje
wolniej, a po przekroczeniu napi¦cia progowego bardzo szybko zanika (rozdziaª 4.3.2).

Z powodu istnienia szumu warto±¢ Lmax (wzór 2.25) mo»e zosta¢ zmniejszona, ponie-
wa» jego obecno±¢ powoduje rozdzielenie danego odcinka na kilka cz¦±ci. Zatem zmienna
DIV , która ma powi¡zanie z sum¡ dodatnich wykªadników Lapunowa, pozostaje bardzo
wra»liwa na poziom szumu. Krótkie odcinki wyst¦puj¡ zwªaszcza w przypadku modu
lokalnego. Uªo»enie punktów na RP nie wskazuje jednak na wysoki poziom szumu - tek-
stura nie skªada si¦ tylko z pojedynczych izolowanych punktów jak ta, któr¡ prezentuje
biaªy szum z Rysunku 2.18.

Determinizm DET mierzy proporcj¦ powtarzaj¡cych si¦ punktów tworz¡cych uko±ne
struktury liniowe i jest miar¡ determinizmu systemu [163]. W celu jego wyznaczenia za
minimaln¡ dªugo±¢ odcinka przyj¦to 2 punkty (tzn. lmin = 2). W przypadku pr¡du wyªa-
dowania DET jest na poziomie 100 % dla napi¦¢ poni»ej 550 V , gdy» w tych warunkach
sygnaª oscylacji jest w bardzo niewielkim stopniu zaburzony i oscyluje bardzo regularnie.
Dla zakresu napi¦¢ Ud ≥ 580 V warto±¢ ta stopniowo maleje wraz ze wzrostem napi¦cia,
gdy» dla wysokich napi¦¢ proces rz¡dz¡cy dynamik¡ pr¡du jest raczej turbulentny i lo-
sowy. W przypadku pr¡du jonowego pocz¡tkowe warto±ci DET (od Ud = 300 V do okoªo
350 V ) s¡ na du»o ni»szym poziomie wynoszacym 40 %, od 350 V do 550 V osi¡gaj¡
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Rysunek 4.49: Wyniki analizy ilo±ciowej wykresów rekurencyjnych w funkcji napi¦cia wyªadowania
Ud dla pr¡du jonowego zebranego przez sond¦ FP obejmuj¡ce: determinizm DET , laminarno±¢ LAM
i dywergencj¦ DIV , entropi¦ K2 oraz najwi¦kszy wykªadnik Lapunowa λmax (górny wykres) oraz:
stopie« rekurencji RR, entropi¦ Shannona ENTR, ±redni¡ dªugo±¢ odcinków uko±nych L, ±redni¡
dªugo±¢ konstrukcji pionowych TT (dolny wykres). Wszystkie uzyskane warto±ci zostaªy unormowane
do zakresu 0 - 1, gdzie 1 odpowiada danej warto±ci maksymalnej, podanej w nawiasie w legendzie
wykresu.

okoªo 90 %, a od Ud = 580 V szybko malej¡ do 10 %, co oznacza, »e sygnaªy przestaj¡
by¢ deterministyczne.

Warto±ci ±rednich dªugo±ci odcinków uko±nych L przewa»nie malej¡ wraz ze wzro-
stem Ud dla pr¡du wyªadowania i w tym przypadku nie zaobserwowano korelacji z innymi
wska¹nikami. Natomiast w przypadku pr¡du jonowego przebieg zmian L i TT jest bardzo
podobny, a pod wzgl¦dem trendów zmian tak»e ENTR i RR wykazuj¡ podobne zacho-
wanie. Nie wiadomo sk¡d bior¡ si¦ takie ró»nice w zachowaniu pr¡du jonowegi i pr¡du
wyªadowania. Maksymalna warto±¢ L pr¡du jonowego jest okoªo 2 razy mniejsza ni»
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Rysunek 4.50: Wyniki analizy ilo±ciowej wykresów rekurencyjnych w funkcji napi¦cia wyªadowania
Ud dla pr¡du wyªadowania zebranego podczas pomiarów sond¡ FP obejmuj¡ce: determinizm DET ,
laminarno±¢ LAM i dywergencj¦DIV , entropi¦K2 oraz najwi¦kszy wykªadnik Lapunowa λmax (górny
wykres) oraz: stopie« rekurencji RR, entropi¦ Shannona ENTR, ±redni¡ dªugo±¢ odcinków uko±nych
L, ±redni¡ dªugo±¢ konstrukcji pionowych TT (dolny wykres). Wszystkie uzyskane warto±ci zostaªy
unormowane do zakresu 0 - 1, gdzie 1 odpowiada danej warto±ci maksymalnej, podanej w nawiasie
w legendzie wykresu.

w przypadku pr¡du wyªadowania, czego mo»na si¦ spodziewa¢ ze wzgl¦du na wi¦ksz¡
ilo±¢ szumu wyst¦puj¡cego w szeregach czasowych pr¡du jonowego.

Ze wzgledu na to, »e uko±ne odcinki na wykresie RP w przypadku napi¦¢, dla których
wyst¦puje BM, maj¡ szeroko±¢ wi¦ksz¡ ni» 1 punkt, warto±¢ parametru LAM jest wysoka.
Za minimaln¡ dªugo±¢ takiego odcinka przyj¦to 2 punkty (tzn. vmin = 2). W przypadku
pr¡du jonowego i pr¡du wyª¡dowania krzywa warto±ci LAM zachowuje si¦ jak krzywa
DET , z t¡ tylko ró»nic¡, »e dla Id warto±ci LAM od Ud = 640 V s¡ nieznacznie wi¦ksze.

Czas puªapkowania TT dla pr¡du jonowego osi¡ga maksymaln¡ warto±¢ równ¡ 3.0
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µs, a dla pr¡du wyªadowania 3.4 µs. Oznacza to, »e pr¡d wyªadowania posiada wi¦cej
krótkoczasowych stanów laminarnych (czyli stanów staªych) ze wzgl¦du na niski poziom
szumu w sygnale.

Gdy sygnaªowi na RP odpowiadaj¡ dªugie, ale przerywane odcinki, entropia ENTR
b¦dzie miaªo du»¡ warto±¢. Dzieje si¦ tak zwªaszcza w przypadku pr¡du wyªadowania dla
niskich napi¦¢ (Ud ≤ 550 V ). �rednia dªugo±¢ odcinka uko±nego L i entropia Shannona
ENTR s¡ skorelowane z innymi wielko±ciami takimi jak RR i TT w przypadku pr¡du
jonowego, podczas gdy dla pr¡du wyªadowania te korelacje s¡ sªabe. Wydaje si¦, »e
wskazuje to na pewn¡ ró»nic¦ w charakterze (dynamice) tych ró»nych sygnaªów na skutek
obecno±ci skªadowej elektronowej w pr¡dzie wyªadowania oraz odmiennym czasie przelotu
jonów o ró»nych stopniach jonizacji od silnika do sondy co nie wyst¦puje w przypadku Id.

Oszacowanie entropii Koªmogorowa hK na podstawie danych eksperymentalnych z is-
totn¡ domieszk¡ szumu nie jest ªatwym zadaniem, ale u»ycie wykresów rekurencyjnych
daje proste, wiarygodne i ilo±ciowe oszacowanie dolnej granicy tej warto±ci � entropii K2

(wzór 2.34). Z kolei entropia ta pozwala szacowa¢ doln¡ granic¦ warto±ci λmax [163, 240].
(Z tego powodu obliczone warto±ci najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa równie» zostaªy
umieszczone na wykresach parametrów RQA.) Warto±ci K2 mog¡ by¢ mocno przeszaco-
wane w obecno±ci szumu, poniewa» statystyczne �uktuacje prowadz¡ do cz¦stego prze-
rywania uko±nych odcinków na RP, co zmniejsza nachylenie ich rozkªadu. Mo»na to
zauwa»y¢ na wykresach RQA, gdzie K2 oraz DIV chocia» maj¡ ogólnie podobny trend
w funkcji napi¦cia wyªadowania, wydaj¡ si¦ bardziej wra»liwe na zakªócenia ni» pozostaªe
wska¹niki RQA. Zgodnie z oczekiwaniami entropia K2 pozostawªa równa lub le»aªa po-
ni»ej szacowanych warto±ci λmax, za wyj¡tkiem napi¦¢ Ud powy»ej 550 V (tryb lokalny),
w których wpªyw szumu mógª by¢ bardziej znacz¡cy.

Na Rysunku 4.51 przedstawiono rozkªad dªugo±ci odcinków uko±nych Pl, rozkªad dªu-
go±ci odcinków uko±nych z nakªadaniem si¦1 P ∗l , jak i rozkªad Φl b¦d¡cy skumulowanym2

rozkªadem dªugo±ci odcinków uko±nych powstaªym na podstawie Pl dla przykªadowego
przebiegu pr¡du wyªadowania. Ostatni zaprezentowany rozkªad � Φ∗l jest skumulowanym
rozkªadem dªugo±ci odcinków uko±nych stworzonym na podstawie P ∗l . Przek¡tna wykresu
RP nie byªa uwzgl¦dniona w powy»szych rozkªadach. Entropia K2 zostaªa wyznaczona
na podstawie dopasowania prostej do liniowej cz¦±ci rozkªadu Φ∗l .

Podsumowuj¡c wyniki analizy RQA dla pr¡du jonowego mo»na stwierdzi¢, »e para-
metry zmieniaªy si¦ w trzech gªównych grupach napi¦¢: pierwszy region (300 V ≤ Ud
≤ 350 V ) charakteryzuje si¦ niskimi warto±ciami parametrów DET , LAM , RR, TT , L
i ENTR, jak i ni»sz¡ warto±ci¡ λmax, region drugi (350 V ≤ Ud ≤ 550 V ) charaktery-
zuje si¦ znacznie wy»szymi warto±ciami tych parametrów. Natomiast w stre�e trzeciej
(580 V ≤ Ud ≤ 700 V ) nast¦puje stabilizacja warto±ci wska¹ników na znacznie ni»szym
poziomie (tylko warto±ci λmax nie odnotowuj¡ spadku). Mo»na zauwa»y¢, »e charaktery-

1Nakªadanie si¦ oznacza na przykªad, »e odcinek uko±ny o dªugo±ci 4 b¦dzie liczony jako jeden odcinek

o dªugo±ci 4, dwa odcinki o dªugo±ci 3, trzy odcinki o dªugo±ci 2 i cztery odcinki o dªugo±ci 1.
2Skumulowanie oznacza, »e zamiast odcinków o konkretnej dªugo±ci jest brana pod uwag¦ liczba

odcinków o co najmniej tej dªugo±ci.
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Rysunek 4.51: Rozkªady dªugo±ci odcinków uko±nych: Pl, P ∗l , Φl i Φ∗l dla pr¡du wyªadowania.

styczna zmienno±¢ sygnaªu jest silnie skorelowana z nat¦»eniem harmonicznych BM, co
zaobserwowano w PSD (Rysunek 4.13).

W przypadku pr¡du wyªadowania dane reprezentuj¡ proces deterministyczny dla ca-
ªego zakresu badanego napi¦cia wyªadowania. W przeciwie«stwie do pr¡du jonowego
wska¹niki RR, L i ENTR nie s¡ ze sob¡ skorelowane. Krzywa zmian parametru RR

odpowiadaj¡cego za ilo±¢ punktów na wykresie i krzywa zmian parametru TT odpowia-
daj¡cego za ±redni¡ dªugo±¢ odcinka pionowego maj¡ podobny przebieg jak w przypadku
pr¡du jonowego, co pozostaje zgodne z analiz¡ wizualn¡ diagramów RP.

4.5 Symetryzowany wzór kropkowy

Tak jak to zostaªo przedstawione w rozdziale 2.2.8, metoda symetryzowanego wzoru krop-
kowego SDP jest jako±ciow¡ metod¡ wizualizacji funkcji korelacji w szeregach czasowych,
ale pozwala równie» na wyznaczenie poziomu entropii informacyjnej Shannona. By uªa-
twi¢ interpretacj¦ sposobu zachowywania si¦ badanego ukªadu, dane s¡ odwzorywowane
w sposób, który sztucznie indukuje symetri¦. Poni»ej zostaªy zaprezentowane wyniki za-
stosowania tej metody do danych pomiarowych dla silnika KLIMT dla stosunku pr¡dów
w cewkach Iinn/Iout równego 7.0 A do 4.0 A (pomiary 2 - 43).

Do konstrukcji wszystkich wykresów SDP umieszczonych w tym rozdziale wzi¦to pod
uwag¦ pierwsze 100 tys. punktów pomiarowych (co stanowiªo 1 / 10 sygnaªu o dªugo±ci 20

ms). Za k¡t ζ odpowiadaj¡cy przyrostowi wykresu przyj¦ta zostaªa warto±¢ π/4, a liczba
linii odniesienia m okre±laj¡ca liczb¦ odbijaj¡cych pªaszczyzn zostaªa ustawiona na 4.
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Rysunek 4.52: Wykresy SDP dla: a) oczyszczonych i b) surowych danych pr¡du wyªadowania Id
zebranych podczas pomiaru sond¡ FC.

Natomiast opó¹nienia czasowe τ pozostawaªy zgodne z tymi wyznaczonymi w rozdziale
4.3.3.

4.5.1 Interpretacja wizualna

Pierwszym krokiem analizy SDP byªa interpretacja wizualna. Wykresy pozwoliªy na
sprawn¡ i szybk¡ wizualizacj¦ ewolucji dynamiki zebranych sygnaªów w funkcji napi¦cia
wyªadowania.

Rysunek 4.52 przedstawia wykresy SDP dla pr¡du wyªadowania Id w przypadku su-
rowych danych oraz danych oczyszczonych przy u»yciu metody Sauera opisanej w Do-
datku B. Dzi¦ki redukcji szumów udaªo si¦ odzyska¢ bardziej uporz¡dkowane ksztaªty
ni» w przypadku nieoczyszczonych sygnaªów pr¡dowych, zwªaszcza od Ud = 580 V , gdzie
wzory te wcze±niej wskazywaªy ewidentnie na szum o rozkªadzie normalnym (Rysunek
2.21). Wszystkie wyniki dotycz¡ce pr¡du wyªadowania uwidaczniaj¡ wi¦cej szczegóªów ni»
w przypadku pr¡du jonowego (Rysunek 4.53), ale tutaj równie» najwyra¹niejsza zmiana
ma miejsce przy Ud = 580 V , gdzie nast¦puje zaciemnienie wewn¦trznych cz¦±ci prze-
strzeni ograniczonych przez powstaªe struktury.

Na Rysunku 4.54 wykre±lone zostaªy diagramy SDP dla pr¡du wyªadowania po re-
dukcji szumu. Dla napi¦¢ poni»ej 580 V zasadniczy ksztaªt rozkªadu kropek zmienia si¦
w nieznacznym stopniu, a pocz¡wszy od Ud = 580 V rozkªad ulega wyra¹nej zmianie
� wn¦trza struktur ulegaj¡ wypeªnieniu przez punkty odpowiadaj¡ce zag¦szczaj¡cym si¦
trajektoriom fazowym. Podobna sytuacja ma miejsce dla oczyszczonych danych zebranych
przez sondy FP i FC (patrz Rysunek 4.53). Wyniki dla sondy FP dla niskich napi¦¢ uwi-
doczniaj¡ jednak znacznie subtelniejsze struktury ni» w przypadku sondy FC, co ±wiadczy
o tym, »e dane te byªy pocz¡tkowo mniej zaszumione i/lub zabieg oczyszczania przebiegª
dla nich wydajniej.
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Rysunek 4.53: Wykresy SDP dla oczyszczonych danych pr¡du jonowego zebranego sond¡: a) FP
oraz b) FC.

Przy niektórych napi¦ciach w SDP mo»na byªo zidenty�kowa¢ dwie ró»ne struktury.
Bardziej rozªo»yste ksztaªty odpowiadaj¡ oscylacjom BM, a mniejsze struktury le»¡ce
wewn¡trz tych ksztaªtów odpowiadaj¡ trybowi lokalnemu. Te dwie struktury mog¡ poja-
wia¢ si¦ z ró»nymi wzgl¦dnymi intensywno±ciami w zale»no±ci od stosunku wyst¦powania
okresu trybu globalnego do okresu nisko-amplitudowego (lokalnego) w próbce danych
u»ytej do wytworzenia SDP.

Podsumowuj¡c analiz¦ wizualn¡ mo»na stwierdzi¢, »e wykresy SDP wyra¹nie pokazuj¡,
»e dynamika sygnaªu przy wysokich napi¦ciach (Ud ≥ 580 V ) posiada inny charakter.
Nagªa zmiana dynamiki pr¡du jonowego oraz pr¡du wyªadowania przy 580 V , ma zwi¡zek
z przej±ciem pracy silnika do trybu lokalnego.

4.5.2 Entropia

Drugim etapem analizy SDP byªo obliczenie entropii Shannona dla danych eksperymen-
talnych silnika Halla i porównanie jej poziomu dla kilku ukªadów referencyjnych przed-
stawionych w rozdziale 2.2.8. Aby tego dokona¢ stworzono diagramy g¦sto±ciowe.

Na Rysunku 4.55 przedstawione zostaªy rozkªady g¦sto±ci odpowiadaj¡ce wykresom
SDP z Rysunku 4.54. Punkty na strukturach rozkªadaj¡ si¦ mniej wi¦cej równomiernie dla
napi¦¢ Ud nieprzekraczaj¡cych 580 V . Po przej±ciu pracy silnika w tryb lokalny obserwuje
si¦ zag¦szczenie punktów wykresu SDP w ±rodkach utworzonych ksztaªtów, co przypomina
rozkªad punktów dla szumu Gaussa (Rysunek 2.24).

Przykªady wyznaczenia entropii ENTRSDP zostaªy przedstawione na Rysunku 4.56.
Wida¢, »e wraz ze wzrostem liczby kwadratów, na które dzieli si¦ wykres g¦sto±ciowy
przy danej liczbie próbkowanych obszarów N , poziom entropii podzielonej przez log2(N2)

si¦ stabilizuje. Rysunek 4.57 przedstawia unormowan¡ w ten sposób entropi¦ ENTRSDP
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Rysunek 4.54: Wykresy SDP dla oczyszczonych danych Id zebranych podczas pomiaru sond¡ FP.
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Rysunek 4.55: Wykresy g¦sto±ciowe SDP dla oczyszczonych danych Id zebranych podczas pomiaru
sond¡ FP.
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Rysunek 4.56: Przykªad wyznaczenia entropii ENTRSDP w oczyszczonych danych pomiarowych
pr¡du jonowego zebranego przez sond¦ FC dla dwóch napi¦¢ wyªadowania.

Rysunek 4.57: Unormowana entropia ENTRSDP wyznaczona dla oczyszczonych danych pomia-
rowych. Zaznaczono te» poziomy entropii sygnaªu periodycznego na przykªadzie sinusoidy, ukªadu
Lorenza, modelu L-V dla kilku warto±ci parametru ω, biaªego szumu i szumu o rozkªadzie normalnym
obliczone t¡ sam¡ metod¡.

dla oczyszczonych danych dotycz¡cych pomiarów wykonanych sondami FC i FP oraz dla
wykonywanych jednocze±nie pomiarów pr¡du wyªadowania. Wszystkie wyniki zgodnie
wykazuj¡ do±¢ szybki spadek entropii w funkcji rosn¡cego napi¦cia dla niskich napi¦¢ wy-
ªadowania (Ud poni»ej 350 V ), znacznie wolniejszy spadek dla napi¦¢ po±rednich i bardzo
szybki wzrost (dla napi¦¢ powy»ej 550 V ). Dla najwy»szych napi¦¢ (Ud ≥ 580 V ) mo»na
stwierdzi¢, »e entropia ENTRSDP dla wszystkich sygnaªów pr¡dowych pozostaje mniej
wi¦cej stabilna i osi¡ga warto±ci zbli»one do warto±ci entropii dla szumu o rozkªadzie
normalnym, co pozostaje zgodne z analiz¡ wizualn¡.

Podsumowuj¡c powy»sza analiza wykazaªa, »e dla wysokich napi¦¢ sygnaª wykazuje
raczej zachowanie losowe tzn. osi¡ga poziom entropii obserwowanej dla szumu Gaussa,
chocia» poziom unormowanej entropii ENTRSDP w tym zakresie le»y na podobnym po-
ziomie co dla modelu L-V przy ω = 2.7 (przypadek nie chaotyczny) i jest nieznacznie
wy»szy od poziomu dla ukªadu Lorenza. Mo»na te» stwierdzi¢, »e entropia przyjmuje naj-
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ni»sze warto±ci dla ±rednich warto±ci napi¦cia wyªadowania (od Ud = 350 V do 550 V ),
tam gdzie wska¹nik RR jest najwy»szy. Wtedy poziom entropii znajduje si¦ pomi¦dzy
poziomem entropii dla modelu L-V przy ω = 3.766 (przypadek chaotyczny) a poziomem
entropii dla sinusoidy.
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Podsumowanie

Chocia» silnik Halla jest równie» nazywany stacjonarnym silnikiem plazmowym i mo»e
dziaªa¢ niemal»e stabilnie tak dªugo, jak dostarczana jest energia i paliwo, niestabilno±ci
plazmy powoduj¡ oscylacje pr¡du wyªadowania w bardzo szerokim zakresie cz¦stotliwo±ci.
Pojawienie si¦ gª¦bokich oscylacji pr¡du wyªadowania stanowi wa»ny problem, poniewa»
dziaªaj¡ one niekorzystnie na wydajno±¢ silnika i mog¡ uszkodzi¢ jednostk¦ zasilaj¡c¡.

Gªównym celem tej dysertacji byªo sprawdzenie, czy w przebiegach pr¡dowych mo»na
wykry¢ niskowymiarow¡ dynamik¦ chaotyczn¡. Podczas gdy analiz¦ oscylacji przeprowa-
dzano zwykle ograniczaj¡c si¦ tylko do pr¡du wyªadowania, w niniejszej pracy zbadano
równie» oscylacje pr¡du jonowego, niezakªócone przez pr¡d elektronowy. Ze wzgl¦du na
to, »e w zebranych danych pomiarowych wyst¦powaª znaczny poziom szumu, zastosowano
odpowiedni¡ metod¦ jego redukcji.

W rozprawie doktorskiej zastosowano szeroki wachlarz metod badawczych dotycz¡cych
analizy nieliniowej dynamiki szeregów czasowych. Obejmowaªy one analiz¦ widm mocy,
diagramy bifurkacyjne i badanie zjawiska intermitencji, jak równie» rekonstrukcj¦ prze-
strzeni fazowych i stworzenie map Poincarégo. Ponadto obliczono wymiar korelacyjny
atraktorów, oszacowano najwi¦kszy wykªadnik Lapunowa, stworzono wykresy rekuren-
cyjne oraz dokonano ich analizy ilo±ciowej. Oprócz tego wykre±lono równie» symetryzo-
wane wzory kropkowe. Wymienione powy»ej techniki wykrywania zachowa« chaotycznych
zostaªy po raz pierwszy zastosowane do tego typu danych w tak szerokim zakresie. Uzy-
skanych rezultatów jeszcze nigdzie nie publikowano, poza wst¦pnymi badaniami przed-
stawionymi w artykule [123], gdzie zastosowano tylko kilka z u»ytych tutaj wska¹ników
chaosu do nieoczyszczonych sygnaªów pr¡du jonowego.

5.1 Konkluzje

Od czasu pierwszych konstruktorów i badaczy zastanawiano si¦ w jaki sposób kategory-
zowa¢ zachowanie si¦ silnika Halla podczas zmiany parametrów operacyjnych. W trakcie
przeprowadzanej tu analizy badano szeregi czasowe pod wzgl¦dem wyst¦powania zacho-
wa« chaotycznych, co pozwoliªo na stworzenie podwalin nowej kategoryzacji.

Przy pomocy diagramów bifurkacyjnych, widm mocy PSD oraz wykresów sko±no±ci
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i kurtozy w funkcji napi¦cia wyªadowania Ud zidenty�kowano gªówne obszary, w których
zmieniaªa si¦ dynamika przebiegów pr¡dowych wraz ze wzrostem napi¦cia wyªadowania.
Ze wzgl¦du na rozszczelnienie dystrybutora gazu w silniku HIKHET niemo»liwe staªo si¦
przeprowadzenie rzetelnych bada« tego protopypu. Dlatego analiz¦ pod wzgl¦dem zacho-
wa« chaotycznych przedstawiono tylko dla silnika KLIMT wybieraj¡c reprezentatywn¡
grup¦ danych, gdy silnik pracowaª przy kon�guracji pr¡dów w cewkach 7.0 A / 4.0 A.
Dzi¦ki temu udaªo sie wyró»ni¢ pi¦¢ regionów pracy silnika w funkcji rosn¡cego napi¦cia
wyªadowania Ud:

1. Dla napi¦cia wyªadowania poni»ej 350 V wyst¦powaª re»im oscylacji BM (tryb glo-
balny pracy silnika) ksztaªtem zbli»onych do sinusoidy z cz¦stotliwo±ci¡ podsta-
wow¡ w zakresie 20-30 kHz, gdzie amplituda tych oscylacji pozostawaªa wzgl¦dnie
niewielka.

2. Dla Ud z przedziaªu od okoªo 350 V do 450 V wyst¦powaªo przej±cie od oscylacji
sinusoidalnych do bardziej piªoksztaªtnych pulsacji charakteryzuj¡cych si¦ wy»szym
nat¦»eniem harmonicznych BM w widmie mocy oraz zwi¦kszaniem si¦ amplitudy
tych oscylacji wraz ze wzrostem napi¦cia wyªadowania.

3. Dla napi¦cia z przedziaªu od 450 V do 500 V oscylacje BM nadal miaªy charakter
pulsacyjny, lecz zacz¦ªy si¦ pojawia¢ przeª¡czenia mi¦dzy globalnym trybem pracy
silnika a trybem lokalnm. Tryb lokalny charakteryzowaª si¦ oscylacjami o niskiej
amplitudzie i nieregularnym przebiegu.

4. Dla przedziaªu 500 V< Ud ≤ 550 V przeª¡czenia mi¦dzy trybami zanikn¦ªy, a ukªad
wróciª do re»imu wysokoamplitudowych oscylacji trybu globalnego. Nat¦»enie har-
monicznych w widmie wci¡» wzrastaªo.

5. Po przekroczeniu napi¦cia Ud równego okoªo 580 V nast¡piªo nagªe przej±cie pracy
silnika do re»imu lokalnego, charakteryzuj¡cego si¦ niskoamplitudowymi oscylacjami
i zanikiem harmonicznych w widmie oraz wyra¹nym wzmocnieniem si¦ piku przy
okoªo 250 kHz odpowiadaj¡cego cz¦stotliwo±ci przej±cia jonów (transit time oscilla-
tions). Silnik pozostaª w tym trybie oscylacji dla wszystkich wy»szych przebadanych
warto±ci napi¦cia (590 V ≤ Ud ≤ 700 V ).

Powy»ej opisane regiony odró»niono pionowymi liniami przerywanymi na Rysunkach 5.1
i 5.2 przedstawiaj¡cych diagramy bifurkacyjne, widma mocy oraz sko±no±¢ i kurtoz¦
w funkcji napi¦cia wyªadowania kolejno dla pr¡du jonowego i pr¡du wyªadownia. Ró»nica
w dynamice pr¡du wyªadowania i pr¡du jonowego wynika z faktu, »e pr¡d zebrany przez
sond¦ zawiera tylko skªadow¡ jonow¡, a Id obejmuje równie» udziaª elektronów. Nale»y te»
wzi¡¢ pod uwag¦ ró»ny czas przelotu zebranych jonów o odmiennych stopniach jonizacji
od silnika do sondy, co nie ma miejsca w przypadku pr¡du wyªadowania.

Zaobserwowano, »e oscylacje trybu BM ulegaj¡ pewnej ewolucji objawiaj¡cej si¦ zmia-
n¡ sko±no±ci i kurtozy wraz ze wzrostem przykªadanego napi¦cia, co wskazuje na jako-
±ciow¡ zmian¦ dynamiki tych oscylacji. Zmian¦ ksztaªtu oscylacji wyst¦puj¡cej podczas
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Rysunek 5.1: G¦sto±ciowy diagram bifurkacyjny, widmo mocy oraz kurtoza i sko±no±¢ w funkcji
napi¦cia wyªadowania dla pr¡du jonowego.



5.1. Konkluzje 175

Rysunek 5.2: G¦sto±ciowy diagram bifurkacyjny, widmo mocy oraz kurtoza i sko±no±¢ w funkcji
napi¦cia wyªadowania dla pr¡du wyªadowania Id.
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pracy silnika w trybie BM mo»na wyja±ni¢ tym, »e wraz ze stopniowym wzrostem napi¦-
cia wyªadowania Ud, pr¦dko±¢ jonów przyspieszanych przez pole elektryczne sukcesywnie
ro±nie, co powoduje szybszy ubytek jonów w obszarze jonizacji. W konsekwenacji nast¦-
puje wydªu»enie czasu podczas którego strefa jonizacyjna pozostaje przesuni¦ta w gª¡b
kanaªu silnika, gdzie nate»¦nie pola magnetycznego jest sªabsze i jonizacja staje si¦ mniej
efektywna. Natomiast podczas trwania re»imu lokalnego poªo»enie efektywnej strefy joni-
zacyjnej nie podlega a» tak gª¦bokim wahaniom, bez wzgl¦du na siª¦ pola elektrycznego.

Obserwacje nietrywialnej dynamiki przebiegów pr¡dowych zwi¡zane z wyst¦powaniem
intermitencji i powstaniem struktury na diagramie bifurkacyjnym zbli»onej do bifurkacji
Hopfa, dawaªy wystarczaj¡c¡ motywacj¦ do dalszego badania hipotezy istnienia chaosu,
chocia» nie dostarczaªy jeszcze »adnych dowodów na poparcie tej hipotezy.

W zwi¡zku z tym przeprowadzono równie» rekonstrukcj¦ przestrzeni fazowej przebie-
gów pr¡du wyªadowania oraz pr¡du jonowego przy pomocy metody opó¹nie« czasowych
Takensa, która pozwoliªa zidenty�kowa¢ obecno±¢ atraktorów zarówno dla trybu global-
nego BM, jak i trybu lokalnego. Wymiar korelacyjny DG tych atraktorów szacowano
dla peªnego zakresu napi¦cia wyªadowania, ale niecaªkowite warto±ci równe okoªo 1.2 dla
pr¡du wyªadowania i okoªo 1.4 dla pr¡du jonowego (patrz Rysunki 5.3 i 5.4) , do±¢ stabilne
wzgl¦dem parametru kontrolnego Ud, stwierdzono tylko dla zakresu 300 V≤ Ud ≤ 550 V,
i tylko dla oscylacji trybu oddechowego, co wskazuje na obecno±¢ dziwnego atraktora
dla tych warunków. W przypadku trybu lokalnego podczas badania caªki korelacjyjnej
C(R) nie pojawiª si¦ obszar mniej wi¦cej staªych warto±ci (obszar skalowania). Mo»e to
oznacza¢ albo wysokowymiarow¡ natur¦ trybu lokalnego (np. z powodu turbulentnego za-
chowania plazmy w tym re»imie), albo zbyt du»e zanieczyszczenie szumem. Identy�kacja
dziwnego atraktora o niskim wymiarze niecaªkowitym jest mocnym argumentem przema-
wiaj¡cym za wyst¦powaniem w trybie BM niskowymiarowego chaosu deterministycznego
w dynamice obydwu przebiegów pr¡dowych.

Mapy Poincarégo pozwoliªy zobrazowa¢ wªasno±ci atraktorów, redukuj¡c przestrze«
fazow¡ do dwóch wymiarów. Metoda stroboskopowa konstrukcji tych map wykazaªa, »e
dynamiki badanego ukªadu nie da si¦ sprowadzi¢ do dominuj¡cego zachowania okresowego,
poniewa» stworzone w ten sposób mapy rozci¡gaªy si¦ na caª¡ przestrze« fazow¡ pokryt¡
atraktorem, podczas gdy ukªad okresowy lub quasi-okresowy byªby reprezentowany przez
ograniczon¡ liczb¦ punktów. Fakt ten wzmacnia hipotez¦ o chaotycznym zachowaniu
sygnaªu. Nast¦pnie przy zastosowaniu standardowej techniki tworzenia map Poincarégo
zobrazowano regiony, w których atraktor przecina wybran¡ pªaszczyzn¦. Punkty skupiaªy
si¦ w kilku preferowanych obszarach nawet w przypadku danych powy»ej Ud = 580 V ,
co stanowi dowód na to, »e atraktory równie» w przypadku wysokiego napi¦cia posiadaj¡
zwart¡ struktur¦ w postaci zdeformowanego dysku.

Poniewa» chaotyczna dynamika charakteryzuje si¦ wykªadnicz¡ dywergencj¡ s¡sied-
nich trajektorii w przestrzeni fazowej, wyznaczenie dodatniej warto±ci dla najwi¦kszego
wykªadnika Lapunowa λmax jest jednym z najsilniejszych argumentów, które mog¡ po-
twierdzi¢ hipotez¦ obecno±ci chaosu deterministycznego. Stwierdzono, »e dla sygnaªów
pr¡dowych w caªym zbadanym zakresie napi¦cia Ud (300 V � 700 V ) warto±ci λmax miesz-
cz¡ si¦ w przedziale 20 � 40 ms−1 (patrz Rysunki 5.3 i 5.4), co odpowiada zakresowi
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25 � 30 kHz cz¦stotliwo±ci podstawowej oscylacji BM. Oznacza to, »e przewidywalno±¢
zachowa« systemu szybko zanika dla czasu dªu»szego ni» okres oscylacji BM. Poniewa»
badane funkcje rozbie»no±ci trajektorii, pomimo zastosowania specjalnej procedury re-
dukcji szumu w sygnale u»ytym do ich wyznaczenia, wci¡» wykazywaªy silne �uktuacje,
wyznaczone warto±ci λmax i ich niepewno±ci mog¡ by¢ obci¡»one przez efekty nieuwzgl¦d-
nione w analizie. Dlatego te» na tym etapie nie mo»na caªkowicie wykluczy¢ mo»liwo±ci
zawy»enia warto±ci λmax. Niemniej jednak w celu wery�kacji metody wyznaczania λmax
zastosowanej do danych eksperymentalnych, poddano testom t¦ metod¦ w zastosowaniu
do kilku modelowych ukªadów referencyjnych. Wyniki uzyskane po wprowadzeniu do tych
ukªadów szumu o ró»nym nasileniu, a nast¦pnie jego redukcji t¡ sam¡ technik¡, wykazaªy,
»e wykrycie obecno±ci zachowa« chaotycznych jest mo»liwe nawet dla znacznej domieszki
szumu w sygnale.

Do analizy zªo»onej dynamiki sygnaªu wykorzystano tak»e wykresy rekurencyjne RP,
poddaj¡c je analizie ilo±ciowej (RQA). Zastosowanie RQA potwierdziªo obecno±¢ regio-
nów zidenty�kowanych wcze±niej dzi¦ki diagramom bifurkacynym czy PSD, dla których
to regionów uzyskano wiele dodatkowych informacji. Dla warto±ci napi¦cia Ud le»¡cych
w zakresie 300 V ≤ Ud ≤ 550 V diagramy RP wskazaªy na dynamik¦ zdominowan¡
przez oscylacje BM, ale wyst¦powaªy te» cz¦ste i regularne zaniki przewidywalno±ci, co
objawiaªo si¦ powstawaniem na RP pasów pozbawionych punktów. Turbulentne wahania
o maªej skali czasowej miaªy wi¦ksz¡ intensywno±¢ przy wy»szm napi¦ciu wyªadowania (Ud
> 580 V ). Najwa»niejsze wyniki analizy RQA zebrano na Rysunkach 5.3 i 5.4 odpowied-
nio dla pr¡du jonowego zebranego sond¡ FP i pr¡du wyªadowania. Pi¦¢ zakresów warto±ci
napi¦cia wyªadowania charakteryzowaªo si¦ ró»nymi warto±ciami wska¹ników RQA.

Dodatkowo podczas analizy przeprowadzanej w dysertacji zastosowano alternatywn¡
metod¦ wizualizacji dynamiki zªo»onego systemu opart¡ na symetryzowanym wykresie
kropkowym (SDP). Chocia» metoda ta nie wniosªa nowych informacji w porówananiu
do metod opisanych powy»ej, okazaªa si¦ ona szybkim i eleganckim sposobem wizual-
nej identy�kacji powtarzaj¡cych si¦ zachowa« wyst¦puj¡cych w sygnale. Diagramy SDP
dla pr¡du jonowego i pr¡du wyªadowania umo»liwiªy identy�kacj¦ przej±cia z trybu oscy-
lacyjnego (prawie sinusoidalnego) do pulsacyjnego, identy�kacj¦ intermitencji w postaci
przerywania trybu BM re»imem lokalnym wyst¦puj¡c¡ przy napi¦ciach po±rednich oraz
przej±cie do re»imu lokalnego dla Ud > 550 V . Poziom entropii Shannona wyznaczony
przy pomocy diagramów g¦sto±ciowych przedstawiono równie» na Rysunkach 5.3 i 5.4.

Zmiana wygl¡du wi¡zki plazmowej uwidoczniona na zdj¦ciach (Rysunek 4.1) byªa nie
tylko kosmetyczna � towarzyszyªy jej istotne zmiany w rozkªadzie k¡towym jonów, prze-
biegu pr¡du wyªadowania i widmie (PSD), a tak»e wydajno±ci silnika. Najwi¦kszy caª-
kowity pr¡d jonowy obserwowany jest w obszarze przej±cia mi¦dzy gª¦bokimi oscylacjami
trybu oddechowego (globalnego) a oscylacjami trybu lokalnego, co zostaªo przedstawione
na Rysunku 5.5, gdzie zebrano wszystkie najwa»niejsze parametry dotycz¡ce wydajno±ci
silnika KLIMT.
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Rysunek 5.3: Wykres górny: najwi¦kszy wykªadnik Lapunowa λmax, cz¦stotliwo±¢ podstawowej
oscylacji BM fBM , entropia K2 oraz wymiar fraktalny DG dla pr¡du jonowego w funkcji napi¦cia
wyªadowania. Dolny wykres: wyniki analizy ilo±ciowej wykresów rekurencyjnych w funkcji napi¦cia Ud
obejmuj¡ce: determinizm DET , laminarno±¢ LAM , ±redni¡ dªugo±¢ odcinków uko±nych L, ±redni¡
dªugo±¢ konstrukcji pionowych TT , stopie« rekurencji RR. Na wykresie umieszczono równie» unor-
mowan¡ entropi¦ Shannona ENTRSDP . Wszystkie uzyskane warto±ci RQA zostaªy unormowane
(1 odpowiada danej warto±ci maksymalnej, podanej w legendzie wykresu). Pionowe linie oddzielaj¡
poszczególne regiony, w których praca silnika ulegaªa najwi¦kszym zmianom.
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Rysunek 5.4: Wykres górny: najwi¦kszy wykªadnik Lapunowa λmax, cz¦stotliwo±¢ podstawowej
oscylacji BM fBM , entropia K2 oraz wymiar fraktalny DG dla pr¡du wyªadowania w funkcji napi¦cia
wyªadowania. Dolny wykres: wyniki analizy ilo±ciowej wykresów rekurencyjnych w funkcji napi¦cia Ud
obejmuj¡ce: determinizm DET , laminarno±¢ LAM , ±redni¡ dªugo±¢ odcinków uko±nych L, ±redni¡
dªugo±¢ konstrukcji pionowych TT , stopie« rekurencji RR. Na wykresie umieszczono równie» unor-
mowan¡ entropi¦ Shannona ENTRSDP . Wszystkie uzyskane warto±ci RQA zostaªy unormowane
(1 odpowiada danej warto±ci maksymalnej, podanej w legendzie wykresu). Pionowe linie oddzielaj¡
poszczególne regiony, w których praca silnika ulegaªa najwi¦kszym zmianom.



180 Rozdziaª 5. Podsumowanie

Rysunek 5.5: Siªa ci¡gu T , impuls wªa±ciwy Isp, wydajo±¢ silnika η, caªkowity pr¡d jonowy Ii,
wydajno±¢ ze wzgl¦du na rozbie»no±¢ wi¡zki ηθ i stosunek siªy ci¡gu do mocy wyªadowania T/Pd oraz
wykorzystanie gazu, czyli stosunek caªkowitego pr¡du jonowego do pr¡du wyªadowania Ii/Id w funkcji
napi¦cia wyªadowania. Wszystkie uzyskane warto±ci zostaªy unormowane, w legendzie podano ich
warto±ci maksymalne. Pionowe linie oddzielaj¡ poszczególne regiony, w których praca silnika ulegaªa
najwi¦kszym zmianom.

Podsumowuj¡c nale»y podkre±li¢, »e w poszukiwaniach zachowa« chaotycznych istotne
byªo u»ycie ró»nych, dopeªniaj¡cych si¦ metod, co pozwoliªo dodatkowo oceni¢ ich przy-
datno±¢ i ograniczenia. Poniewa» zarówno pr¡d wyªadowania jak i pr¡d jonowy w za-
kresie napi¦cia Ud do 550 V posiadaj¡ atraktory i niecaªkowite wymiary fraktalne oraz
dodatni wykªadnik Lapunowa, mo»na wysun¡¢ wniosek, »e w przebiegach pr¡dowych sil-
nika Halla wykryto niskowymiarowy chaos deterministyczny. Przej±cie oscylacji do trybu
nisko-amplitudowego (lokalnego), gdzie na nieregularne oscylacje nakªada si¦ stosunkowo
silny szum i gdzie nie udaªo si¦ wyznaczy¢ wymiaru fraktalnego, powoduje skokowy wzrost
siªy ci¡gu. Mo»na zatem wnioskowa¢, »e zanik silnych oscylacji o chaotycznym charakte-
rze, wªa±ciwych dla trybu globalnego, powoduje znaczne zwi¦kszenie wydajno±ci silnika.

5.2 Perspektywy

Dalsza bardziej dogª¦bna analiza przebiegów pr¡dowych pozwoliªaby na jeszcze dokªad-
niejsze porówanie wydajno±ci silnika podczas pojawiania si¦ w nich zachowa« chaotycz-
nych. Bior¡c pod uwag¦ caª¡ wiedz¦ zdobyt¡ po przeprowadzonych na szerok¡ skal¦
badaniach zachowa« chaotycznych plazmy, bez trudu mo»na j¡ b¦dzie zastosowa¢ do ko-
lejnych wersji prototypów silników Halla nie tylko projektowanych w IFPiLM, ale równie»
w innych o±rodkach badawczych zajmuj¡cych si¦ tym tematem. W szczególno±ci b¦dzie
mo»na kontynuowa¢ te badania dla silnika HIKHET po wymianie dystrybutora gazu, co
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pozwoli okresli¢ zachowania chaotyczne dla silnika o nieco odmiennej geometrii. Poza
tym zaprezentowane tutaj wnioski mog¡ sta¢ si¦ podstaw¡ do opracowania peªniejszych
modeli teoretycznych, zwªaszcza dotycz¡cych ró»nych trybów oscylacji.

Badania przeprowadzone na potrzeby tej rozprawy doktorskiej dostarczaj¡ wskazówek
co do wyboru technik bada« chaosu w odniesieniu do rzeczywistych ukªadów �zycznych,
które mog¡ by¢ pomocne do analizowania przebiegów pr¡dowych innych urz¡dze« plazmo-
wych. Zatem chocia» pierwotnym celem tej pracy byªo zbadanie mo»liwego pojawienia
si¦ zachowania chaotycznego w przebiegach pr¡dowych silnika Halla, przedstawione tutaj
metody analizy mo»na równie» zastosowa¢ do urz¡dze« plazmowych wysokotemperatu-
rowych (tokamaków i stelleratorów), gdzie równie» zaobserwowano przejawy zachowa«
chaotycznych.



Dodatek A

Tabela zbiorcza dokonanych pomiarów

Lp silnik etap data Ud Iinn Iout FC FP FC old T

1 KLIMT I 20.05.2020 300 7.0 4.0
√ √

-
√

2 KLIMT I 20.05.2020 300 7.0 4.0
√ √

- -

3 KLIMT I 20.05.2020 310 7.0 4.0
√ √

- -

4 KLIMT I 20.05.2020 320 7.0 4.0
√ √

- -

5 KLIMT I 20.05.2020 330 7.0 4.0
√ √

- -

6 KLIMT I 20.05.2020 340 7.0 4.0
√ √

- -

7 KLIMT I 20.05.2020 350 7.0 4.0
√ √

- -

8 KLIMT I 20.05.2020 360 7.0 4.0
√ √

- -

9 KLIMT I 20.05.2020 370 7.0 4.0
√ √

- -

10 KLIMT I 20.05.2020 380 7.0 4.0
√ √

- -

11 KLIMT I 20.05.2020 390 7.0 4.0
√ √

- -

12 KLIMT I 20.05.2020 400 7.0 4.0
√ √

- -

13 KLIMT I 20.05.2020 410 7.0 4.0
√ √

- -

14 KLIMT I 20.05.2020 420 7.0 4.0
√ √

- -

15 KLIMT I 20.05.2020 430 7.0 4.0
√ √

- -

16 KLIMT I 20.05.2020 440 7.0 4.0
√ √

- -

17 KLIMT I 20.05.2020 450 7.0 4.0
√ √

- -

18 KLIMT I 20.05.2020 455 7.0 4.0
√ √

- -

19 KLIMT I 20.05.2020 460 7.0 4.0
√ √

- -

20 KLIMT I 20.05.2020 465 7.0 4.0
√ √

- -

21 KLIMT I 20.05.2020 470 7.0 4.0
√ √

- -

22 KLIMT I 20.05.2020 475 7.0 4.0
√ √

- -

23 KLIMT I 20.05.2020 480 7.0 4.0
√ √

- -

24 KLIMT I 20.05.2020 490 7.0 4.0
√ √

- -

25 KLIMT I 20.05.2020 500 7.0 4.0
√ √

- -

26 KLIMT I 20.05.2020 510 7.0 4.0
√ √

- -

27 KLIMT I 20.05.2020 520 7.0 4.0
√ √

- -

28 KLIMT I 20.05.2020 530 7.0 4.0
√ √

- -

29 KLIMT I 20.05.2020 540 7.0 4.0
√ √

- -

30 KLIMT I 20.05.2020 550 7.0 4.0
√ √

- -

31 KLIMT I 20.05.2020 580 7.0 4.0
√ √

- -

32 KLIMT I 20.05.2020 590 7.0 4.0
√ √

- -

33 KLIMT I 20.05.2020 600 7.0 4.0
√ √

- -

34 KLIMT I 20.05.2020 610 7.0 4.0
√ √

- -

35 KLIMT I 20.05.2020 620 7.0 4.0
√ √

- -
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36 KLIMT I 20.05.2020 630 7.0 4.0
√ √

- -

37 KLIMT I 20.05.2020 640 7.0 4.0
√ √

- -

38 KLIMT I 20.05.2020 650 7.0 4.0
√ √

- -

39 KLIMT I 20.05.2020 660 7.0 4.0
√ √

- -

40 KLIMT I 20.05.2020 670 7.0 4.0
√ √

- -

41 KLIMT I 20.05.2020 680 7.0 4.0
√ √

- -

42 KLIMT I 20.05.2020 690 7.0 4.0
√ √

- -

43 KLIMT I 20.05.2020 700 7.0 4.0
√ √

- -

44 KLIMT I 20.05.2020 700 7.0 4.0
√ √

-
√

45 KLIMT II 15.06.2020 300 7.0 4.0
√ √

-
√

46 KLIMT II 15.06.2020 330 7.0 4.0
√ √

-
√

47 KLIMT II 15.06.2020 350 7.0 4.0
√ √

-
√

48 KLIMT II 15.06.2020 400 7.0 4.0
√ √

-
√

49 KLIMT II 15.06.2020 440 7.0 4.0
√ √

-
√

50 KLIMT II 15.06.2020 450 7.0 4.0
√ √

-
√

51 KLIMT II 15.06.2020 480 7.0 4.0
√ √

-
√

52 KLIMT II 15.06.2020 500 7.0 4.0
√ √

-
√

53 KLIMT II 15.06.2020 540 7.0 4.0
√ √

-
√

54 KLIMT II 15.06.2020 550 7.0 4.0
√ √

-
√

55 KLIMT II 15.06.2020 560 7.0 4.0
√ √

-
√

56 KLIMT II 15.06.2020 570 7.0 4.0
√ √

-
√

57 KLIMT II 15.06.2020 580 7.0 4.0
√ √

-
√

58 KLIMT II 15.06.2020 600 7.0 4.0
√ √

-
√

59 KLIMT II 15.06.2020 650 7.0 4.0
√ √

-
√

60 KLIMT II 15.06.2020 700 7.0 4.0
√ √

-
√

61 KLIMT III a 17.06.2020 300 6.4 3.7
√ √

-
√

62 KLIMT III a 17.06.2020 300 6.4 3.7
√ √

- -

63 KLIMT III a 17.06.2020 310 6.4 3.7
√ √

- -

64 KLIMT III a 17.06.2020 320 6.4 3.7
√ √

- -

65 KLIMT III a 17.06.2020 330 6.4 3.7
√ √

- -

66 KLIMT III a 17.06.2020 340 6.4 3.7
√ √

- -

67 KLIMT III a 17.06.2020 350 6.4 3.7
√ √

- -

68 KLIMT III a 17.06.2020 360 6.4 3.7
√ √

- -

69 KLIMT III a 17.06.2020 370 6.4 3.7
√ √

- -

70 KLIMT III a 17.06.2020 380 6.4 3.7
√ √

- -

71 KLIMT III a 17.06.2020 390 6.4 3.7
√ √

- -

72 KLIMT III a 17.06.2020 400 6.4 3.7
√ √

- -

73 KLIMT III a 17.06.2020 410 6.4 3.7
√ √

- -

74 KLIMT III a 17.06.2020 420 6.4 3.7
√ √

- -

75 KLIMT III a 17.06.2020 430 6.4 3.7
√ √

- -

76 KLIMT III a 17.06.2020 440 6.4 3.7
√ √

- -

77 KLIMT III a 17.06.2020 450 6.4 3.7
√ √

- -

78 KLIMT III a 17.06.2020 460 6.4 3.7
√ √

- -

79 KLIMT III a 17.06.2020 470 6.4 3.7
√ √

- -

80 KLIMT III a 17.06.2020 480 6.4 3.7
√ √

- -

81 KLIMT III a 17.06.2020 490 6.4 3.7
√ √

- -

82 KLIMT III a 17.06.2020 500 6.4 3.7
√ √

- -

83 KLIMT III a 17.06.2020 510 6.4 3.7
√ √

- -

84 KLIMT III a 17.06.2020 520 6.4 3.7
√ √

- -

85 KLIMT III a 17.06.2020 530 6.4 3.7
√ √

- -
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86 KLIMT III a 17.06.2020 540 6.4 3.7
√ √

- -

87 KLIMT III a 17.06.2020 550 6.4 3.7
√ √

- -

88 KLIMT III a 17.06.2020 560 6.4 3.7
√ √

- -

89 KLIMT III a 17.06.2020 570 6.4 3.7
√ √

- -

90 KLIMT III a 17.06.2020 580 6.4 3.7
√ √

- -

91 KLIMT III a 17.06.2020 600 6.4 3.7
√ √

- -

92 KLIMT III a 17.06.2020 610 6.4 3.7
√ √

- -

93 KLIMT III a 17.06.2020 620 6.4 3.7
√ √

- -

94 KLIMT III a 17.06.2020 630 6.4 3.7
√ √

- -

95 KLIMT III a 17.06.2020 640 6.4 3.7
√ √

- -

96 KLIMT III a 17.06.2020 650 6.4 3.7
√ √

- -

97 KLIMT III a 17.06.2020 660 6.4 3.7
√ √

- -

98 KLIMT III a 17.06.2020 670 6.4 3.7
√ √

- -

99 KLIMT III a 17.06.2020 680 6.4 3.7
√ √

- -

100 KLIMT III a 17.06.2020 690 6.4 3.7
√ √

- -

101 KLIMT III a 17.06.2020 700 6.4 3.7
√ √

-
√

102 KLIMT III b 19.06.2020 300 7.8 4.5
√ √

-
√

103 KLIMT III b 19.06.2020 300 7.8 4.5
√ √

- -

104 KLIMT III b 19.06.2020 310 7.8 4.5
√ √

- -

105 KLIMT III b 19.06.2020 320 7.8 4.5
√ √

- -

106 KLIMT III b 19.06.2020 330 7.8 4.5
√ √

- -

107 KLIMT III b 19.06.2020 340 7.8 4.5
√ √

- -

108 KLIMT III b 19.06.2020 350 7.8 4.5
√ √

- -

109 KLIMT III b 19.06.2020 360 7.8 4.5
√ √

- -

110 KLIMT III b 19.06.2020 370 7.8 4.5
√ √

- -

111 KLIMT III b 19.06.2020 380 7.8 4.5
√ √

- -

112 KLIMT III b 19.06.2020 390 7.8 4.5
√ √

- -

113 KLIMT III b 19.06.2020 400 7.8 4.5
√ √

- -

114 KLIMT III b 19.06.2020 410 7.8 4.5
√ √

- -

115 KLIMT III b 19.06.2020 420 7.8 4.5
√ √

- -

116 KLIMT III b 19.06.2020 430 7.8 4.5
√ √

- -

117 KLIMT III b 19.06.2020 440 7.8 4.5
√ √

- -

118 KLIMT III b 19.06.2020 450 7.8 4.5
√ √

- -

119 KLIMT III b 19.06.2020 460 7.8 4.5
√ √

- -

120 KLIMT III b 19.06.2020 470 7.8 4.5
√ √

- -

121 KLIMT III b 19.06.2020 480 7.8 4.5
√ √

- -

122 KLIMT III b 19.06.2020 490 7.8 4.5
√ √

- -

123 KLIMT III b 19.06.2020 500 7.8 4.5
√ √

- -

124 KLIMT III b 19.06.2020 510 7.8 4.5
√ √

- -

125 KLIMT III b 19.06.2020 520 7.8 4.5
√ √

- -

126 KLIMT III b 19.06.2020 530 7.8 4.5
√ √

- -

127 KLIMT III b 19.06.2020 540 7.8 4.5
√ √

- -

128 KLIMT III b 19.06.2020 550 7.8 4.5
√ √

- -

129 KLIMT III b 19.06.2020 560 7.8 4.5
√ √

- -

130 KLIMT III b 19.06.2020 570 7.8 4.5
√ √

- -

131 KLIMT III b 19.06.2020 580 7.8 4.5
√ √

- -

132 KLIMT III b 19.06.2020 590 7.8 4.5
√ √

- -

133 KLIMT III b 19.06.2020 600 7.8 4.5
√ √

- -

134 KLIMT III b 19.06.2020 610 7.8 4.5
√ √

- -

135 KLIMT III b 19.06.2020 620 7.8 4.5
√ √

- -
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136 KLIMT III b 19.06.2020 640 7.8 4.5
√ √

- -

137 KLIMT III b 19.06.2020 650 7.8 4.5
√ √

-
√

138 KLIMT III b 19.06.2020 630 7.8 4.5
√ √

- -

139 KLIMT III b 19.06.2020 600 7.8 4.5
√ √

-
√

140 KLIMT III b 19.06.2020 550 6.4 3.7
√ √

-
√

141 KLIMT III b 19.06.2020 590 6.4 3.7
√ √

- -

142 KLIMT III b 19.06.2020 600 6.4 3.7
√ √

-
√

143 HIKHET I 21.05.2021 300 3.5 2.2
√ √

-
√

144 HIKHET I 21.05.2021 300 3.5 2.2
√ √

- -

145 HIKHET I 21.05.2021 310 3.5 2.2
√ √

- -

146 HIKHET I 21.05.2021 320 3.5 2.2
√ √

- -

147 HIKHET I 21.05.2021 330 3.5 2.2
√ √

- -

148 HIKHET I 21.05.2021 340 3.5 2.2
√ √

- -

149 HIKHET I 21.05.2021 350 3.5 2.2
√ √

- -

150 HIKHET I 21.05.2021 360 3.5 2.2
√ √

- -

151 HIKHET I 21.05.2021 370 3.5 2.2
√ √

- -

152 HIKHET I 21.05.2021 380 3.5 2.2
√ √

- -

153 HIKHET I 21.05.2021 390 3.5 2.2
√ √

- -

154 HIKHET I 21.05.2021 400 3.5 2.2
√ √

- -

155 HIKHET I 21.05.2021 410 3.5 2.2
√ √

- -

156 HIKHET I 21.05.2021 420 3.5 2.2
√ √

- -

157 HIKHET I 21.05.2021 430 3.5 2.2
√ √

- -

158 HIKHET I 21.05.2021 440 3.5 2.2
√ √

- -

159 HIKHET I 21.05.2021 450 3.5 2.2
√ √

- -

160 HIKHET I 21.05.2021 460 3.5 2.2
√ √

- -

161 HIKHET I 21.05.2021 470 3.5 2.2
√ √

- -

162 HIKHET I 21.05.2021 480 3.5 2.2
√ √

- -

163 HIKHET I 21.05.2021 490 3.5 2.2
√ √

- -

164 HIKHET I 21.05.2021 500 3.5 2.2
√ √

- -

165 HIKHET I 21.05.2021 510 3.5 2.2
√ √

- -

166 HIKHET I 21.05.2021 520 3.5 2.2
√ √

- -

167 HIKHET I 21.05.2021 530 3.5 2.2
√ √

- -

168 HIKHET I 21.05.2021 540 3.5 2.2
√ √

- -

169 HIKHET I 21.05.2021 550 3.5 2.2
√ √

- -

170 HIKHET I 21.05.2021 560 3.5 2.2
√ √

- -

171 HIKHET I 21.05.2021 570 3.5 2.2
√ √

- -

172 HIKHET I 21.05.2021 580 3.5 2.2
√ √

- -

173 HIKHET I 21.05.2021 590 3.5 2.2
√ √

- -

174 HIKHET I 21.05.2021 600 3.5 2.2
√ √

- -

175 HIKHET I 21.05.2021 610 3.5 2.2
√ √

- -

176 HIKHET I 21.05.2021 620 3.5 2.2
√ √

- -

177 HIKHET I 21.05.2021 630 3.5 2.2
√ √

- -

178 HIKHET I 21.05.2021 640 3.5 2.2
√ √

- -

179 HIKHET I 21.05.2021 650 3.5 2.2
√ √

- -

180 HIKHET I 21.05.2021 660 3.5 2.2
√ √

- -

181 HIKHET I 21.05.2021 670 3.5 2.2
√ √

- -

182 HIKHET I 21.05.2021 680 3.5 2.2
√ √

- -

183 HIKHET I 21.05.2021 690 3.5 2.2
√ √

- -

185 HIKHET I 21.05.2021 710 3.5 2.2
√ √

- -

186 HIKHET I 21.05.2021 720 3.5 2.2
√ √

- -
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187 HIKHET I 21.05.2021 700 3.5 2.2
√ √

-
√

188 HIKHET II 27.05.2021 300 3.5 2.2
√ √

-
√

189 HIKHET II 27.05.2021 350 3.5 2.2
√ √

-
√

190 HIKHET II 27.05.2021 400 3.5 2.2
√ √

-
√

191 HIKHET II 27.05.2021 450 3.5 2.2
√ √

-
√

192 HIKHET II 27.05.2021 500 3.5 2.2
√ √

-
√

193 HIKHET II 27.05.2021 550 3.5 2.2
√ √

-
√

194 HIKHET II 27.05.2021 600 3.5 2.2
√ √

-
√

195 HIKHET III 16.11.2021 300 3.2 2.1
√ √ √ √

196 HIKHET III 16.11.2021 350 3.2 2.1
√ √ √ √

197 HIKHET III 16.11.2021 400 3.2 2.1
√ √ √ √

198 HIKHET III 16.11.2021 450 3.2 2.1
√ √ √ √

199 HIKHET III 16.11.2021 500 3.2 2.1
√ √ √ √

200 HIKHET III 16.11.2021 550 3.2 2.1
√ √ √ √

201 HIKHET III 16.11.2021 600 3.2 2.1
√ √ √ √

202 HIKHET III 16.11.2021 600 3.2 2.3
√ √ √ √

203 HIKHET IV 17.11.2021 300 3.2 2.3
√ √

-
√

204 HIKHET IV 17.11.2021 300 3.2 2.3
√ √ √

-

205 HIKHET IV 17.11.2021 310 3.2 2.3
√ √ √

-

206 HIKHET IV 17.11.2021 320 3.2 2.3
√ √ √

-

207 HIKHET IV 17.11.2021 330 3.2 2.3
√ √ √

-

208 HIKHET IV 17.11.2021 340 3.2 2.3
√ √ √

-

209 HIKHET IV 17.11.2021 350 3.2 2.3
√ √ √

-

210 HIKHET IV 17.11.2021 360 3.2 2.3
√ √ √

-

211 HIKHET IV 17.11.2021 370 3.2 2.3
√ √ √

-

212 HIKHET IV 17.11.2021 380 3.2 2.3
√ √ √

-

213 HIKHET IV 17.11.2021 390 3.2 2.3
√ √ √

-

214 HIKHET IV 17.11.2021 400 3.2 2.3
√ √ √

-

215 HIKHET IV 17.11.2021 410 3.2 2.3
√ √ √

-

216 HIKHET IV 17.11.2021 420 3.2 2.3
√ √ √

-

217 HIKHET IV 17.11.2021 430 3.2 2.3
√ √ √

-

218 HIKHET IV 17.11.2021 440 3.2 2.3
√ √ √

-

219 HIKHET IV 17.11.2021 450 3.2 2.3
√ √ √

-

220 HIKHET IV 17.11.2021 460 3.2 2.3
√ √ √

-

221 HIKHET IV 17.11.2021 470 3.2 2.3
√ √ √

-

222 HIKHET IV 17.11.2021 480 3.2 2.3
√ √ √

-

223 HIKHET IV 17.11.2021 490 3.2 2.3
√ √ √

-

224 HIKHET IV 17.11.2021 500 3.2 2.3
√ √ √

-

225 HIKHET IV 17.11.2021 510 3.2 2.3
√ √ √

-

226 HIKHET IV 17.11.2021 520 3.2 2.3
√ √ √

-

227 HIKHET IV 17.11.2021 530 3.2 2.3
√ √ √

-

228 HIKHET IV 17.11.2021 540 3.2 2.3
√ √ √

-

229 HIKHET IV 17.11.2021 550 3.2 2.3
√ √ √

-

230 HIKHET IV 17.11.2021 560 3.2 2.3
√ √ √

-

Tabela A.1: Tabela zawiera kolejno: numer pomiaru, nazw¦ silnika, którego pomiar dotyczyª, dat¦
wykonania pomiaru, napi¦cie wyªadowania Ud [V ], pr¡d w cewce wewn¦trzej (inn) i zewn¦trznej
(out) wyra»ony w [A], wykaz sond, które byªy u»ywane podczas tego pomiaru (symbol

√
oznacza, »e

dana sonda braªa udziaª w badaniu) oraz informacj¦, czy siªa ciagu T byªa wtedy mierzona (symbol√
oznacza, »e dokonano pomiaru siªy ci¡gu).



Dodatek B

Metoda redukcji szumów

Aby móc skorzysta¢ z algorytmu Sauera [198] sªu»¡cego do redukcji szumu w sygnale
przyjmuje si¦, »e zebrane dane s¡ wynikiem ci¡gªego procesu próbkowanego dyskretnie
i równomiernie w czasie. Zakªada si¦ równie», »e szum jest addytywny. Algorytm sta-
nowi procedur¦ iteracyjn¡, gdzie po ka»dym przej±ciu przez dane gromadzone s¡ poprawki
i skªada si¦ z pi¦ciu gªównych kroków. Metoda opiera si¦ na twierdzeniu zanurzeniowym
Takensa przy u»yciu wspóªrz¦dnych generowanych przez lokalne �ltrowanie dolnoprzepu-
stowe. Lokalnie w przestrzeni zanurzenia rozkªad wedªug warto±ci osobliwych jest wy-
korzystywany do rzutowania sygnaªu wej±ciowego wzdªu» poprawnych kierunków w prze-
strzeni, co ma na celu rozró»nienie mi¦dzy dynamik¡ a szumem. Rozkªad wedªug warto±ci
osobliwych jest metod¡ matematyczn¡ sªu»¡c¡ do redukcji wymiaru macierzy [96]. Aby
dokona¢ takiego rozkªadu u»yto funkcji svd (ang. singular value decomposition) dost¦pnej
w pakiecie Matlab.

W pierwszym kroku algorytmu nale»y caªy sygnaª podzieli¢ na równe odcinki o dªugo-
±ci w zwane oknami. Jak zasugerowano w [198] w oknie powinna si¦ znajdowa¢ pojedyncza
oscylacja badanego ukªadu (tutaj przyj¦to liczb¦ punktów pomiarowych w = 500 zawiera-
j¡c¡ si¦ w 40 µs sygnaªu, co stanowi niewiele ponad czas trwania jednej oscylacji BM). Dla
ka»dego okna oblicza si¦ dyskretn¡ transformat¦ Fouriera. Nast¦pnie nale»y wybra¢ war-
to±¢ wymiaru zanurzenia tak¡, »e: n < w (tutaj przyj¦to n = 10) i zastosowa¢ odwrotn¡
transformat¦ Fouriera dla tej pomniejszonej liczby punktów. W ten sposób uzyskuje si¦
n równomiernie rozmieszczonych próbek danego odcinka o dªugo±ci w [198]. Powy»sz¡
operacj¦ nale»y wykona¢ dla ka»dego okna od x1 do xk, gdzie k jest liczb¡ okien.

W drugim kroku algorytmu dla ka»dego okna wybiera si¦ promie« hiperkuli Rs b¦-
d¡cy przybli»onym oszacowaniem rozmiaru szumu (1 odchylenie standardowe) i znajduje
si¦ punkty ze wszystkich pozostaªych okien, które le»¡ w jej obr¦bie, gdzie wspóªrz¦dne
zanurzenia, de�niuj¡ce ±rodek kuli, w przestrzeni Rn to n liczb wyprowadzonych z odwrot-
nej transformaty Fouriera. Zanurzenie dolnoprzepustowe pozwala analizowa¢ informacje,
które s¡ nominalnie w-wymiarowe w przestrzeni n-wymiarowej, co robi znacz¡c¡ ró»nic¦
w przypadku gdy n jest maªe w porównaniu z w [198].

Trzeci krok stanowi rzutowanie punktów z s¡siedztwa (czyli punktów le»¡cych we-
wn¡trz hiperkuli) na domniemany atraktor lub przynajmniej przesuni¦cie punktów w jego
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Rysunek B.1: Transformata Fouriera dla sygnaªu z pojedynczego okna o dªugo±ci w (kolor niebieski)
oraz transformata po wyci¦ciu mocy dla wybranego przedziaªu cz¦sto±ci (kolor czerwony).

kierunku. Do wyznaczenia kierunków zbioru wektorów, które ª¡cz¡ ±rodek masy punktów
s¡siednich z punktami zanurzonymi wykorzystuje si¦ rozkªad wedªug warto±ci osobliwych
[97]. W tym miejscu algorytm wymaga dobrania przybli»onego lokalnego wymiaru za-
nurzenia badanego atraktora. W przypadku danych pochodz¡cych z eksperymentu z sil-
nikiem Halla warto±¢ lokalnego wymiaru zanurzenia zostaªa ustalona na 3, co stanowi
kompromis mi¦dzy poziomem czyszczenia, a zachowaniem zªo»ono±ci badanego sygnaªu.
Oznacza to, »e brane byªy pod uwag¦ 3 pierwsze elementy macierzy diagonalnej uzyskanej
na skutek rozkªadu na warto±ci osobliwe. Powy»ej opisane rzutowanie nale»y wykona¢ dla
ka»dego okna od x1 do xk, gromadz¡c indywidualn¡ liczb¦ poprawek dla ka»dego z nich.

W kroku czwartym, po ustaleniu poprawek niezb¦dnych do rzutowania punktów na
kierunki gªówne, wykonuje si¦ transformat¦ Fouriera dla wszystkich poprawek i przecho-
dzi si¦ do ukªadu w-punktowego poprzez wypeªnienie cz¦±ci ±rodkowej widma odpowied-
ni¡ ilo±ci¡ zer, co przedstawiono na Rysunku B.1. Powy»sz¡ procedur¦ stosuje si¦ te»
dla okien. Nast¦pnie wykorzystuj¡c fakt, »e szum nie jest skorelowany z wªa±ciwym sy-
gnaªem, tzn. dla ka»dej zanurzonej wspóªrz¦dnej szum losowy dla tej wspóªrz¦dnej ma
warto±¢ oczekiwan¡ równ¡ zero, w celu zminimalizowania wprowadzenia nowych korela-
cji w szumie, przetwarza si¦ poprawki, aby upewni¢ si¦, »e one równie» dodaj¡ si¦ do
zera. Przetwarzanie ko«cowe, polega na u±rednieniu poprawek dla danej wspóªrz¦dnej
w punktach w maªym s¡siedztwie. Nast¦pnie od ka»dej korekty odejmowana jest ±rednia
[198].

Na koniec, w pi¡tym kroku algorytmu, najpierw do surowych danych, a potem do da-
nych cz¦±ciowo oczyszczonych, dodawana jest wielokrotno±¢ obliczonej korekty z zakresu
od 0 do 1 (tutaj 0.1). Poprawki powinny by¢ dodawane po ka»dym przej±ciu czterech
opisanych wy»ej kroków dopóki stosunek sygnaªu do szumu si¦ nie ustabilizuje.

Na Rysunku B.2 przedstawiono wydajno±¢ zastosowania metody oczyszczania Sauera
na ukªadzie Lorenza. Wynika z niego, »e algorytm pozwala poprawi¢ stosunek amplitudy
sygnaªu do amplitudy szumu o okoªo 5 dB.
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Rysunek B.2: Zmiana stosunku sygnaªu do szumu SNR w funkcji kroku iteracyjnego algorytmu
Sauera w przypadku ukªadu Lorenza dla ró»nych stopni zaszumienia sygnaªu.

Rysunek B.3: �rednia kwadratowa (RMS) pr¡du jonowego zebranego sond¡ FC w procesie oczysz-
czania w funkcji kroku iteracyjnego algorytmu Sauera dla dwóch przykªadowych napi¦¢: a) Ud = 300

V , b) Ud = 650 V .

Na Rysunku B.3 zaprezentowane zostaªy przykªady w jaki sposób ±rednia kwadratowa
(RMS, ang. Root Mean Square) zmieniaªa si¦ wraz ze wzrostem iteracji, tzn. wykre±lona
zostaªa wielko±¢ redukcji szumów jako funkcja liczby przej±¢ przez dane. Wyra¹nie wida¢,
»e po pocz¡tkowym wzro±cie poziom redukcji szumów si¦ stabilizuje, co oznacza, »e po
50-tym kroku mo»na byªo zako«czy¢ procedur¦ czyszczenia. RMS wi¦ksz¡ warto±¢ osi¡ga
dla wy»szych napi¦¢, co ±wiadczy o tym, »e w ich przypadku algorytm zredukowaª wi¦kszy
poziom szumu.
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Rysunek B.4: Porównanie metody ±redniej ruchomej i metody Sauera.

Aby pokaza¢, »e metoda zwykªej ±redniej ruchomej nie odtwarza ksztaªtu atraktora
umieszczono w rozprawie równie» Rysunek B.4, na którym przedstawiono ksztaªty atrak-
torów po zastosowaniu metody ±redniej ruchomej (a) i metody Sauera (b). Panel (c)
zawiera wycinki szeregów czasowych dla oryginalnych danych, danych po wprowadzeniu
szumu oraz danych po zastosowaniu dwóch metod oczyszczania sygnaªu. Na panelu (d)
przedstawiono wydajno±¢ zastosowania obu algorytmów. Wyra¹nie wida¢, »e metoda
Sauera od pewnego kroku iteracji jest skuteczniejsza ni» metoda ±redniej ruchomej.



Dodatek C

Wyznaczanie λmax dla ukªadów

referencyjnych

Gdy sygnaªy zawieraj¡ znacz¡c¡ domieszk¦ szumu poprawn¡ warto±¢ nachylenia krzywej
rozbie»no±ci trajektorii sªu»¡cej do wyznaczenia najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa λmax
jest trudniej rozpozna¢. Na Rysunku C.1 przedstawiono funkcje rozbie»no±ci trajektorii
w przestrzeni fazowej 〈ln di(tk)〉i dla atraktora Lorenza oraz dla szumu o rozkªadzie nor-
malnym. Na tym samym rysunku umieszczono równie» funkcje 〈ln di(tk)〉i dla atraktora
Lorenza z dodanym 10 % i 50 % szumem. Nast¦pne zastosowano algorytm sªu»¡cy do
redukcji szumu i przedstawiono te same funkcje dla odczyszczonych sygnaªów.

Na przykªadzie atraktora Lorenza wyra¹nie wida¢, »e szum szczególnie wpªywa na
dopasowan¡ prost¡ w najkrótszych skalach czasowych, prowadz¡c do faªszywych oscylacji
okresowych i powoduj¡c, »e nachylenie krzywej dopasowania maleje wraz ze wzrostem
wymiaru zanurzenia, wpªywaj¡c tym samym na globaln¡ jako±¢ dopasowania. W re-
zultacie szacowana warto±¢ λmax (z 10 % szumem wynosz¡ca 0.627 ± 0.064, a z 50 %

szumem wynosz¡ca 0.447 ± 0.043) jest znacznie ni»sza ni» pierwotna (0.853 ± 0.019 dla
oryginalnego ukªadu Lorenza). Problem ten mo»na znacznie zªagodzi¢ dzi¦ki algorytmowi
redukcji szumów, który zmniejsza intensywno±¢ tych oscylacji i pozwala odzyska¢ szerszy
zakres czasowy dla dobrego dopasowania λmax. Szacowany najwi¦kszy wykªadnik Lapu-
nowa (równy odpowiednio 0.893 ± 0.03 i 0.74 ± 0.068) jest w ten sposób znacznie bli»szy
oryginalnemu, co przedstawia Rysunek C.2.

Dodatkowo na Rysunku C.3 zaprezentowano w jaki sposób zmieniaj¡ si¦ ksztaªty funk-
cji rozbie»no±ci trajektorii 〈ln di(tk)〉i dla modelu L-V i sygnaªu quasi-periodycznego po
dodaniu 10 % szumu, a nast¦pnie po zastosowaniu redukcji szumów metod¡ Sauera w sto-
sunku do oryginalnych ukªadów. Ksztaªty funkcji zostaj¡ zdeformowane przez powstanie
wyra¹nych minimów pojawiaj¡cych si¦ z okre±lon¡ czestotliwo±ci¡.
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Rysunek C.1: Porównanie funkcji rozbie»no±ci trajektorii 〈ln di(tk)〉i dla atraktora Lorenza i szumu
o rozkªadzie normalnym (górny rz¡d), atraktora Lorenza z ró»nymi poziomami szumu (±rodkowy rz¡d)
oraz atraktora Lorenza po redukcji szumu metod¡ Sauera (odpowiednio poni»ej w dolnym rz¦dzie)
dla wymiarów zanurzenia z przedziaªu 4 ≤ d ≤ 15. Czarnym ci¡gªym odcinkiem zostaªo zaznaczone
oszacowane nachylenie, a odcinkami przerywanymi oznaczono nachylenia dla d = 4 i d = 15.
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Rysunek C.2: Warto±ci oszacowa« najwi¦kszego wykªadnika Lapunowa uzyskane z dopasowania
prostej do funkcji rozbie»no±ci trajektorii dla ró»nych wymiarów zanurzenia (4 ≤ d ≤ 15) dla atraktora
Lorenza i tego samego atraktora z ró»nymi poziomami szumu oraz wyniki oszacowa« najwi¦kszego
wykªadnika Lapunowa po oczyszczeniu sygnaªu metod¡ Sauera.
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Rysunek C.3: Funkcje rozbie»no±ci trajektorii 〈ln di(tk)〉i dla d z zakresu od 4 do 15 w przypadku
wzbudzanego modelu L-V (ω = 2.7) oraz sygnaªu quasi-okresowego, gdzie na górze znajduj¡ si¦
funkcje 〈ln di(tk)〉i wyznaczone dla oryginalnych danych, w ±rodku dla danych z 10 % szumem, a na
dole dla danych po zastosowaniu oczyszczaj¡cego algorytmu Sauera.
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