Recenzja

rozprawy doktorskiej mgra Mariusza Sudzika

pt. ,,On continuous solutions of linear functional equations
of infinite order”

Rozprawa doktorska mgra Mariusza Sudzika napisana zostala w jezyku angielskim
(poza dodatkowym streszczeniem w jezyku polskim); jej tytut w jezyku polskim brzmi:
O rozwigzaniach cigglych liniowych réwnan funkeyjnych nieskoriczonego rzedu”. Praca
jest stosunkowo obszerna i zasadniczo sktada sie z pigciu rozdzialow: preliminariow,
trzech czesci prezentujacych wyniki wasne doktoranta oraz dodatku.

W rozdziale pierwszym zawarte zostaly podstawowe pojecia i fakty wykorzystywane
w rozprawie. Przedmiotem badan rozdziatu drugiego jest rownanie
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zwane roOwnaniem archetypicznym. Najwazniejsze twierdzenie tego rozdziatu (i wydaje
sie, ze w ogble calej pracy), to twierdzenie 2.3.1, gloszace, ze pod pewnymi zaloze-
niami o no$niku prawdopodobiefstwa p, jedynymi cigglymi rozwigzaniami rownania
(1), osiagajacymi ekstrema globalne, sg funkcje state. Twierdzenie to i wyniki drugiego
rozdziatu pochodza z samodzielnej pracy doktoranta opublikowanej (juz po ztozeniu
rozprawy) w Aequat. Math. 95 (2021), 505-526. Kolejny rozdzial dotycay réwnania
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gdzie I CZ,p; € (0,1), Xierpi=1,2 f; : R — R jest homeomorfizmem. Jest to wazny
przypadek rozpatrywanego w czwartej czesci pracy rownania
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gdzie X oznacza zupelng przestrzen metryczna, (€2, P) - przestrzen probabilistyczna, a
f:0x X — X jest dang funkcja. Glowne wyniki rozdziatu trzeciego (zob. twierdzenia
3.2.11 3.2.2) w pewnym uproszczeniu orzekaja, ze jesli homeomorfizmy f; parami ko-
mutujg, to kazde ograniczone rozwiazanie réwnania (2) osiggajace ekstremum globalne
na klasie abstrakcji wyznaczone]j przez relacje Kuratowskiego jest state. Kluczowy re-
sultat rozdziatu czwartego (twierdzenie 4.1.1) przynosi tego samego typu informacje o
rozwigzaniach, przy czym tutaj istotna role odgrywa zatozenie wspolnego dla wszyst-
kich funkeji f(w,-),w € §, zwartego zbioru niezmienniczego. Rozdzial trzeci 1 czwarty



oparty jest odpowiednio na publikacji [M. Sudzik, Aequat. Math. 93 (2019), 137-148] i
przestanym do opublikowania maszynopisie [M. Sudzik, Iterative functional equations
and invariant compact sets|. Ostatni rozdzial stanowi dodatek, ktéry zawiera rozlegty
komentarz do problematyki rozprawy wraz z podsumowaniem nzyskanych rezultatow.
Autor dzieli sie z czytelnikiem trudnogciami na jakie napotykat w trakcie swoich badan,
stawia réwniez problemy otwarte.

Wiekszosé uzyskanych przez doktoranta rezultatéw przynosi warunki dostateczne
na to, aby jedynymi cigglymi i ograniczonymi rozwigzaniami rozpatrywanych w pracy
réwnan byty funkcje state. W pewnym sensie wyniki te majg charakter negatywny (ba-
dajgc réwnania czesto cheielibydmy znalezé nietrywialne i regularne ich rozwigzania,
szukajgc warunkow wystarczajacych na istnienie owych rozwiazan). W bogatej litera-
turze przedmiotu wérdd twierdzen o takim charakterze, dotyczacych rownania (1) badz
(3), mozna wskazac¢ twierdzenia ,naturalne do przewidzenia” i tatwe w dowodzie ale
tez twierdzenia mniej oczywiste, wymagajace wigkszego naktadu pracy w ich uzasad-
nianiu. Moim zdaniem najwazniejsze rezultaty pomieszczone w pracy zaliczaja sie do
tej drugiej grupy. Najlepszym przyktadem jest wspomniane wezesniej twierdzenie 2.3.1,
ktorego zmudny dowdd zajmuje w pracy prawie 13 stron. Autor zrecznie wykorzystuje
w nim lemat 2.3.1, analizujgc réznorakie przypadki zwigzane z nosnikiem miary p.

Wyniki uzyskane przez pana mgra Sudzika uwazam za ciekawe i wartosciowe. Poka-
zujg one, ze doktorant posiada umiejetnosé samodzielnego prowadzenia pracy nauko-
wej. Ich wage podkredla fakt, ze czedciowo rozwigzuja one trudny problem postawiony
w 2016 roku na 21. Europejskiej Konferencji z Teorii Iteracji przez profesora Derfla -
cenionego specjaliste rownan rézniczkowych i funkeyjnych. Problem sformutowany jest
m.in. we wstepie do pracy i dobrze ja motywuje. Mysle, ze czytelnika zaciekawi¢ mo-
ze interesujgcy zwigzek roéwnania archetypicznego z réwnaniem pantografu podany w
rozprawie wraz z dowodem za [L.V. Bogachev, G. Derfel, S.A. Molchanov, Proc. Royal
Soc. A 471 (2015), 1-19]. Opiniowana rozprawa jest starannie zredagowana; poziom
szezegbdlowodel dowoddw jest w wiekszosci wystarczajacy. Dzieki pomocniczemu cha-
rakterowi rozdzialu pierwszego nie ma koniecznosci siggania do dodatkowych Zrodet.
i Liczne przyklady dobrze ilustruja uzyskane rezultaty a jednoczesnie poréwnuja je z
wynikami uzyskanymi przez innych autorow.

Ponizej zamieszezam kilka uwag szczegdtowych.

1. W podrozdziale 2.1 autor ustala dowolna przestrzen probabilistyczna (), A, P); na-
stepnie stwierdza, ze réwnanie (1) mozna zapisa¢ w postaci
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zakladajgc, ze zmienna losowa (v, 3) ma taki rozktad jak prawdopodobienstwo p. Nie



kazda jednak przestrzen probabilistyczna pozwala na odtwarzanie rozktadu poprzez
zmienng losows.

2. W przyktadzie 2.1.1 autor zapowiada, ze réwnanie (1) z miara dyskretna
n({(1,1)}) = p({(2,1)}) = § jest tak zwanym zdegenerowanym przypadkiem réwnania
archetypicznego, a przez to nie posiada niestalych rozwigzan w klasie 7 ograniczonych
funkcji ciagtych ¢ : X — R. W dalszej czesci pracy nie znalaztem odniesienia do
tej zapowiedzi. Zgodnie za$ z twierdzeniem 2.2.4 réwnanie to ma niestate rozwiazanie
© € T, gdyz wystepujace w tym rownaniu zmienne nie rezonuja (w znaczeniu podanym
w definicji 2.2.2).

3. W twierdzeniu 2.2.4 obok warunkoéw wyrazonych przez catke wzgledem p zaktadany
jest warunek (H), ktéry odnosi sie do prawdopodobienstwa P. Mysle, ze na potrzeby
rozprawy mozna byto zalozenia tego twierdzenia ujednolici¢, wypisujac je albo dla
rownania (1) albo dla (4), i sformutowaé teze dla jednego z tych dwéch rownan.

4. W czwartym rozdziale zaktada sie, ze funkcja f : Q@ x X — X ma te whasnos¢, ze
f(-, ) jest mierzalna dla kazdego z € X. Nie jest jasne dlaczego wystepujace w dowo-
dzie twierdzenia 4.1.1 iteracje fw;o---o f,,, gdzie f,(x) = f(w,x), sa mierzalne. Tego
wymaga zastosowane tu twierdzenie Fubiniego przy przejéciu na przestrzen produkto-
wa (Q", A", P*). (Miérzalnos¢ iteracji mozna zagwarantowa¢ zaktadajac na przyklad
produktowg mierzalno$é funkcji f, tzn. warunek f1(B) € A® B(X) dla B € B(X)).
W tym samym dowodzie na str. 65 autor twierdzi, ze P(A) < 1, co nalezaloby rowniez
wyjasnic. '

5. Wystepujace we wniosku 4.3.8 rownanie iteracyjne z warunkiem [,ddP = 1 dla
nieujemne] funkeji ¢ nie jest ogdlniejsze niz réwnanie (3); sprowadza si¢ ono przez
transport miary do rownania (3) z nowa miarg probabilistyczna. Z tego powodu trud-
no uzna¢ wniosek 4.3.8 jako uogdlnienie twierdzenia 4.1.1, poczynione w zapowiedzi
wniosku. '

Konkluzja. Recenzowana rozprawa speinia moim zdaniem wymagania zwyczajowe
stawiane rozprawom doktorskim z matematyki, jak rowniez wymagania ustawowe za-
warte w art. 13.1 aktualnej ustawy o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz
o stopniach 1 tytule w zakresie sztuki. Wnosze zatem o dopuszczenie mgra Mariusza
Sudzika do dalszych etapéw przewodu doktorskiego.
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