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Rozprawa dotyczy zbieznosci pojedynczych i podwojnych szeregéw trygonometrycznych.
Odnosnie szeregéw pojedynczych, doktorant rozwaza zbieznosé jednostajng szeregu si-
nusow
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gdzie x € R oraz (cg), (dg), (wg) € C. Glowne wyniki w tym zakresie przedstawione w
rozprawie zostaly zawarte we wspolnych pracach [16, 17]* doktoranta z B. Szalem.

Odnosnie szeregéw podwojnych, doktorant rozwaza zbiezno$é jednostajna (regularna)
podwdjnego szeregu sinusow i cosinuséw
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oraz podwdjnego szeregu mieszanego sinusow i cosinusow
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gdzie x,y € R, (¢;,) C C. Wyniki w zakresie zbieznosci jednostajnej szercgu (SS) sy zawarte
we wspolnych pracach [14, 15] doktoranta z B. Szalem, natomiast wyniki dotyczace zbieznosci
jednostajnej szeregu (SC') moga stanowié¢ postawe kolejnej pracy naukowej.

Warto zaznaczy¢, ze badanie zbieznosci jednostajnej szeregow trygonometrycznych jest
zagadnieniem klasycznym, ktére przyciagneto zainteresowanie wielu matematykow, a wyniki
ich badan zostaty miedzy innymi opublikowane w uznanych czasopismach zagranicznych i
krajowych. Autor przypomina te wazne wyniki w swojej rozprawie i przedstawia nowe wyniki
w tym zakresie (uzyskane gléwnie we wspolpracy z B. Szalem), ktore sg omowione ponizej.

Twierdzenie 9 rozprawy przedstawia warunek konieczny zbieznosci jednostajnej szeregow
(S) 1 (C) dla ciagow (ck), (dy) nalezacych do klasy GM (p, ¢d(q),7).

Klasa ta zostala zdefiniowana w rozprawie w sposob nastepujacy. Ciag zespolony (cx)
dazacy do zera nalezy do klasy GM (p, ¢6(q),r), jesli dla pewnej stalej C' zaleznej tylko od
(cx) zachodzi
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LOdniesienia do literatury zgodne z bibliografia rozprawy.
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gdzie 7 € N, p,g > 0, A > 2, a b jest nieujemnym ciggiem dazacym monotonicznie do
nieskonczonosci.

Doktorant wskazuje, ze dla r = 1 klasa ta zostala wcze$niej zdefiniowana w pracach
Tikhonova i Liflyanda [29,30] (to samo dotyczy klasy GM (p, 56(q),7), ktéra zostanie omowiona
ponizej). W rozprawie jest jednak wykazane, ze klasa GM (p, ¢6(q),r) jest istotnie szer-
sza od klasy GM (p, ¢6(q),1) (oraz ze klasa GM (p, 50(q),r) jest istotnie szersza od klasy
GM (p, 56(q),1)). Ponadto, prace [29,30] nie zawieraja wynikow analogicznych do wynikow
uzyskanych w rozprawie.

Wspomniane Twierdzenie 9 méwi w swej pierwszej czesci, ze jesli ciag nieujemny (c)
nalezy do klasy GM (p, ¢0(q),r), gdzie 7 € N, p,q > 1 oraz 3(7—7}2 = O(1) i szereg (S) jest
zbiezny jednostajnie, to

lim n%'hll“lcn = 0.

n—oc
A w drugiej czesci, ze jesli ciag nieujemny (dx) nalezy do klasy GM (p. ¢0(q),r), gdzie r € N,
p,q > 1 oraz @ = O(1) i szereg (C) jest zbiezny jednostajnie, to
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lim n?ta1d, = 0.

n—oo

Mozna zauwazy¢, ze powyzszy wynik jest cenny dla malych wartosci p i g. W istocie, dla

p = q = 1 pierwszy z powyzszych warunkow jest zgodny z klasycznym warunkiem koniecznym
zbieznosci jednostajnej szeregu (), ale jest on uzyskany dla szerszej klasy ciagéw (cy). Nato-
miast, jesli Il) + % < 1, to oba uzyskane warunki sa stabsze od wyjsciowego zalozenia, ze ciagi
(cr) 1 (dy) daza do zera.

Twierdzenie 10 rozprawy przedstawia warunek dostateczny zbieznodci jednostajnej sze-
regu (S) dla ciagu (cx) nalezacego do klasy GM (p, 50(q), 7).

Klasa ta zostala zdefiniowana w rozprawie w sposob nastepujacy. Ciag zespolony (ci)
dazacy do zera nalezy do klasy GM (p, 50(q),r), jesli dla pewnej statej C' zaleznej tylko od
(cy) zachodzi
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gdzie r € N, p,qg > 0, A > 2, a b jest nieujemnym ciggiem dazacym monotonicznie do
nieskonczonosci.

Wspomniane Twierdzenie 10 mowi, ze jesli ciag zespolony () nalezy do klasy GM (p, 56(q),7),
gdzie r € N, p > 1, q¢ > 1 oraz szereg
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jest zbiezny dla r > 3 i dowolnego ! € {1,..., (5] — 1}, gdy r jest liczby parzysta oraz
l € {1,....[5]}, gdy r jest liczba nieparzysta, to warunkiem dostatecznym dla zbieznosci
szeregu (.S) jest
lim nln(n)lc,| = 0. (W2)
n—oo

Pierwsza drobna uwaga dotyczy koniecznosci rozbicia powyzszego sformulowania na przy-
padki zalezace od parzystosci . Gdy r jest liczba parzysta i | = (5], to 20 = r i warunek
(W1) jest spelniony w spos6b trywialny. Wida¢ wigc, ze to rozbicie nie jest konieczne i moze
by¢ zastapione krotszym sformulowaniem: “i dowolnego I € {1, ..., (5]}” bardziej zgodnym z
tym co wystepuje w Twierdzeniach 12 i 14 dalszej czeSci rozprawy. By¢ moze autor dokonal
tego niepotrzebnego rozbicia, aby unikna¢ formulowania trywialnych warunkow. Jesli tak,
to moze to pomoc w wyjasnieniu o wiele istotniejszego zagadnienia.

Polega ono na zrozumieniu, czy wspomniane Twierdzenie 10 zachodzi dla r=11r = 2.
Przynajmniej czes¢ czytelnikow widzac warunek (W1), a nastepnie ograniczenie r > 3 moze
uznaé, ze prawdziwoéé Twierdzenia 10 dla r = 11 r = 2 pozostaje kwestig otwarta.

Z drugiej strony, dla r = 117 = 2 warunek (W1) jest trywialnie spetniony i moze ponownie
autor wprowadzil niepotrzebne ograniczenie r > 3 tylko po to, aby uniknac formutowania

trywialnych warunkow.



Ostatnia uwaga dotyczy ograniczenia p > 1. Twierdzenie 1 rozprawy stwierdza w swej
pierwszej czesci, ze
G]\/[(pl, 56((])77’) c GA/[(p27 SJ(Q)’T)

dla 0 < p1 < ps i dowolnych ¢ > 0, r € N. W szegolnosci oznacza to, ze
GM(1, 50(g),7) € GM(p, 56(q),7)

dla p > 1. Skoro wiec warunek dostateczny (W?2) nie zalezy od p i dziala dla klasy
GM(p, 50(q),r) z p > 1, to powinien rowniez dziata¢ dla mniejszej klasy GM (1, 56(q),r).
W skrocie, Twierdzenie 10 powinno automatycznie zachodzi¢, gdy p = 1, a nawet p > 0
(oraz g > 0 dzieki Twierdzeniu 4 rozprawy).
Uwagi dotyczace Twierdzenia 10 sa o tyle istotne, ze jest ono zawarte w preprincie [16],
ktory moze by¢ poprawiony przed publikacja.

Twierdzenie 11 rozprawy przedstawia warunek dostateczny zbieznosci jednostajnej sze-
regu (C) dla ciagu (d)) nalezacego do klasy GM (p, 55(q),).
Twierdzenie to mowi, ze jesli ciag zespolony (dj) nalezy do klasy GM (p, 56(q),r), gdzie
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jest zbiezny dla dowolnego [ € {0,1,...,[5]}, to warunkiem dostatecznym dla zbieznosci
szeregu (C') jest
lim nln(n)|d,| = 0. (W4)
n—r00

Tu mozna tylko wyjasni¢, czy wskazane ograniczenia p > 1, ¢ > 1 mozna automatycznie
ostabi¢ do p, ¢ > 0 (tak jak w Twierdzeniu 10).
Ponadto warto doda¢, ze Twierdzenie 11 jest zamieszczone w preprincie [16] bez dowodu,
natomiast jest on zawarty w rozprawie. Doktorant podaje réwniez w Uwadze 13 rozprawy
o0

przyktad ciagu (dy), spelniajacego warunki (W3) i (WW4), dla ktorego szereg Z dj. nie jest
k=1
bezwzglednie zbiezny. W rozprawie brakuje jednak stwierdzenia, czy ten ciag (dx) nalezy do
klasy GM (p, 56(q),r). Dlatego nie widaé, ze dla uzyskania zbieznosci jednostajnej wszystkich
szeregow cosinusow rozwazanych w Twierdzeniu 11 nie mozna uzy¢ kryterium Weierstrassa.
Rozprawa nie zawiera podobnego przykladu ciagu (ci), spelniajacego warunki (W1) i
oo

(W2), dla ktorego szereg Z ¢y, nie jest bezwzglednie zbiezny. Autor stwierdza, ze znalezienie
k=1

takiego ciagu jest mozliwe i zamieszcza (bez dowodu) twierdzenie analogiczne do Twierdzenia 11

podajace warunek dostateczny zbieznosci jednostajnej szeregu (E).

W dalszej czesci rozprawy doktorant rozwaza zbiezno$¢ jednostajna podwojnych szeregow
trygonometrycznych (SS) i (SC). Wyniki tej czesci dotycza klasy DGM (p, s, 23, 27, 7)
ciggow zespolonych (c¢j k) definiowanej przy pomocy roéznic
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dla pewnej statej C.

Doktorant podaje, ze dla p = r = 1 klasa ta zostala zdefiniowana przez P. Koérusa i
wykazuje, ze klasa DGM (p, 2ar, o3, 27, 7) jest istotnie szersza od klasy DGM (1, sa, 23, 27, 1).
Twierdzenia 16 i 26 rozprawy przedstawiaja warunek konieczny zbieznosci jednostajnej
szeregow (S.5) i (SC) dla nieujemnego ciagu (c; ) nalezacego do klasy DGM (p, 2cv, 28. 27.7),
gdzie r € Nip > 1. W obu przypadkach ten warunek to (mn)%cm,n — 0, gdy m+n — oo.

Twierdzenia 18 i 24 rozprawy przedstawiaja warunki dostateczne zbieznosci jednostajnej
szeregow (S5) i (SC) dla zespolonego ciagu (c; x) nalezacego do klasy DGM (p, 2a, 23, 27,7),
gdzie r € Nip > 1. W obu przypadkach te warunki to

oo
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gdy m +n — oc.

Ponadto, analogicznie jak w poprzedniej czesci rozprawy, powyzsze twierdzenia wymagaja
dodatkowego zalozenia zbieznosci (regularnej) szeregow (SS) i (SC) w punktach (z,y) =
(217—“”, :”T’") dla 1,0l € Z. W Twierdzeniu 18 w tym dodatkowym zalozeniu pojawia sie
wymoég, ze powinno by¢ ono spelnione dla "dowolnego r > 3". Dlatego, tak jak przy
Twierdzeniu 10 tak i tu nalezy wyjasni¢, czy ograniczenie r > 3 moze by¢ usuniete (i czy
warto dokonywac rozbicia sformutowania tego dodatkowego warunku w Twierdzeniu 18 w za-
leznosci od parzystosci 7). Warto doda¢, ze w Uwadze 19 rozprawy doktorant sam stwierdza,
ze ten dodatkowy warunek jest spelniony dla r =11ir = 2.

Odnosnie ograniczenia p > 1 widocznego w Twierdzeniach 18 i 24 sprawa ma sie dosy¢
ciekawie i moze rzuca¢ dodatkowe §wiatto na podobne ograniczenie wprowadzone w Twierdze-
niach 101 11.

Twierdzenie 5 rozprawy stwierdza w swej pierwszej czesci, ze

DGM (p1, 20, 28, 27,7) € DGM (pa2, 2cv. 28, 277.T)

dla 0 < p; < poir € N. To oznacza, ze (jak mniemam) wspomniane ograniczenie p > 1 moze
by¢ automatycznie ostabione do p > 1 (a nawet p > 0). Jednakze okazuje sie, ze w przypadku
p = 1 doktorant formutuje silniejsze wyniki od tych uzyskanych w Twierdzeniach 18 i 24. Te
mocniejsze wyniki to Twierdzenia 21 1 25 polegajace na zauwazeniu, ze w przypadku p =1z
powyzszych warunkéw dostatecznych (W5)— (W 7) mozna usunaé logarytmy.? Ta obserwacja
rodzi nastepujace pytanie: Czy w takim razie w przypadku p = 1 mozna réowniez wzmocnic¢
Twierdzenia 10 i 117 Wspomniane w rozprawie wyniki P. Kérusa i K. Duzinkiewicza dla
ciggow z klasy GM (1, 56(1),7) z r = 1 1 r = 2 potwierdzaja, ze usuniecie logarytmu z
warunku (W2) i eliminacja warunku (W4) sa czasem mozliwe w przypadku p = 1.

Konkluzja: Ogoélna ocena rozprawy przedstawionej przez doktoranta jest pozytywna.
Autor prezentuje nowe wyniki podajace warunki konieczne i dostateczne dla zbieznosci jed-
nostajnej pojedynczych i podwdjnych szeregdéw trygonometrycznych dla szerokich klas ciagow
wspolczynnikow tych szeregow. Cze$é tych wynikow zostala opublikowana w Colloquium
Mathematicum oraz w biuletynie Belgijskiego Towarzystwa Matematycznego we wspolnych
pracach z promotorem. Cze$¢ zostala wystana do publikacji, a inna czes¢ moze stanowic
podstawe dalszej pracy naukowej.

Wyniki rozprawy opieraja sie na wezesniejszym pomysle promotora polegajacym na rozwaza-
niu réznic wyrazow ciagu wspolczynnikow tych szeregoéw nie tylko miedzy sasiednimi wyrazami,
ale tez miedzy tymi oddalonymi o (liczbe naturalna) r. To pozwala na rozszerzenie znanych
klas ciggow wspotczynnikow 1 umozliwia odkrywanie nowych wynikéw w zakresie zbieznosci

2Doktorant sugeruje, ze Twierdzenie 21 pozwala na otrzymanie wczesniejszego wyniku K. Duzinkiewicza
i B. Szala z pracy [3]. Budzi to pewna watpliwos¢, gdyz wynik tych autoréw zostal uzyskany bez zalozen
(3.45) i (3.46) widocznych w Twierdzeniu 21 rozprawy. Podobna uwaga dotyczy Twierdzenia 25 i sposobu

uzyskania z niego Twierdzenia 23.
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jednostajnej szeregoéw trygonometrycznych. Te klasy rozwazane w rozprawie sa rowniez sze-
rokie ze wzgledu na zdefiniowanie ich przy pomocy norm (7 i 9 (Scislej mowigc doktorant
rozwaza takze dodatnie p i ¢ mniejsze od jeden).

W mojej ocenie gtéwnym odkryciem pracy jest wykazanie, ze wyzej wymienione klasy
moga by¢ badane dla r > 2 przy zalozeniu, ze rozwazane szeregi trygonometryczne sg zbiezne
w punktach postaci Qf—,”, gdzie | € Z. To zalozenie pozwala na uzyskanie nowych warunkow
dostatecznych dla zbieznosci jednostajnej szeregow trygonometrycznych dla szerokich klas
ciagéw wspolezynnikow tych szeregow. Wyniki te sa bardzo wymagajace pod wzgledem
dowodow szczegolnie w przypadku szeregow podwojnych i maja swoja ceng. Polega ona na
tym, ze dotychczasowe osiggniecia w tym zakresie wskazywaly, ze podane warunki dostateczne
sa konieczne dla ciagow nieujemnych. Ten efekt nie jest obecny w rozprawie.

Podsumowujac, moim zdaniem wyniki doktoranta przedstawione w rozprawie oraz jego
publikacje spelniaja wymogi ustawowe i wnosze o dopuszczenie go do dalszych etapow prze-
wodu doktorskiego.

Mam réwniez nadzieje, ze nieScistosci w rozprawie wskazane w powyzszej recenzji bedg
mogly by¢ wyjasnione podczas obrony.

Ziemowit Rzeszotnik
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