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Recenzja rozprawy doktorskiej
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imfinite order

Uwagi wstepne

Przedstawiona rozprawa doktorska Pana mgra Mariusza Sudzika napi-
sana zostala pod kierunkiem prof. dra hab. Witolda Jarczyka, pracownika
Uniwersytetu Zielonogérskiego. Dotyczy problemu (postawionego w roku
2016 na miedzynarodowej konferencji z serii Furopean Conference on Ite-
ration Theory 1 powtérzonego rok pézniej na miedzynarodowej konferencji
z serii International Symposium on Functional Fquations) przez, cenionego
na swiecie matematyka z Ben Gurion University of the Negev — Gregorego
Derfla. Postawiony problem dotyczy szczegdlnego przypadku, dosyé ogélnego
i badanego od wielu lat, réwnania funkcyjnego postaci

(A o(@) = [[, ¢la(e b)) P(da,db)

gdzie P jest borelowska miarg probabilistyczna w R?, a ¢ : R — R jest funkcja
niewiadoma. Réwnanie (A) jest bardzo interesujace, gdyz przy odpowiednich
wyborach miary P redukuje si¢ do dobrze znanych i intensywnie badanych
réwnan funkeyjnych, ktére pelnia wazne role w wielu teoriach matematycz-
nych; np. prawdopodobienstwa, falek, czy iterowanych uktadéw funkcyjnych.
Réwnanie to zawiera réwniez bardzo ciekawe i weiaz wymagajace dalszych
badan bardzo szczegélne réwnania funkeyjne; chociazby pochodzace z fizyki
réwnanie Schillinga (opisujace amorficzne zachowanie pewnych materialéw)
lub tez réwnanie zwiazane z problemem Erddsa (opisujace wlasnosci splotu
nieskorniczonego ciggu miar Bernoulliego).

Réwnanie (A) mozna bada¢ w réznych klasach funkeji, jednakze z punktu
widzenia zastosowan szczegdlnie interesujaca jest klasa funkeji ograniczonych
1 jej rozmaite podklasy funkcji regularnych. Badanie ciggltych i ograniczonych




rozwigzan réwnania (A) zainicjowal Gregory Derfel, a wyniki uzyskane przez
niego wspélnie z Leonidem Bogachevem i Stanislavem Molchanovem stanowig
istotng czes¢ tych badan. Jak dotad, ciagte rozwiazania réwnania (A) w klasie
funkcji ograniczonych badane byly w szczegélnych przypadkach (i wiadomo, ze
w prawie kazdym z tych przypadkéw istnienie niestatych rozwigzan zalezy od
pewnych parametréw). Jednym z wciaz wymagajacych badania przypadkéw
réwnania (A) jest sytuacja, gdy zachodzi nastepujacy warunek:

(w) Pla<0)>0 oraz P(la|=1)<1.

Wiasnie tej sytuacji dotyczy wspomniany problem Gregorego Derfla. Pan
mgr Mariusz Sudzik podal czeSciowa odpowiedZ na postawiony problem i
wlaczyt sie w nurt prowadzonych badan nad réwnaniem (A) nastepujacymi
artykutami naukowymi:

[1] Mariusz Sudzik, On a functional equation related to a problem of
G. Derfel, Aequationes Mathematicae 93 (2019), 137-148.

2] Mariusz Sudzik, The archetypal equation and its solutions attaining the
global extremum, Aequationes Mathematicae 95 (2021), 505-526.

[3] Mariusz Sudzik, Iterative functional equations and global attractive fized
points, maszynopis.

Artykuty [2] i [3] stanowia gléwny trzon przedstawionej rozprawy doktorskiej,
lecz wyniki z tych artykutéw nie sg jedynymi rezultatami zawartymi w oma-
wiane]j rozprawie. Publikacje monoautorskie Pana mgra Mariusza Sudzika
potwierdzaja jego zdolnosci do prowadzenia samodzielnej pracy badawczej.
Nie pozwalajg jednak autorytatywnie okresli¢ jego zdolnoéci do wspétpracy,
co jest rownie istotne jak umiejetnos$é pracy indywidualne;.

Oméwienie rozprawy i uzyskanych wynikéw

Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim i liczy 93 strony. Sklada sie z
przedmowy, spisu tresci, wprowadzenia, pieciu rozdzialéw, spisu literatury
liczacej 38 pozycji oraz streszczenia w jezyku polskim. Pieé¢ rozdziatéw liczy
tacznie 81 stron czystego tekstu matematycznego.

W rozdziale pierwszym ustalona zostala terminologia i notacja uzywana
w dalszej czesci rozprawy. Zawiera on réwniez podstawowe fakty z réznych
dziatéw matematyki, ktére znajduja zastosowanie w dowodach prezentowanych
wynikéw.

Rozdziat drugi — moim zdaniem najciekawsza cz¢éé przedstawionej roz-
prawy doktorskiej — jest poswiecony réwnaniu (A), a jego wyniki dotycza




ciaggtych i ograniczonych rozwigzan tego réwnania w przypadku, gdy zachodzi
warunek (w). Rozpoczyna sie od przedstawienia aktualnej wiedzy na temat
ciagtych i ograniczonych rozwigzarni rozwazanego réwnania z licznymi przy-
kladami ilustrujacymi zakres tej wiedzy. Pierwsze z czterech twierdzen tego
rozdziatu (Theorem 2.3.1 w rozprawie), ktérego dowéd (liczacy 13 stron i
oparty na dwoch lematach) wymaga rozpatrzenia wielu przypadkéw i szeregu
technicznych rachunkéw, podaje czesciowa odpowiedZ na problem Grego-
rego Derfla. Drugie twierdzenie (Theorem 2.3.2 w rozprawie) podaje inne
warunki gwarantujace zachowanie tezy twierdzenia pierwszego. Dwa kolejne
twierdzenia (Theorem 2.4.1 i Theorem 4.2.2 w rozprawie) sa odpowiednikami
Theorem 4.3 z pozycji [10], literatury cytowanej w omawianej rozprawie i
powiadaja (pod zalozeniami twierdzen 2.3.1 i 2.3.2, odpowiednio), ze kazde
niestate rozwigzanie réwnania (A) w klasie funkcji ciaglych i ograniczonych
jest oscylujace zaréwno w 400, jak i w —o0.

W rozdziale trzecim rozwazane jest réwnanie skoficzonego rzedu, a celem
prezentowanych tam wynikéw (Corollary 3.2.1, Corollary 3.2.2 i Corollary
3.3.2) jest zachowanie tez twierdzen rozdziatu drugiego. Rzad rozwazanego
réwnania zostal znaczaco obnizony, lecz w zamian dopuszczone zostaly nie-
afiniczne transformacje argumentéw przez homeomorfizmy prostej na siebie,
spetniajace pewne wlasnosci istotnie stabsze niz komutowanie. Wyniki zawarte
w tym rozdziale nie zostaly jeszcze przez Autora omawianej rozprawy spisane.

W rozdziale czwartym badane sa ograniczone rozwigzania borelowskie
¢: X — Y réwnian funkcyjnego postaci

(E) o) = [ elful)P(dw),

gdzie (2, A, P) jest przestrzenia probabilistyczna, X jest zupelng przestrzenia
metryczng, Y jest osrodkowsq przestrzenig Banacha, a {f,|w € Q} jest
rodzing zlozong z kontrakeji w sensie Matkowskiego. Celem tego rozdziatu
jest podanie warunkéw pozwalajacych stwierdzié, ze funkcje stale sg jedynymi
ograniczonymi rozwigzaniami borelowskimi réwnania (E), ktére sg ciggle w
kazdym punkcie pewnego zbioru niezmienniczego wzgledem kazdej funkcji
Ju- Rezultatami realizujgcymi ten cel sg wnioski (jest ich w rozprawie 10)
wyprowadzane z gtéwnych twierdzeni omawianego rozdziatu (Theorem 4.1.1 i
Theorem 4.2.1 w rozprawie).

Rozprawe konczy rozdzial pigty, bedacy w zasadzie dodatkiem. Zawiera
krétka dyskusje nad oryginalnym problemem Gregorego Derfla i pie¢ nowych
probleméw, ktére — jak rozumiem — nakreslajg program przyszlych badan
Pana mgra Mariusza Sudzika.

Kazdy rozdzial zawiera stosowng liczbe przyktadéw, ktére stuzg precyzyij-
nemu usytuowaniu uzyskanych wynikéw w literaturze przedmiotu.
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Merytoryczna ocena rozprawy

Od strony formalnej redakcji przedstawiona rozpraw doktorska nie budzi
najmniejszych zastrzezen. Napisana jest bardzo starannie i precyzyjnie z
pelnym formalizmem notacyjnym, a nieliczne drobne bledy sa w istocie
niezauwazalne. Jej uktad jest dobrze przemyslany, a zawarte w niej tresci
tworzg jednolitg catosé. Dowody zredagowane sa przejrzyscie i merytorycznie
poprawne. Pomimo, ze znaczng jej cze$é tworzg fragmenty ww. artykutéw
Pana mgra Mariusza Sudzika, nie ma sie wrazenia, iz rozprawa sklada sie ze
sklejonych fragmentéw.

Do merytorycznego aspektu przedstawionej rozprawy doktorskiej nie mam
zasadniczych uwag — dotyczy trudnego zagadnienia z teorii réwnan funkcyj-
nych. Zawarte w niej wyniki wpisuja sie w nurt prowadzonych badan i istotnie
poszerzajg wiedzg na temat ciggtych rozwigzan réwnania (A) w klasie funkeji
ograniczonych. Sg dalece nietrywialne, nowe i warto$ciowe oraz dowodza bar-
dzo dobrej orientacji Autora omawianej rozprawy w literaturze przedmiotu.
Swiadcza réwniez o dojrzatodci warsztatu naukowego Pana mgra Mariusza
Sudzika, a takze jego zawzietosci badawczej i sprawnoéci prowadzenia skom-
plikowanych technicznie dowodéw. Srodki i techniki dowodowe stosowane w
omawianej rozprawie wskazuja na znaczna erudycje matematyczna jej Autora
i swobode postugiwania sie teorig miary i calki. Nie baczac na drobne i nie-
istotne niedociggniecia, ktére pozwole sobie odnotowaé ponizej, przedstawiona
rozprawe doktorskg Pana mgra Mariusza Sudzika oceniam bardzo wysoko.

1. W Definicji 1.1.5 i Uwadze 1.1.5 brakuje zalozenia niepustosci rozwaza-
nych zbioréw; zauwazmy, ze zbidr A(e) wystepujacy w Definicji 1.1.5
nie jest poprawnie okreslony w przypadku, gdy A = 0.

2. W wypowiedzi Twierdzenia 1.1.2 pojawia sie pojeci atraktora, ktérego
definicje nalezaloby podaé wezesniej dla ujednolicenia tekstu rozpra-
wy; pozostale pojecia wykorzystywane w przedstawionej rozprawie sa
skrupulatnie wprowadzane.

3. W omawianej rozprawie jest sporo dowodéw indukeyjnych, a czesé z nich
opatrzona jest lapidarnymi stwierdzeniami (np. na stronach 29, 42, 44,
79); Autor mégt oszczedzié czytelnikowi samodzielnego wykonywania
pominietych obliczen.

4. W koncéwce dowodu Twierdzenia 3.2.1 na stronie 55 Autor wnioskuje,
ze wzér @(fi( fi (z0))) = ¢(z0) zachodzi dla wszystkich i € I\ {i;}.
Nie jest zrozumiate dlaczego wykluczony zostal indeks .

5. W rozdziale trzecim rozprawy Autor ograniczy! sie do réwnania postaci
o(z) = Yicr ¢(fi(z)). Wydaje sie, ze prowadzone rozumowania mozna
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przenies¢ na réwnanie (E); np. Lemat 3.2.1 méglby brzmieé nastepujaco:
Assume that p: R — R is a solution of equationh (E) and there exists
To € R such that (3.2) or (3.3) holds. Then for every n € N we have
©(x0) = ((fur © - © fu,)(®0)) for almost all (w, ..., w,) € Q™.

6. W rozdziale czwartym zaktada sig, ze dana funkcja f: Ox X — X jest A-
mierzalna wzgledem pierwszej zmiennej. Jest to zatozenie wystarczajace
dla rozwazania borelowskich rozwigzad ¢: X — Y réwnania (4.2), gdyz
funkcja wystepujaca pod catka tego réwnania jest wtedy .A-mierzalna.
Nie jest natomiast jasne, czy funkcja wystepujaca pod catky w trzeciej
linii dowodu Twierdzenia 4.1.1 jest A™-mierzalna. Z reguly w tego typu
sytuacjach zaklada si¢ o funkcji f, ze jest B ® A-mierzalna, gdzie B jest
o-cialem zbioréw borelowskich przestrzeni X.

7. W dowodzie twierdzenia 4.1.1 w trzeciej linii od dotu na stronie 65
Autor napisat "Hence and from the fact that P(A) € (0,1) we get”.
Dlaczego P(A) < 17

8. Na stronie 73 Autor napisal, ze odwolujac si¢ Twierdzenia 4.2.1 otrzy-
mujemy Whniosek 4.3.7; w istocie nalezaloby odwotaé sie do dowodu
Twierdzenia 4.2.1, co nie jest najlepszym rozwigzaniem. Lepiej bytoby
przeformutowaé nieco Twierdzenie 4.2.1 w ten sposéb, by w jego tezie
wystepowal zbiér, o ktérym mowa w tezie Wniosku 4.3.7.

9. Nie znajduje powodu formutowania oczywistego Wniosku 4.3.8, chyba,
ze Autor rozprawy chciat sprowokowaé zadanie nastepujacego pytania:
Ktoére z wynikéw zawartych w rozprawie mozna uogdlnié na réwnanie
funkcyjne (4.5) z dowolng funkcjg §: Q — R?

10. Dowd6d Propozycji 4.5.1 mozna istotnie skrécié. Mianowicie, ustalajac
y € (0,00) i kltadac z = 2/y w (4.10), a nastepnie przechodzac z n
do nieskoticzonosci otrzymujemy ¢(y) = ¢(1). Dodatkowo dostajemy
nastepujace wzmocnienie tezy Propozycji 4.5.1: If ¢ is continuous at 1,
then ¢ is constant on (0, 00)

11. Na stronie 82 Autor powolujac sie na Twierdzenie 2.2.3 wnioskuje,
ze jedynymi cigglymi rozwigzaniami réwnania (5.1) w klasie funkcji
ograniczonych sg funkcje stale; nie zauwazy? jednak, ze nie sg spetione
zatozenia Twierdzenia 2.2.3.

Konkluzja

Przestawiona rozprawa doktorska stanowi wnikliwa i bardzo szczegéto-
wg analiz¢ trudnego problemu naukowego, postawionego przez matematyka
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swiatowej klasy. Prezentuje ogdlng wiedze teoretyczng Pana mgra Mariusza,
Sudzika w dyscyplinie matematyka, a takze potwierdza umiejetnoéé samodziel-
nego prowadzenia przez niego badan naukowych. Zawarte w niej oryginalne
wyniki dotykajg delikatnych i trudnych zagadnien. Podsumowujac, uwazam,
ze w mysl ustawy Prawo o szkolnictwie wyzszym 1 nauce z dnia 20 lipca 2018
roku (Dz.U. 2018 poz. 1668), rozprawa doktorska Pana mgra Mariusza Sudzi-
ka spelnia wymagania stawiane kandydatom do stopnia naukowego
doktora nauk matematycznych i wnioskuje o dopuszczenie do dalszych
etapéw przewodu doktorskiego.




