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Badania i rezultaty zamieszczone w rozprawie po±wi¦cone s¡ pewnym liniowym równa-
niom funkcyjnym niesko«czonego rz¦du. Punktem wyj±cia do podj¦cia przeze mnie bada«
w tym kierunku byª problem postawiony przez Gregory'ego Der�a na 21st European Confer-

ence on Iteration Theory, która zostaªa zorganizowana w 2016 roku w Innsbrucku (Austria).
Swoje pytanie prof. Derfel powtórzyª tak»e rok pó¹niej w trakcie 55th International Sympo-

sium on Functional Equations, które miaªo miejsce w Chengdu, w Chinach. Gregory Derfel
zapytaª mianowicie o to, czy wszystkie ograniczone i ci¡gªe funkcje ϕ : R → R speªniaj¡ce
równanie

ϕ(x) =
1

2
ϕ(x− 1) +

1

2
ϕ(−2x) (1)

s¡ staªe?
Sam problem jest zwi¡zany z tzw. równaniem archetypicznym, którym zajmuje si¦ prof.

Derfel. Równanie archetypiczne jest to równanie funkcyjne postaci

ϕ(x) =

∫∫
R2

ϕ
(
a(x− b)

)
µ(da, db), (2)

gdzie µ jest ustalon¡ borelowsk¡ miar¡ probabilistyczn¡ okre±lon¡ na pªaszczy¹nie R2, a ϕ :
R → R szukan¡ funkcj¡. Wybieraj¡c konkretne miary µ otrzymujemy znane i badane
wcze±niej równania. Oznacza to, »e analizuj¡c równanie (2) mo»emy bada¢ jednocze±nie
obszerne klasy liniowych równa« funkcyjnych. Ta szeroka perspektywa, któr¡ w ten sposób
osi¡gamy, uzasadnia trafno±¢ nazwy równanie archetypiczne. Warto doda¢, »e dla niektórych
wyborów miary µ równanie (2) redukuje si¦ do pewnych równa« ró»niczkowych, np. równania
pantografu.

Równanie (2) zostaªo dokªadnie zbadane przez: L. Bogacheva, G.Der�a i S. Molcha-
nova. Wiadomo mi¦dzy innymi, »e ogromny wpªyw na jego rozwi¡zania w klasie funkcji
ograniczonych i ci¡gªych ma parametr K de�niowany jako poni»sza caªka

K :=

∫∫
R2

ln |a|µ(da, db).

Mo»na wykaza¢, »e dla K < 0 przy pewnych dodatkowych technicznych zaªo»eniach, rów-
nanie (2) nie ma w klasie funkcji ograniczonych i ci¡gªych innych rozwi¡za« ni» funkcje staªe,
w przypadku gdy K > 0 oraz µ((0,+∞)×R) = 1 potra�my skonstruowa¢ niestaªe rozwi¡za-
nia. Sytuacja kiedy K > 0 i µ((−∞, 0) × R) > 0, a tak jest w równaniu (1), jest po dzi±
dzie« niezbyt dobrze zbadana i peªna znaków zapytania. W rozprawie doktorskiej stawiam
sobie za cel pogª¦bienie wiedzy o równaniu archetypicznym w tym przypadku.

Caªa rozprawa zostaªa podzielona na pi¦¢ cz¦±ci. Rozdziaª 1 ma charakter wprowadza-
j¡cy i zawiera spis najwa»niejszych twierdze«, faktów i oznacze« stosowanych w kolejnych
fragmentach rozprawy. Znajduj¡ si¦ tu dwie sekcje zatytuªowane �Ukªady dynamiczne� oraz
�Miara i caªka�.
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W Rozdziale 2 badam rozwi¡zania równania (2) osi¡gaj¡ce warto±¢ najmniejsz¡ b¡d¹ naj-
wi¦ksz¡ dla szerokiej klasy miar µ, w szczególno±ci analizie poddane zostaje równanie (1).
Gªówny mój wynik z tej cz¦±ci rozprawy implikuje mi¦dzy innymi, »e je»eli rozwi¡zanie
ograniczone i ci¡gªe ϕ : R → R równania (1) osi¡ga ekstremum globalne, to ϕ musi by¢
funkcj¡ staª¡. Poza tym staªo±¢ ograniczonych i ci¡gªych rozwi¡za« równania Der�a uzyskaªem
tak»e przy zaªo»eniu, »e istnieje cho¢ jedna z granic limx→−∞ ϕ(x) lub limx→+∞ ϕ(x). Do-
datkowo udaªo mi si¦ zbada¢ jaki ksztaªt powinno mie¢ potencjalne niestaªe rozwi¡zanie ϕ
równania (1) � okazaªo si¦, »e taka funkcja musi oscylowa¢ zarówno w −∞ jak i w +∞;
dokªadniej: kiedy kierujemy si¦ w stron¦ −∞ lub +∞, to wykres rozwi¡zania powinien
niesko«czenie wiele razy zbli»y¢ si¦ niesko«czenie blisko do kresu dolnego jak i do kresu
górnego zbioru warto±ci rozwi¡zania ϕ.

Rozdziaª 3 zawiera pewne uogólnienie moich gªównych wyników z Rozdziaªu 2 na równania
funkcyjne postaci

ϕ(x) =
∑
i∈I

piϕ
(
fi(x)

)
, (3)

gdzie I ⊆ Z, dla ka»dego i ∈ I funkcja fi : R → R jest homeomor�zmem i pi ∈ (0, 1), przy
czym

∑
i∈I pi = 1. W ogólno±ci dane homeomor�zmy nie musz¡ by¢ funkcjami a�nicznymi,

gdy» w przeciwnym razie tra�amy ponownie do Rozdziaªu 2, poniewa» równanie (3) mo»e
zosta¢ potraktowane jako szczególny przypadek równania archetypicznego. W Rozdziale 3
zastosowanie ma relacja równowa»no±ci generowana przez funkcje z rodziny {fi}i∈I , która
zostaªa opisana po raz pierwszy przez Kazimierza Kuratowskiego. Wykazaªem, »e pod
pewnymi warunkami � wprowadzonymi przeze mnie warunkami zgodno±ci � ka»de ogranic-
zone rozwi¡zanie równania (3), które osi¡ga na klasie abstrakcji wyznaczonej przez relacj¦ Ku-
ratowskiego ekstremum globalne, musi by¢ staªe na tej klasie abstrakcji. To ogólne twierdze-
nie mo»na naturalnie zastosowa¢ do badania rozwi¡za« ci¡gªych, gdy wspomniane klasy
abstrakcji s¡ zbiorami g¦stymi � daje to w efekcie staªo±¢ rozwi¡zania na caªym zbiorze R.

Rozdziaª 4 jest po±wi¦cony najogólniejszemu równaniu funkcyjnemu pojawiaj¡cemu si¦
w caªej rozprawie. W przeciwie«stwie do Rozdziaªów 2 i 3 nie ograniczamy si¦ do funkcji,
które przeksztaªcaj¡ prost¡ R w siebie, ale zupeªn¡ przestrze« metryczn¡ (X, d) w o±rodkow¡
przestrze« Banacha (Y, ‖ · ‖). Mamy dodatkowo dan¡ przestrze« probabilistyczn¡ (Ω,A, P )
i przeksztaªcenie f : Ω × X → X, które jest A-mierzalne przy ka»dej ustalonej warto±ci
x ∈ X. W Rozdziale 4 badamy ograniczone i borelowskie rozwi¡zania ϕ : X → Y równania

ϕ(x) =

∫
Ω

ϕ
(
f(ω, x)

)
P (dω), (4)

gdzie do caªkowania funkcji o warto±ciach wektorowych u»ywamy caªki Bochnera. Gªównym
przedmiotem zainteresowa« tej cz¦±ci rozprawy s¡ zwarte zbiory niezmiennicze, tzn. zwarte
podzbiory K przestrzeni X, które dla wszystkich ω ∈ Ω speªniaj¡ warunek

f(ω,K) ⊆ K.

Okazuje si¦, »e cz¦sto ci¡gªo±¢ funkcji ϕ w ka»dym punkcie takiego zbioru wymusza ju»
jej staªo±¢. Mówi o tym Twierdzenie 4.1.1. W Rozdziale 4 dowodz¦ równie» twierdzenia
gwarantuj¡cego istnienie zwartych zbiorów niezmienniczych dla pewnych rodzin kontrakcji.
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Ostatni rozdziaª rozprawy, peªni¡cy rol¦ podsumowania lub dodatku, zawiera dyskusj¦
równania (1). Wyja±niam w nim, dlaczego rozwi¡zanie równania (1) w klasie funkcji ogranic-
zonych i ci¡gªych, bez »adnych dodatkowych zaªo»e« naªo»onych na funkcj¦ ϕ, jest tak trud-
nym zadaniem. Owa trudno±¢ wynika z faktu, »e w tym przypadku nie istnieje zwarty zbiór
niezmienniczy. Ponadto iteraty funkcji wewn¦trznych zachowuj¡ si¦ w sposób caªkowicie
nieregularny, co nie uªatwia rozwi¡zania równania (1). Ostatnia cz¦±¢ Rozdziaªu 5 po±wi¦-
cona jest przedstawieniu problemów otwartych, które pojawiªy si¦ w trakcie moich bada«.
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