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Badania i rezultaty zamieszczone w rozprawie po$wiecone sa pewnym liniowym réwna-
niom funkcyjnym nieskonczonego rzedu. Punktem wyjscia do podjecia przeze mnie badan
w tym kierunku byl problem postawiony przez Gregory’ego Derfla na 21st European Confer-
ence on Iteration Theory, ktora zostata zorganizowana w 2016 roku w Innsbrucku (Austria).
Swoje pytanie prof. Derfel powtorzyt takze rok pozniej w trakcie 55th International Sympo-
stum on Functional Equations, ktore miato miejsce w Chengdu, w Chinach. Gregory Derfel
zapytal mianowicie o to, czy wszystkie ograniczone i ciggte funkcje ¢ : R — R spelniajace
rOwnanie

plx) = Jole = 1) + o(~22) (1)

sy stale?
Sam problem jest zwigzany z tzw. réwnaniem archetypicznym, ktérym zajmuje sie prof.
Derfel. Réwnanie archetypiczne jest to rownanie funkcyjne postaci
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gdzie p jest ustalong borelowsks miara probabilistyczng okreslong na plaszczyznie R?, a ¢ :
R — R szukang funkcja. Wybierajac konkretne miary p otrzymujemy znane i badane
wezesniej rownania. Oznacza to, ze analizujac réwnanie (2) mozemy badaé¢ jednoczesnie
obszerne klasy liniowych réwnan funkcyjnych. Ta szeroka perspektywa, ktora w ten sposob
osiagamy, uzasadnia trafnos¢ nazwy rownanie archetypiczne. Warto dodac, ze dla niektorych
wyborow miary p rownanie (2) redukuje sie do pewnych réwnan rézniczkowych, np. roéwnania
pantografu.

Roéwnanie (2) zostalo dokladnie zbadane przez: L. Bogacheva, G.Derfla i S. Molcha-
nova. Wiadomo miedzy innymi, ze ogromny wplyw na jego rozwigzania w klasie funkcji
ograniczonych i ciagtych ma parametr K definiowany jako ponizsza catka
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Mozna wykaza¢, ze dla K < 0 przy pewnych dodatkowych technicznych zalozeniach, row-
nanie (2) nie ma w klasie funkcji ograniczonych i ciagtych innych rozwiazan niz funkcje state,
w przypadku gdy K > 0 oraz u((0,4+00) x R) = 1 potrafimy skonstruowa¢ niestale rozwiaza-
nia. Sytuacja kiedy K > 0 i u((—00,0) x R) > 0, a tak jest w rownaniu (1), jest po dzis
dzien niezbyt dobrze zbadana i pelna znakéw zapytania. W rozprawie doktorskiej stawiam
sobie za cel pogltebienie wiedzy o rownaniu archetypicznym w tym przypadku.

Cala rozprawa zostala podzielona na pie¢ czesci. Rozdzial 1 ma charakter wprowadza-
jacy i zawiera spis najwazniejszych twierdzen, faktoéw i oznaczen stosowanych w kolejnych
fragmentach rozprawy. Znajduja sie tu dwie sekcje zatytutowane ,,Uktady dynamiczne” oraz
,Miara i catka”.



W Rozdziale 2 badam rozwiazania rownania (2) osiagajace wartos¢ najmniejsza badz naj-
wieksza dla szerokiej klasy miar p, w szczegolnosci analizie poddane zostaje rownanie (1).
Glowny moéj wynik z tej czesci rozprawy implikuje miedzy innymi, ze jezeli rozwigzanie
ograniczone i ciggle ¢ : R — R rownania (1) osigga ekstremum globalne, to ¢ musi by¢
funkcjg stata. Poza tym statosé ograniczonych i ciagtych rozwigzan rownania Derfla uzyskatem
takze przy zalozeniu, ze istnieje cho¢ jedna z granic lim, , . ¢(x) lub lim, . ¢(x). Do-
datkowo udato mi sie zbadac¢ jaki ksztalt powinno mie¢ potencjalne niestate rozwigzanie ¢
rownania (1) — okazalo sie, ze taka funkcja musi oscylowaé zaréwno w —oo jak i w +o0;
doktadniej: kiedy kierujemy sie w strone —oo lub 400, to wykres rozwigzania powinien
nieskonczenie wiele razy zblizy¢ sie nieskonczenie blisko do kresu dolnego jak i do kresu
gornego zbioru wartosci rozwigzania .

Rozdzial 3 zawiera pewne uogo6lnienie moich gtéwnych wynikéw z Rozdziatu 2 na réwnania
funkcyjne postaci

p(x) =Y pip(fi(r)), (3)
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gdzie I C Z, dla kazdego i € I funkcja f; : R — R jest homeomorfizmem i p; € (0,1), przy
czym » .., pi = 1. W ogélnosci dane homeomorfizmy nie musza by¢ funkcjami afinicznymi,
gdyz w przeciwnym razie trafiamy ponownie do Rozdzialu 2, poniewaz réwnanie (3) moze
zosta¢ potraktowane jako szczegélny przypadek réwnania archetypicznego. W Rozdziale 3
zastosowanie ma relacja rownowaznosci generowana przez funkcje z rodziny {f;}icr, ktora
zostala opisana po raz pierwszy przez Kazimierza Kuratowskiego. Wykazatem, ze pod
pewnymi warunkami — wprowadzonymi przeze mnie warunkami zgodnosci — kazde ogranic-
zone rozwigzanie rownania (3), ktore osigga na klasie abstrakcji wyznaczonej przez relacje Ku-
ratowskiego ekstremum globalne, musi by¢ state na tej klasie abstrakcji. To ogolne twierdze-
nie mozna naturalnie zastosowa¢ do badania rozwigzan ciagtych, gdy wspomniane klasy
abstrakcji sa zbiorami gestymi — daje to w efekcie stato$¢ rozwiazania na calym zbiorze R.

Rozdzial 4 jest poswiecony najogdlniejszemu rownaniu funkcyjnemu pojawiajacemu sie
w calej rozprawie. W przeciwienistwie do Rozdzialow 2 i 3 nie ograniczamy sie do funkcji,
ktore przeksztalcaja prosta R w siebie, ale zupelng przestrzen metryczna (X, d) w osrodkows
przestrzen Banacha (Y, - ||). Mamy dodatkowo dana przestrzen probabilistyczna (€2, A, P)
i przeksztalcenie f : Q x X — X, ktore jest A-mierzalne przy kazdej ustalonej wartosci
xr € X. W Rozdziale 4 badamy ograniczone i borelowskie rozwigzania ¢ : X — Y réwnania

o(z) = / o(f(w, 7)) P(dw), (1)

gdzie do catkowania funkcji o wartosciach wektorowych uzywamy catki Bochnera. Gléwnym
przedmiotem zainteresowan tej czesci rozprawy sg zwarte zbiory niezmiennicze, tzn. zwarte
podzbiory K przestrzeni X, ktore dla wszystkich w € () spelniaja warunek

fw,K) CK.

Okazuje sie, ze czesto ciagtosé funkcji ¢ w kazdym punkcie takiego zbioru wymusza juz
jej statos¢. Mowi o tym Twierdzenie 4.1.1. W Rozdziale 4 dowodze réwniez twierdzenia
gwarantujacego istnienie zwartych zbiorow niezmienniczych dla pewnych rodzin kontrakcji.



Ostatni rozdzial rozprawy, pelniacy role podsumowania lub dodatku, zawiera dyskusje
rownania (1). Wyjasniam w nim, dlaczego rozwiazanie rownania (1) w klasie funkcji ogranic-
zonych i ciaglych, bez zadnych dodatkowych zatozen natozonych na funkcje ¢, jest tak trud-
nym zadaniem. Owa trudnos¢ wynika z faktu, ze w tym przypadku nie istnieje zwarty zbior
niezmienniczy. Ponadto iteraty funkcji wewnetrznych zachowuja sie w sposob catkowicie
nieregularny, co nie utatwia rozwiazania rownania (1). Ostatnia cze$¢ Rozdziatu 5 poswie-
cona jest przedstawieniu problemoéw otwartych, ktore pojawity sie w trakcie moich badan.



