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MATEMATY STYTUT MATEMATYKI
B,

Recenzja rozprawy doktorskiej mgr Zofii Miechowicz
Pewne warianty kolorowania matroidow

Rozprawa porusza tematy nawigzujace do klasyki teorii grafow, czyli kolorowania np. krawedzi grafu
tak, by nie powstaly w nim zadane struktury. Wyniki dotycza znacznie ogélniejszych niz grafy struktur,
jakimi sg matroidy. Autorka rozwaza wiele wariantow kolorowari elementéw nosnika matroidow, w tym takie,
w ktorych wymagamy, by kazdy cykl zawieral odpowiednio duzo kolorow (rozdzialy 3 i 4), nie bylo cykli
prawie monochromatycznych (rozdzial 5) i kolorowania k kolorami sumy nognikéw rodziny k matroidow w
taki sposob, by elementy w i-tym kolorze tworzyly zbiér niezalezny w i-tym matroidzie rozwazanej rodziny, dla
wszystkich i. Procz twierdzen autorki, praca zawiera przeglad znanych pojec i twierdzen z teorii matroidow,
ktore z pewnoscia doceni czytelnik chcacy sig czegos o matroidach dowiedzie¢. W niniejszej recenzji skupiam
sie jednak na wynikach autorki; wspomniana czes¢ przegladows przeczytatam bardzo pobieznie.

OCENA MERYTORYCZNA

Autorka postawila problemy naturalne na gruncie matematyki dyskretnej, naswietlita je pod r6éznymi
katami oraz uzyskata wiele nowych wynikéw, ktore uwazam za wnoszace istotny wktad teorig kolorowan
matroidéw. Metody dowodowe sa wprawdzie elementarne, niemniej wymagajace pomystowosci. Niektore
z wynikow sa prostymi wnioskami ze innych znanych twierdzen, ale sa inspirujace i zach¢cajace do dalszych
badan. Atutem rozprawy jest fakt, ze zawiera sporo hipotez autorki (i wspotautorow jej publikacji), bedacych
w korelacji z uzyskanymi wynikami czedciowymi.

Prawie wszystkie nowe twierdzenia pochodzg z czterech wspolautorskich prac Zofii Miechowicz, z czego
jedna zostala opublikowana (w Discrete Mathematics), dwie sa dostepne w ArXiv, za$ jedna jest manuskryp-
tem publicznie niedostepnym.

Oto mo6j, bardzo subiektywny, wyboér najciekawszych twierdzen.

e Twierdzenie 2.7, o kolorowaniu rodziny matroidéw z list. Uogélnia twierdzenie Seymoura, ale dowod
nie jest powtorzeniem idei Seymoura.

e Fakt 3.5, wigzacy doskonaly 1-faktoryzacje grafu Ko, z 2-lesistoscig grafu Ko, 1. Daje dodatkowa
motywacje do zajmowania sie p-lesistoscig.

e Dowdd twierdzenia 3.6 o 2-lesistosci grafow planarnych. Dowod jest bardzo pomystowy. Troche szkoda,
7e samo twierdzenie wynika, co autorka zauwaza, z mocniejszego twierdzenia 3.8.

e Twierdzenie 3.13 o p-lesistosci graféw o ograniczonym stopniu i duzym obwodzie. Sam wynik jest
ciekawy, a dowod bardzo tadny, inspirowany metoda Mosera i Tardosa.

e Twierdzenie 5.1, szacujace silng lesistos¢ grafu przez jego acykliczng liczbe chromatyczng. To tadna
zalezno$é, poparta prostym, cho¢ nietrywialnym, uzasadnieniem.

Poprawnos$é wszystkich wynikow rozprawy, poza twierdzeniem 4.5 i wnioskiem 5.6, nie budzi moich watpli-
wosci. Do wspomnianych dwoch mam nastepujace zastrzezenia.

(1) Trzecia czes¢ twierdzenia 4.5: W takiej postaci nie jest wedlig mnie prawdziwa. Na przyklad nie
zachodzi dla n = 12, r = 8, p = 2. Ogoélna idea dowodu jest jasna, ale — o ile czego$ nie przeoczylam
— wystepujace na koncu stwierdzenie ,W kolorowaniu tym kazdy kolor moze zosta¢ uzyty co najwyzej

L’JH razy” nie jest dobre, cho¢by dla podanego przeze mnie zestawu parametrow: mozemy kazdy
cové 4 v : r+17
kolor uzy¢ 4 razy, nie tylko [p +11 = 3 razy.

(2) Wniosek 5.6: Nie jestem pewna, czy w takiej ogolnosci wniosek jest prawdziwy. Z twierdzenia Alona
(twierdzenia 5.5) wynika jedynie tyle, ze ((G) < [%]



(1)

(2)

(3) Koniec dowodu twierdzenia 2.5: Ciekawa jestem, jak rozumie¢ ostatnie zdanie. Jak zastosowac twierdzenie

(10)

POMNIEJSZE UWAGI DO TRESCI MATEMATYCZNYCH

Przydataby si¢ wigksza prezycja w definicjach. Oto kilka przyktadow:

e Definicja 12: Dobrze byloby doprecyzowaé, jak definiujemy obwod grafu bez cykli. Od tego zalezy
poprawnos¢ sformutowan w poézniejszych twierdzeniach.

e s.22, definicja matroidu dualnego: zbioér rozpinajacy matroidu nie zostat zdefiniowany.

e Definicja 33: Co$ tu nie gra. Nie zrozumiatam, jak autorka definiuje A’.

e 5.31, ,Rodzing baz matroidu (...) tworzy zbior (...) wszystkich transwersali systemu (...)” A co
w przypadku, gdy system nie ma zadnej transwersali?

e Definicje 34 i 35: Na koricu powinno byé¢ By zamiast Bj.

e Definicja 46: Zamiast ,zbiory A; nalezace odpowiednio do V(G;)” powinno by¢ wzbiory A; zawarte
odpowiednio w V(G;)”.

e Definicja 56: Brak doprecyzowania, jak definiujemy p-lesistosé¢ matroidu bez cykli. Ma to znaczenie
dla oceny poprawnosci pozniejszych twierdzen, na przyklad fakt 3.3 moglby by¢ nieprawdziwy,
gdybysmy zdefiniowali arby(G) = 1 dla drzew.

5.40, dowdd twierdzenia 2.5: W ostatniej formule powinno by¢ wszedzie r; zamiast rk;.

0 sumie matroidéw, by otrzymac teze?

s.42, omowienie twierdzenia Brooksa: ograniczenie liczby chromatycznej przez A nie jest prawdziwe
we wszystkich wskazanych przypadkach — brakuje zalozenia o spojnosci grafu.

Hipoteza 1: |L(v)| wskoczylo w niewlasciwe miejsce.
Fakt 2.1: Przyznam, ze nie wiem, co to jest graf cieciwowy.

s.45, ,Lemat 2.6 jest bezposrednim wnioskiem z twierdzenia o sumie matroidéw (twierdzenia 2.4)":
W jaki sposob wyprowadzi¢ ten wniosek?

Twierdzenie 2.7, punkt (ii): Powinno byé¢ f~1({i}) zamiast f~'(3).

s.48, przed wnioskiem 2.2: Powinno by¢ ,Z wniosku 2.1 i twierdzenia 2.8” zamiast ,Z twierdzen 2.1
oraz 2.8”. Nawiasem mowiac, byloby bezpieczniej dla autorki i przyjazniej dla czytelniczki, gdyby
twierdzenia i wnioski miaty wspolny licznik. Znacznie tatwiej wyszukuje sie wtedy odpowiednie miejsca.

Sporo probleméw przy czytaniu rodziatu 3 przysporzyto mi dwukrotne zdefiniowanie acyklicznego
kolorowania krawedzi, niestety nieréwnowazne. Na poczatku pracy mamy definicje 13, a potem na
stronie 51 inng definicj¢ - z dodatkowym warunkiem, ze kolorownie ma by¢ poprawne. W rozdziale
3 nie wiadomo, ktora z definicji obowiazuje — z kontekstu wynika, ze czasem chodzi o kolorowanie
z warunkiem poprawnosci, a czasem nie.

$.05, linijka 4 1 5 dowodu: Powinno byé kolorowanie g-cykliczne, nie p-cykliczne.
Definicja 57: Czy zamiast x, nie powinno by¢ arb,?

$.58: Zamiast ,Zastosowanie faktu 3.8” powinno by¢ , Zastosowanie faktu 3.4”.
s.70, definicja farb(G): tu nie powinno by¢ sufitu.

s.75, punkt 5°: Dlaczego t nie zalezy od n? To zalezy od tego, co oznacza ,odpowiednio duze n” na
poczatku dowodu. Na przyktad jesli n zalezy od e(G), to t moze zaleze¢ od n.

Dowdd twierdzenia 4.3: Z dowodu wynika nieograniczono$é paramatru dla multigrafow. Jak otrzymaé
z tego nieograniczonos¢ w klasie grafow (czyli grafow prostych)?

Twierdzenie 4.8: Czy tu nie brakuje zatozenia, ze n > p + 17

5.89, zdanie po fakcie 5.1, o poprawnosci kolorowania po éciggnieciu elementu matroidu: Nie widze tej
rownowaznosci. Widze zaleznosé tylko w jedng strone.

Fakt 5.2, pierwszy podpunkt: kolorowanie silnie lesiste nie zostalo zdefiniowane. Zgaduje, ze chodzi
o silnie acykliczne lub silne.



(20) .93, linijka 3: Powinno by¢ arb(G) zamiast arba(G).

(21) Dowod twierdzenia 5.3: Autorka pisze, ze stosuje lemat 3.9, tymczasem w lemacie 3.9 nie ma mowy
o rozkladzie na opisane zbiory A i F. Mam wrazenie, ze zastosowany jest odpowiednik lematu 3.5
dla grafow o ustalonym genusie. Nie widze takiego twierdzenia w rozprawie. By¢ moze wystarczyloby
jedno z twierdzen z [19].

(22) Poczatek rozdziatu 5.5, o stanowi dolne ograniczenie dla silnej lesistodci” To dwuznaczny fragment
i moze sugerowaé, ze mowa o (nieprawdziwym) dolnym ograniczeniu silnej lesistosci przez (%}

23) Rozdzial 5.5, linijka 6: W zdaniu ,Stad mamy...” — poza nieporzadkiem w nawiasach — mamy na koricu
J & p &
= A, a powinno by¢ = A + 1.

(24) Twierdzenie 5.5: Omytkowo, jak przypuszczam, zostato napisane, ze kolorawnie jest poprawne.

(25) Wniosek 5.6: Chyba obwod powinnien by¢ o 2 wiekszy?
UWAGI REDAKCYJNE

Praca jest napisana ladnym, zywym jezkiem. Autorka dolozyla staran, by wyjasnia¢ to, o czym pisze,
matematycznie i na poziomie intuicyjnym. Matle zastrzezenia jezykowe i redakcyjne, wymienione ponizej, nie
wplywajg na moja ogélna, pozytywna ocene pracy.

e Szkoda, ze w pracy nie ma spisu oznaczen i definiowanych pojec.

e Zapozyczenia z angielskiego nie s tadne: zamiast line-grafu lepiej brzmialby catkowicie polski ,graf
krawedziowy”, a ,sekcja” nie powinna zastepowac ,rozdziatu”. Zwlaszcza ,sekcja definicji” brzmi groznie.

e Pojawiaja sie btedy w odmianie nazwisk, np. powinno by¢ ,Nasha-Williamsa” (nie ,Nash-Williamsa”),
sprzez Greenhill” (nie ,przez Greenhilla”; Greenhill jest kobieta).

e Niezbyt duza dbalo$é o interpunkcje psuta mi nieco przyjemnosé czytania. Czasem brakuje kropek na
konicu zdan, znacznie czesciej — przecinkéw w zdaniach ztozonych. Byly zdania, ktére czytatam kilka
razy, by zrozumie¢ o co chodzi, bo miatyby rézne znaczenia w zaleznosci od tego, gdzie wstawilibysmy
przecinek.

KoNKLUZJA

Stwierdzam, ze rozprawa mgr Zofii Miechowicz spelnia zwyczajowe i ustawowe wymagania dla prac doktor-
skich. Wedlug mnie pani Miechowicz w pelni zastuguje na nadanie jej stopnia doktora.

Malgorzata Bednarska-Bzdega






